Я не слышал, что вы сказали, но я с вами совершенно не согласен.
Август де МОРГАН
Я не требую, чтобы вы вкладывали определённый смысл в ваши слова, - вы
можете истолковывать их как хотите; единственное, о чём я умоляю, -
заставьте меня понять что-нибудь с помощью этих слов.
БЕРКЛИ
Сворачивает парадокс куда захочет, Рассудок здравый он, смеясь, морочит.
В. С. ДЖИЛЬБЕРТ
Вероятно, величайший парадокс состоит в том, что в математике имеются парадоксы.
Мы не удивляемся, что несообразности возникают в экспериментальных науках,
которые периодически подвергаются перестройке; хотя еще недавно мы верили, что нас
создал бог, теперь мы посещаем зоопарк с тем же чувством инстинктивного интереса,
который возникает при посещении дальних родственников. Точно так же исчезло
фундаментальное и выработанное веками убеждение в различии между материей и
энергией — теория относительности перевернула все наши представления о времени и
пространстве. Ведь в естествознании все так текуче и переменчиво, что вчерашняя ересь
сегодня становится догматом, а завтра — признаком консервативности. Перефразируя
Гамлета, можно сказать: то, что было парадоксом, скоро перестанет быть им, но потом
опять им станет. И все же, поскольку математика зародилась очень давно и все время
была полезной, поскольку она - самая консервативная из наук, поскольку ее теоремы
выводятся из постулатов средствами строгой логики, несмотря на происходящие в ней
революционные изменения, мы склонны считать ее неспособной порождать
собственные
парадоксы.
Тем не менее, существует три типа парадоксов, возникающих в самой математике. Во-первых, это противоречия и абсурдные утверждения, которые являются следствием неправильного рассуждения. Во-вторых, это теоремы, которые кажутся странными и невероятными, но которые, будучи доказанными логически безукоризненно, должны быть приняты как верные, несмотря на то что они выходят за пределы нашей интуиции и воображения. Третий и наиболее важный тип парадоксов связан с теорией множеств; такого типа парадоксы привели к пересмотру оснований математики. Логические парадоксы весьма озадачили логиков и математиков и поставили проблемы, касающиеся самого существа математики, проблемы, которые до сего дня не получили удовлетворительного разрешения.
Парадоксы странные, но истинные
Этот раздел будет посвящен внешне противоречивым и абсурдным утверждениям,
которые, тем не менее, оказываются истинными. Парадоксы Зенова были объяснены с
помощью теории бесконечных рядов и трансфинитных чисел, введенных Кантором.
Однако есть и другие парадоксы, относящиеся к движению, которые в отличие от
зеноновских не сводятся к логическому доказательству того, что движение невозможно.
Но они наглядно демонстрируют нам, насколько неправильными могут быть наши
представления о движении и как легко нам выработать ложное мнение о траектории, по
которой
движется
некоторый
объект.
На рис. 1 изображены две одинаковые монеты.
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Если мы заставим первую монету катиться по второй так, чтобы она прошла ровно
половину окружности (как указано стрелкой), мы можем ожидать, что, придя к точке,
диаметрально противоположной первоначальной, монета перевернется вниз головой по
сравнению с исходной позицией. Мы убеждены, что, пройдя половину окружности,
монета должна повернуться на 180°. Если же мы проделаем эксперимент с реальной
монетой, то убедимся, что она окажется снова в исходном положении — будто бы она
прошла
полную
окружность,
а
не
ее
половину.
Следующая загадка подобна. На рис 2. окружность совершает полный оборот, перемещаясь из точки А в точку В. Расстояние АВ, следовательно, равно длине окружности. Маленькая окружность внутри первой также делает один полный оборот, перемещаясь вдоль отрезка CD.
[image: image2.jpg]Puc.2




Поскольку отрезок АВ, очевидно, равен отрезку CD, а каждый из них равен длине
соответствующей окружности, мы сталкиваемся с абсурдным выводом, что длина
большей
окружности
равна
длине
меньшей
окружности.
Чтобы объяснить эти и несколько других парадоксов, мы временно отвлечемся от них и рассмотрим знаменитую кривую, называемую циклоидой (рис. 3).
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Циклоида — это путь, который описывает фиксированная точка на ободе колеса, когда колесо катится без скольжения по прямой линии. Рис. 4 показывает, что, когда колесо движется по прямой MN, точки А и В описывают циклоиды.
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После того как колесо сделает пол-оборота, точка А 1 попадает в положение А 3, а точка В 1 - в положение В 3. В этом положении нет никаких оснований думать, что точки А и В движутся с разной скоростью, поскольку за одно и то же время они проходят одинаковый путь. Но если мы обратимся к точкам А 2 и В 2, в которые попали
А и В после того как колесо сделало четверть оборота, мы увидим, что за одно и то же
время точка А проделала явно больший путь, чем точка В. Эта разница в скоростях
компенсируется на второй четверти оборота, когда точка В в промежутке от В 2 к В 3
проходит тот же самый путь, который точка А прошла в промежутке от А 1 к А 2; ясно,
что путь В 2 В 3 равен пути А I A 2. Значит, за половину оборота обе точки пройдут
одинаковое
расстояние.
Такое странное поведение циклоиды может служить объяснением того факта, что точки колеса, находящиеся на некотором удалении от самой нижней точки, при качении колеса движутся в горизонтальном направлении быстрее, чем точка, соприкасающаяся с дорогой. Можно показать, что точка, соприкасающаяся с дорогой, двигаясь вверх, все больше и больше ускоряется и достигает наибольшей горизонтальной скорости в верхнем   своем   положении,   то   есть   на   максимальном   расстоянии   от   дороги.
Другое интересное свойство циклоиды было открыто Галилеем. Еще раньше было установлено, что площадь круга может быть выражена только с помощью трансцендентного числа ТС. Поскольку численное значение π дается лишь приближенно (хотя и с любой степенью точности, достигаемой суммированием необходимого числа членов бесконечного ряда), следовательно, и площадь круга может быть выражена лишь приближенно. Но замечательно то, что с помощью циклоиды мы можем построить площадь, в точности равную площади круга. Исходя из факта, что длина циклоиды от начальной до конечной точки равна четырем диаметрам порождающей ее окружности, можно показать, что площадь части плоскости между полной дугой циклоиды и прямой, по которой катится окружность, равна трем площадям круга. Отсюда вытекает, что заштрихованные площади справа и слева от окружности (рис. 5) в точности равны площади круга, ограниченного этой окружностью.
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Парадокс, возникающий в результате мнимого доказательства, будто длина большей окружности равна длине меньшей окружности, может быть объяснен с помощью    другого     члена     семейства     циклоид     —     гипоциклоиды     (рис. 6 а).
Гипоциклоиду вычерчивает внутренняя точка колеса, катящегося по прямой
линии. Точнее, эту кривую вычерчивает точка меньшей окружности, концентрической
по отношению к основной. Маленькая окружность (рис. 2) делает один полный оборот
при движении от точки С к точке D, и точка маленькой окружности описывает
гипоциклоиду. Однако, сравнивая гипоциклоиду и циклоиду, мы замечаем, что
маленькая окружность проходит путь CD не просто за счет качения, подобно основной
окружности. Этот путь проделывается ею также и потому, что, вращаясь, она
одновременно увлекается поступательно основной окружностью, катящейся от А к В.
Это станет совсем ясно, если рассмотреть центр основной окружности на рис. 2. Центр,
как математическая точка, не имеющая радиуса, вообще не вращается, а проходит свой
путь,
увлекаемая
колесом.
В связи с проблемами, возникшими из изучения движения колеса по прямой линии, мы рассмотрели траекторию внешней точки, находящейся на ободе, и нашли, что эта траектория представляет собой циклоиду; мы рассмотрели также точку, находящуюся внутри колеса, и ее траектория дала Нам гипоциклоиду. Но Интересно упомянуть также о точке, лежащей вне окружности колеса, точнее, вне обода колеса. Такие точки можно наблюдать на примере колес железнодорожных вагонов (рис. 6 b).
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Траектория такой точки называется эпициклоидой; ее исследование открывает удивительный парадокс: в поезде, идущем в определенном направлении, всегда имеются точки, движущиеся в обратную сторону (!)
Циклоида.
Начнем с опыта. Вырежем из толстого картона круг, у самого его края проделаем отверстие и вставим туда кусочек карандашного графита. Положив линейку на лист бумаги, будем катить вдоль неё наш кружок, плотно прижимая его к бумаге. Кусочек графита и начертит нам циклоиду. Теперь мы имеем представление о форме этой красивой кривой. Циклоиду можно построить и по точкам. Для этого проведем прямую АВ и на расстоянии а от неё параллельную её прямую MP. Недалеко от левого конца прямой MP отметим точку О и начертим окружность с центром в точке О и радиусом а. Эта окружность обязательно коснётся прямой АВ, обозначим точку касания буквой К. Теперь на прямой АВ отложим от точки К вправо отрезок, равный длине окружности радиуса а и разобьём его на восемь равных  частей:   |КА1|= |А1А2| = |А2А3|= ... = |A7A8|,  конец  отрезка обозначим   A8.   To  же
сделаем и на прямой MP от точки О: [001| = |0102| = |0203| = ... = |0708|. Представим, что начерченный нами кружок катится по прямой АВ, его центр перемещается по прямой MP.
Точка О, соответствует — полного оборота, поэтому когда центр переместится в О1 , радиус
8
OK повернется на 360° ÷ 8 = 45°. Строим угол AlOlKl , равный 45°, и откладываем отрезок
OlKl = ОК. Точка К1 принадлежит циклоиде. Рассмотрим теперь точку 02 - центр круга,

 повернувшегося на 2/8 = 1/4 окружности, делаем построение как в предыдущем случае, 

только угол   А202К2   строим  равным   2*300/8 = 90°.  И  так далее.   Аналогично  строим  

точки К3 ,К4 ,К5 ,К6 ,К7 , а точка К8 , очевидно, совпадет с точкой А8 . Соединив все 

полученные точки плавной кривой, мы получим циклоиду. Чтобы построить- циклоиду 

более точно,
нужно с самого начала разбить отрезок КА8 на большее число равных частей.
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Подобно прямой линии, циклоиду представляют бесконечной кривой, т.е. что круг (его называют производящим кругом) катится по прямой (направляющей прямой) неограниченно долго. При этом получается кривая, состоящая из бесконечного ряда арок. Отдельные арки соединяются в точках, в которых имеют общую (вертикальную) касательную. Эти точки называются точками возврата циклоиды. Они соответствуют самым низким положениям той точки катящейся окружности, за которой мы следим и которая описывает циклоиду. Самые высокие положения находятся посередине между точками возврата и называются вершинами циклоиды. Отрезок прямой между двумя соседними точками возврата, равный длине окружности (т.е. 2πa), называется основанием циклоиды (точнее основанием одной арки циклоиды).
Элементы циклоиды (одна арка)
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Немного истории.
Первым, кто стал изучать циклоиду, был Галилео Галилей (1564-1642) - знаменитый итальянский астроном, физик и просветитель. Он же придумал название «циклоида», что значит: «напоминающая о круге». Сам Галилей о циклоиде ничего не писал, но о его работах в этом направлении упоминают ученики и последователи Галилея: Вивиани, Торричелли и другие. Немного позже итальянцев за циклоиду принялись французы, назвавшие ее «рулеттой» или «трохоидой». В 1634 году Роберваль вычислил площадь, ограниченную аркой циклоиды и ее основанием. К циклоиде имеют также отношение исследования
великого античного философа Аристотеля из Стагиры (382-322 гг. до н. э.). Он рассматривал качения окружности по прямой без скольжения и со скольжением. Аристотель рассматривал именно то движение, которое через 1900 лет привело Галилея к открытию циклоиды; но он не заинтересовался кривыми, которые вычерчиваются точками окружности катящегося круга. Выдающийся астроном античности, живший позже, - Пталомей Александрийский (II век н.э.) - подошел к одной из «родственниц» циклоиды (так называемой «эпициклоиде») значительно ближе. Он объяснял «попятное» движение планет на небе вращением из вокруг Земли по особым кривым - «эпициклоидам», говоря современным языком.
Какие же задачи возникают при изучении циклоиды? Прежде всего, нужно дать ей чисто геометрическое определение, независимое от механики. Потом изучить ее свойства, научиться проводить к ней касательную, вычислять площадь, ограниченную аркой циклоиды и ее основанием, длину дуги, объем тела, образованного вращением арки циклоиды вокруг направляющей прямой. А также интересно изучить кривые, родственные циклоиде.
Начнем с касательной и нормали.
Все мы знаем, что по касательной направлен вектор скорости тела, движущегося по кривой. Но в нашем случае эта точка (М) принимает участие в двух движениях: она вращается по окружности и одновременно перемещается в горизонтальном направлении. Поэтому скорость этой точки складывается из двух скоростей: горизонтальной и направленной по касательной к окружности, и находится по правилу параллелограмма, который в нашем случае будет ромбом, т.к. слагающие скорости одинаковы. МР+МС=МК. Итак, МК на нашем рисунке и есть касательная к циклоиде. Нормаль, как известно, перпендикулярна касательной. У циклоиды много замечательных свойств. И одно из основных говорит, что нормаль к циклоиде проходит через «нижнюю» точку производящего круга. (на нашем чертеже это т. Т). Из этого свойства вытекает простое следствие. Угол между нормалью и касательной - прямой, а раз он вписан в окружность, то должен опираться на диаметр. Итак, 7Т, - диаметр и Г, - «верхняя» точка производящего круга, куда и попадает продолжение нашей касательной. Это второе основное свойство циклоиды: касательная к циклоиде проходит через «верхнюю» точку производящего круга.
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Свойства касательной и нормали к циклоиде были впервые изложены Торричелли (1608-
Всякая кривая линия есть огибающая своих касательных. Это, разумеется, относится и к циклоиде. Но у нее есть еще замечательное свойство: огибающей нормалей циклоиды есть точно такая же циклоида (только сдвинутая на 2а вниз и на πа вправо). В этом не трудно убедиться, сделав простые построения (рис. 4).
1647) в его книге «Геометрические работы» (1644г.). Торричелли использовал при этом сложение движений. Несколько позже, но полнее, разобрал эти вопросы Роберваль (псевдоним французского математика Жиля Персона, 1602-1672). Свойства касательной к циклоиде изучал также Декарт; он изложил свои результаты, не прибегая к помощи механики.
Геометрическое определение циклоиды строится на том ее свойстве, что расстояние от точки возврата М0 (см. рис. 3) до «нижней» точки производящего круга Т (т.е. до точки
касания окружности и направляющей прямой) всегда равно длине дуге ТМ. У циклоиды еще есть замечательные свойства, но не будем на них останавливаться.
У циклоиды есть спутница. Это- давно известная нам синусоида. Если из всех точек циклоиды опустить перпендикуляры на вертикальные диаметры производящего круга (который у нас «катится» вдоль прямой), то мы и получим синусоиду (рис.5).
Спутница циклоиды.
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С ее помощью была вычислена площадь, ограниченная аркой циклоиды и ее основанием. Она равна утроенной площади производящего круга. Этот результат известен под названием «теоремы Галилея».
Позднее были вычислены объемы тел, порожденных вращением арки циклоиды.
Например, объем яйцевидного тела, порожденного вращением арки вокруг своего основания, вычислил Роберваль; он оказался равным 5π2а3. А поверхность этого тела равна 64/3* πа2 . В 1658 году английский архитектор и математик Рен, строитель знаменитого купола
собора св. Павла в Лондоне, определил длину дуги циклоиды. Длина одной арки циклоиды равна восьми радиусам производящего круга, т.е. 8а ! Красивый результат!
Рис.6.
У циклоиды есть родственницы. Самые близкие - это укороченные и удлиненные циклоиды. «Укороченную циклоиду» описывает внутренняя точка производящего круга, как показано на рисунке 6.
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Эта точка участвует в качении со скольжением, поэтому кривая похожа на «растянутую» в длину циклоиду, но высота этой циклоиды меньше, короче, чем у ее старшей сестры - циклоиды. «Удлиненную циклоиду» описывает внешняя точка производящего круга, т.е. точка, которая находится за его пределами. Эта точка тоже участвует в качении со скольжением, но скольжение это в противоположном направлении (рис.7).
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Рис.7.
Представим теперь, что производящий круг катится не по прямой, а по окружности снаружи. В зависимости от соотношения между радиусами неподвижного и подвижного кругов, будут получаться различные, хотя и родственные кривые. Все эти кривые называются эпициклоидами. Аналогично существуют укороченные и удлиненные эпициклоиды (рис. 8).
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Рис.8. А если неподвижная окружность будет внутри касаться подвижной, то получится еще одна родственница циклоиды, которая называется перициклоидой (рис.9).
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Мы познакомились с эпициклоидами, у которых радиус неподвижного круга в несколько раз больше радиуса подвижного (производящего) круга. А сейчас представим, что эти круги равны. Такая эпициклоида называется кардиоидой (рис. 10), что по-гречески означает «сердцевидная».
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«Улитки Паскаля»
Подобно остальным эпициклоидам, кардиоида тоже может быть укороченной и удлиненной, эти кардиоиды называются иначе улитками Паскаля (по имени французского математика Этьена Паскаля, отца знаменитого физика и математика Блеза Паскаля), они тоже показаны на рис. 10. Если большой круг будет неподвижен, а меньший будет катиться, касаясь его внутри, то любая точка окружности этого меньшего круга опишет кривую, называемую гипоциклоидой (рис. 11).
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Рис.11. 

У  гипоциклоиды  может  быть также  любое количество  арок.  Гипоциклоиду  с четырьмя  заострениями  называют  еще  астроидой,   что  означает  «звездообразная».   И, конечно, существуют укороченные и удлиненные гипоциклоиды (рис.12).
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Эпициклоида с бесконечным количеством арок получается, когда радиус неподвижного круга в дробное число раз больше (или меньше) радиуса подвижного круга, причем дробь эта - число иррациональное. Если же дробь - число рациональное, эпициклоиды будут иметь вид, как показано на рисунке 13.
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И последнее о чем я хочу рассказать. Представим себе ледяную горку, спуск которой имеет форму циклоиды. У этой горы есть интересные свойства. Если в разных точках ее (на разной высоте) стоят готовые к старту спортсмены с салазками (рис. 14), и по команде одновременно эти салазки начинают скользить, то первым к финишу (т. А) придет не спортсмен К, как кажется. Все спортсмены достигнут точки А одновременно! Поэтому ее называют таутохроной - «равновременной». И еще, циклоида является «кривой кратчайшего времени», называемой брахистохроной. То есть при движении по ней под действием силы тяжести тело пройдет путь из В в А в кратчайшее время! Быстрее даже, чем по прямой АВ. Это связано с выигрышем в скорости, которым более чем вознаграждается потеря в пути.
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