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I. Вступление.

Математика, как и все другие науки, возникла из потребностей практической деятельности человека. На очень ранней ступени развития у человека возникла необходимость подсчитать количество добычи или урожая, измерять земельные участки, определять вместимость сосудов, вести счет времени. Для удовлетворения этих практических потребностей возникли примитивные способы счета и измерения.

При дальнейшем развитии общества усложнялась практическая деятельность человека, а вместе с ней росли потребности в усовершенствованных приемах счета и измерений. Первоначальный счет по пальцам и измерения при помощи размеров частей человеческого тела (пядь, локоть) не могли удовлетворять потребностям жизни. Возникла необходимость в более быстрых и более точных приемах счета и измерений. Продолжительный опыт привел человека к установлению некоторых общих правил, дающих возможность при счете конкретных предметов не прибегать в каждом отдельном случае к непосредственному перечислению и перекладыванию этих предметов. Постепенно человек приобрел способность отвлечения, абстрагирования от конкретного счета. Так возникли и признаки делимости чисел.

Вопросами делимости чисел люди интересовались очень и очень давно. Благодаря многолетнему труду математиков над проблемами делимости чисел были разгаданы многие ее тайны, но и сейчас в этом разделе математики есть еще много неясного.

Решая задачи и выполняя действия сложение, вычитание, и умножение, действие деление, в отличие от остальных действий, выполнить, не всегда удается (разделить нацело). Возникает  необходимость предсказать – делится число нацело или нет. Поэтому  в математике исследуются  условия делимости, выводятся определенные правила и признаки, по которым  можно определить делится ли натуральное число  на другое натуральное число или нет. Чтобы ответить на вопрос о том, делится ли целое число a на целое число b, можно произвести деление этих чисел. Но при решении некоторых задач это может оказаться очень трудоёмким делом. Поэтому удобно знать некоторые признаки, которые позволяют без выполнения деления определять, делится одно целое число на другое или нет.
Знание признаков делимости чисел поможет при сокращении дробей, вынесении общего множителя за скобки, упрощении уравнений.
Изучая  в курсе математики признаки делимости натуральных чисел на 2, на 3, на 5, на 9, на 10, у меня возник вопрос: «Нельзя ли, не прибегая к непосредственному делению числа, установить его делимость  на другое натуральное число?» Именно поэтому для творческой работы  мной выбрана тема «Признаки делимости чисел».
В связи с этим, при написании данной работы я ставлю перед собой  следующие  цели и задачи:

· Изучить научную литературу по теме «Признаки делимости чисел», расширить и углубить свои знания по этой теме.

· Овладеть в совершенстве признаками делимости чисел, изучаемых на уроках математики и вне школьной программы.

· Рассмотреть решения задач на применение признаков делимости чисел, подобрать серию задач, связанных  с  признаками делимости чисел для самостоятельного решения.
II. Некоторые исторические сведения.
    Признак делимости – это правило, позволяющее сравнительно быстро определить, является ли число кратным заранее заданному числу без необходимости выполнять фактическое деление.

      Признаки делимости на 2, 5, 10, 3, и 9 были известны  с давних времен. Так, например, признак делимости на 2 знали древние египтяне за две тысячи лет до нашей эры, а признаки делимости на 2, 3, и 5 были обстоятельно изложены итальянским математиком  Леонардо Фибоначчи (1170-1228). Выдающийся французский математик  и физик Блез Паскаль (1623-1662) еще в раннем возрасте вывел общий признак делимости чисел, из которого следуют все частные признаки. 

Признак Паскаля  состоит в следующем:

натуральное число,  а разделится на другое натуральное число b только в том случае, если сумма произведений цифр числа  а на соответствующие остатки, получаемые при делении  разрядных единиц на число b, делится на это число. 
    Например, число 2814 делится на 7, так как  
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  делится на 7. (Здесь 6-остаток от деления 1000 на 7, 2- остаток от деления 100 на 7 и 3- остаток от деления 10 на 7).

III. Делимость чисел.

Мы знаем, что в результате сложения, вычитания или умножения целых чисел всегда получается число целое. А вот деление натуральных чисел нацело не всегда возможно. Для того чтобы узнать, делится ли натуральное число а на натуральное число b нацело, надо предварительно выяснить некоторые общие свойства делимости чисел.

1. Понятие делимости чисел.

Разделить число а на число b – это значит найти такое число q, при умножении которого на b получается а, т.е. b∙q = а. Если для целых чисел а и b такое число q существует, то говорят, что а делится на b. 

Целое число а делится на целое число b, не равное нулю, если существует целое число q, такое, что а = b∙q.
В том случае, когда а делится нацело на b, число а называется кратным числу b, а число b называется делителем числа а.

Например, число 54 делится нацело на число 9, так как существует натуральное число 6, такое, что выполняется равенство  9 ∙ 6 = 54. Число 64 не делится на 9, так как не  существует такое целое число q, при котором выполняется равенство 9 ∙ q = 64. 

При определении делимости мы исключили случай, когда b = 0. В том случае, когда а = 0 и b = 0, любое число может выступать в роли частного, т.е.  частное   становится   неопределенным. Если а ≠ 0 и b = 0,  то равенство а = 0∙q не будет верным ни при каком значении q. 

2. Свойства делимости.

Чтобы узнать, делится ли одно число на другое нацело, можно просто разделить первое число на второе. Если при делении остатка не будет, значит, числа делятся нацело. Если же при делении получится остаток,  не равный нулю, значит, эти числа нацело не делятся. Можно ли, не производя самого деления, установить, делится ли одно число на другое нацело? 

Можно, так как делимость одних чисел связана с делимостью других. Поэтому надо найти такие свойства делимости, при помощи которых было бы возможно, не производя деления, установить, является ли данное число кратным другому.
Делимость суммы.

Если каждое слагаемое суммы делится на одно и то же число, то и сумма делится на это число.

Например, числа 150 и 120 делятся на 3. Разделится ли сумма этих чисел на 3?

150 + 120 = 10∙15 + 10 ∙12 = 10∙ (15 + 12) = 10∙27
А это значит, что сумма делится на 3.
Делимость разности.

Если уменьшаемое и вычитаемое делятся на одно и то же число, то и разность делится на это число. 
Например, числа 150 и 120 делятся на 3. Разделится ли разность этих чисел на 3?

150 - 120 = 10∙15 - 10 ∙12 = 10∙ (15 -12) = 10∙3

Значит, разность 150 и 120 делится на 3.
Делимость произведения. 

Если в произведении нескольких натуральных чисел хотя бы один из сомножителей делится на какое-то число, то и всё произведение делится на это число.

Например, известно, что число 168 делится на 28. А 28 делится на 7. Делится ли 168 на 7?
168 = 28∙6 = (7∙4) ∙6 = 7∙(4∙6) = 7 ∙ 24
Полученное равенство показывает, что число 168 делится на 7.
3. Признаки делимости чисел, изучаемые в школе.

Рассмотрим сначала признаки делимости чисел на 2, 3, 5, 9, 10.

Признак делимости на 2: если число оканчивается одной из цифр 0, 2, 4, 6, 8, то оно делится на 2.

Любое число, которое оканчивается цифрой 0, можно представить в виде произведения двух чисел, одним из которых будет число 10. По свойству делимости чисел мы знаем, что, если один из множителей делится на какое-либо число, то и произведение делится на это число.  У нас одним из множителей обязательно будет число 10. А 10 делится на 2. Значит, число, которое оканчивается на цифру 0, делится на 2.

 Любое число, например, четырёхзначное, которое оканчивается цифрой 2, можно представить в виде 1000∙а + 100∙b + 10∙с + 2, 

где а – число тысяч, b – число сотен, с –  число десятков.

Первое слагаемое 1000∙а делится на 2, т.к. множитель 1000 делится на 2. Второе слагаемое 100∙b  делится на 2, т.к. множитель 100 делится на 2. Третье слагаемое 10∙с  делится на 2, т.к. множитель 10 делится на 2.  Четвёртое слагаемое делится на 2, т.к. 2 делится на 2. По свойству делимости чисел мы знаем, что, если каждое слагаемое делится на какое-либо число, то и сумма делится на это число. У нас все слагаемые делятся на 2, значит, число, которое оканчивается цифрой 2, делится на 2.

Рассуждая так же, мы увидим, что числа, оканчивающиеся одной из цифр 4, 6 или 8, тоже делятся на 2. Значит, число, которое оканчивается одной из цифр 0, 2, 4, 6, 8, делится на 2.

Например, число 3562 делится на 2, т.к. 3562 = 1000∙3 + 100∙5 + 10∙6 + + 2. Все четыре слагаемых делятся на 2. Значит, число 3562 делится на 2.

Число 3565 не делится на 2, т.к. 3565 = 1000∙3 + 100∙5 + 10∙6 +5. Первые три слагаемых делятся на 2, а четвёртое слагаемое не делится на 2. Значит, число 3565 не делится на 2.

Числа, делящиеся на 2, называют чётными. Числа, не делящиеся на 2, называют нечётными.

Признак делимости на 3: если сумма цифр числа делится на 3, то и само число делится на 3.

Любое число, например, трёхзначное, можно представить в виде  
100∙а + 10∙b + с, где а – число сотен, b– число десятков, с – число единиц. 

100∙а + 10∙b + с = (99 + 1) ∙а + (9 + 1) ∙b + с =
=99∙а +  а + 9∙b + b + с = (99∙а + 9∙b) + + ( а + b + с)
Сумма в первых скобках всегда делится на 3, т.к. каждое слагаемое делится на 3. Для того, чтобы число делилось на 3, надо, чтобы сумма во вторых скобках тоже делилась на 3. А сумма во вторых скобках является суммой цифр числа. Значит, число делится на 3, если сумма цифр числа делится на 3. 

Например, число 276 делится на 9, т.к. 2 + 7 + 6 = 18. А число 15 делится на 3.

Число 431 не делится на 3, т.к. 4 + 3 +1 = 8. А число 8 на 3 не делится.

Признак делимости на 5: если число оканчивается одной из цифр 0 или 5, то оно делится на 5.

Любое число, которое оканчивается цифрой 0, можно представить в виде произведения двух чисел, одним из которых будет число 10. По свойству делимости чисел мы знаем, что, если один из множителей делится на какое-либо число, то и произведение делится на это число.  У нас одним из множителей обязательно будет число 10. А 10 делится на 5. Значит, число, которое оканчивается на цифру 0, делится на 5. 

Например, число 3570 делится на 5, т.к. его можно представить в виде произведения: 3570 = 357 ∙ 10. Второй множитель 10 делится на 5, значит, число 3570 делится на 5.

Любое число, например, трёхзначное, которое оканчивается цифрой 5, можно представить в виде  100∙а + 10∙b + 5 , 

где а – число сотен,

       b – число десятков.

Первое слагаемое 100∙а делится на 5, т.к. множитель 100 делится на 5. Второе слагаемое 10∙b  делится на 5, т.к. множитель 10 делится на 5. Третье слагаемое делится на 5, т.к. 5 делится на 5. По свойству делимости чисел мы знаем, что, если каждое слагаемое делится на какое-либо число, то и сумма делится на это число. У нас все слагаемые делятся на 5. Значит, число, которое оканчивается цифрой 5, делится на 5.

 Например, число 745 можно записать в виде: 745 = 100∙7 + 10∙4 + 5. Все слагаемые делятся на 5, значит, число 745 делится на 5.

Например, число 743 можно записать в виде: 743 = 100∙7 + 10∙4 + 3. Первые два слагаемых  делятся на 5, третье слагаемое не делится на 5. Значит, число 743 не делится на 5.

Признак делимости на 9: если сумма цифр числа делится на 9, то и само число делится на 9.

Любое число, например, трёхзначное, можно представить в виде  100∙а + 10∙b + с, 

где а – число сотен,

       b – число десятков,

       с – число единиц. 

100∙а + 10∙b + с = (99 + 1) ∙а + (9 + 1) ∙b + с = 99∙а +  а + 9∙b + b + с = (99∙а + 9∙b) + 
+ ( а + b + с)
Сумма в первых скобках всегда делится на 9, т.к. каждое слагаемое делится на 9. Для того, чтобы число делилось на 9, надо, чтобы сумма во вторых скобках тоже делилась на 9. А сумма во вторых скобках является суммой цифр числа. Значит, число делится на 9, если сумма цифр числа делится на 9. 

Например, число 576 делится на 9, т.к. 5 + 7 + 6 = 18. А число 18 делится на 9.

Число 535 не делится на 9, т.к. 5 + 3 +5 = 13. А число 13 на 9 не делится.

Признак делимости на 10: если число оканчивается цифрой 0, то оно делится на 10.

Любое число, которое оканчивается цифрой 0, можно представить в виде произведения двух чисел, одним из которых будет число 10. По свойству делимости чисел мы знаем, что, если один из множителей делится на какое-либо число, то и произведение делится на это число.  У нас одним из множителей обязательно будет число 10. А 10 делится на 10. Значит, число, которое оканчивается на цифру 0, делится на 10.

Например, число 2370 делится на 10, т.к. это число можно представить в виде произведения 

2370 = 237 ∙ 10. 

Один из множителей делится на 10, значит, число 2370 делится на 10.

Число 2378 не делится на 10, т.к. это число нельзя представить в виде произведения двух чисел, одним из которых было бы число 10.

4. Признаки делимости чисел, не изучаемые в школе.

Признак делимости на 4: число делится на 4 тогда, когда две последние цифры этого числа представляют собой  число, делящееся на 4.

Любое трёхзначное число можно представить в виде 

100∙а + 10∙b + с = 100∙а + (10∙b + с), 

где а – число сотен, b– число десятков, с – число единиц. 

По свойству делимости мы знаем, что, если каждое из двух чисел делится на какое-либо число, то их сумма тоже делится на это число, т.е. если первое слагаемое 100∙а делится на 4 и второе слагаемое (10∙b + с) тоже делится на 4, то и всё число делится на 4.

Первое слагаемое 100∙а делится на 4, т.к. одним из множителей является число 100, которое делится на 4. Значит, 100∙а тоже делится на 4.

Второе слагаемое (10∙b + с) тоже должно делиться на 4. А оно будет делиться на 4 в том случае, если будет представлять собой число, которое делится на 4. В то же время второе слагаемое (10∙b + с) является двумя последними цифрами числа.

Отсюда получаем, что, если две последние цифры числа представляют собой  число, делящееся на 4, то и всё число делится на 4.

Например, 632 = 600 + 30 + 2 = 100∙6 + 10∙3 + 2 = 100∙6 + (10∙3 + 2).

 (10∙3 + 2) представляет собой число 32, а это число делится на 4. Значит, и число 632 делится на 4.

Число 422 = 100∙4 + (10∙2 + 2). 

(10∙2 + 2) представляет собой число 22, а это число не делится на 4. Значит, число 422 не делится на 4.

Признак делимости на 11: число делится на 11 тогда, когда разность между суммой цифр, стоящих на чётных местах, и суммой цифр, стоящих на нечётных местах, делится на 11.

Любое четырёхзначное число можно представить в виде суммы:

1000∙а + 100∙b + 10∙с + d,
где а – число тысяч,

       b – число сотен,

 с – число десятков,

 d – число единиц.

    В то же время 
1000∙a = 1001∙a – a;

100∙b = 99∙b + b;

10∙c = 11∙c – c. 
Отсюда получаем:
1000∙а + 100∙b + 10∙с + d = 1001∙a – a + 99∙b + b +11∙c – c +d = (1001∙a + 99∙b + + 11∙c) + (b + d – a – c).

Рассмотрим первые скобки: (1001∙a + 99∙b +11∙c).
Первое слагаемое 1001а  делится на 11, т.к. по свойству делимости мы знаем, что, если один из множителей делится на какое-либо число, то произведение делится на это число.

По этому же свойству второе и третье слагаемые делятся на 11.

По свойству делимости мы знаем, что, если каждое из слагаемых делится на какое-либо число, то сумма делится на это число.

Значит, сумма в первых скобках делится на 11.

Рассмотрим вторые скобки: b + d – a – c = (b +d) – (a + c). Здесь сумма в первых скобках представляет собой чётные цифры числа, а сумма во вторых скобках -  нечётные цифры числа. 

Значит, чтобы число делилось на 11, надо, чтобы разность суммы цифр числа, стоящих на чётных местах, и суммы цифр числа, стоящих на нечётных местах, делилась на 11.

Например, число 1738. В этом числе разность суммы цифр числа, стоящих на чётных местах, и суммы цифр числа, стоящих на нечётных местах, равна (7 + 8)- –(1 + 3) = 11. Полученное число11 делится на 11, значит, число 1738 делится на 11.

Число 2899. В этом числе разность между суммой цифр числа, стоящих на чётных местах, и суммой цифр числа, стоящих на нечётных местах, равна (8 + 9) – - (2 + 9) = 6. Полученное число 6 не делится на 11, значит, число 2899 не делится на 11.

Признак делимости на 25: число делится на 25 тогда, когда две последние цифры этого числа представляют собой  число, делящееся на 25.

Любое трёхзначное число можно представить в виде 

100∙а + 10∙b + с = 100∙а + (10∙b + с), 

где  а – число сотен,

       b – число десятков,

       с – число единиц. 

По свойству делимости мы знаем, что, если каждое из двух чисел делится на какое-либо число, то их сумма тоже делится на это число, т.е. если первое слагаемое 100∙а делится на 25 и второе слагаемое (10∙b+ с) тоже делится на 25, то и всё число делится на 25.

Первое слагаемое 100∙а делится на 25, т.к. одним из множителей является число 100, которое делится на 25. Значит, 100∙а тоже делится на 25.

Второе слагаемое (10∙b + с) тоже должно делиться на 25. А оно будет делиться на 25 в том случае, если будет представлять собой число, которое делится на 25. Второе слагаемое (10∙b + с) является двумя последними цифрами числа.

Значит, если две последние цифры числа представляют собой  число, делящееся на 25, то и всё число делится на 25.

Например, 675 = 600 + 70 + 5  = 100∙6 + 10∙7 + 5 = 100∙6 + (10∙7 + 5).

 (10∙7 + 5) представляет собой число 75, а это число делится на 25. Значит, и число 675 делится на 25.

Число 827 = 100∙8 + (10∙2 + 7). 

(10∙2 + 7) представляет собой число 27, а это число не делится на 25. Значит, число 827 не делится на 25.

Сформулируем ещё несколько признаков делимости чисел

Признак делимости на 15: для того чтобы число делилось на 15, необходимо и достаточно, чтобы оно делилось на 5 и на 3, т.е. чтобы оно оканчивалось нулем или пятеркой и, кроме того, сумма его цифр делилась на 3.
Признак делимости на 6: для того чтобы число делилось на 6, необходимо и достаточно, чтобы оно делилось на 2 и на 3, т.е. чтобы его последняя цифра была четной и, кроме того, сумма его цифр делилась на 3.

Признак делимости на 13: число делится на 13 тогда и только тогда, когда результат вычитания последней цифры умноженной на 9 из этого числа без последней цифры делится на 13.

Например, 858 делится на 13 так как   
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Признак делимости на 19: число делится на 19 без остатка тогда, когда число его десятков, сложенное с удвоенным числом единиц, делится на 19. 
Например; число 1026 делится  на 19.

Применим последовательно признак делимости. Число десятков  в признаке надо считать не цифру в разряде десятков, а общее число целых десятков во всем числе.
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В результате выполнения последовательных двух шагов мы получили число 19, которое делится на 19, следовательно,  число 1026 делится на 19.
Используя разложение делителей  на простые множители  можно проверять делимость чисел на 12, 14, 15.
Число   будет делиться на  12, тогда и только тогда, когда оно делится на 3 и 4 (без остатка).

Число   будет делиться на  14, тогда и только тогда, когда оно делится на 4 и 7(без остатка).

Число   будет делиться на  15, тогда и только тогда, когда оно делится на 3 и 5(без остатка).

IV. Задачи для самостоятельного решения.
1. Делится ли на 9 тридцатизначное число, у которого первая цифра 1, последняя 8, а остальные цифры равны нулю?
2. Делится ли на 81 число, записанное 81 единицей?

3. При делении на 2 число дает в остатке 1, а при делении на 3 – остаток 2. Какой остаток дает число при делении на 6?

4. Цифры трехзначного числа записали в обратном порядке и из большего вычли меньшее. Докажите, что разность делится на 9 и на 11.

5. Выписали подряд все цифры от 1 до 9 включительно, а затем от 9 до 1. Будет ли полученное число делиться на 9?

6. Выписали подряд натуральные числа, начиная с 1 и заканчивая числом 11. будет ли полученное число кратно 9?

7. К числу 43 припишите справа и слева по одной цифре так, чтобы полученное число делилось на 45.

8. Какие из данных чисел 384123, 108675, 138963, 903150, 
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 делятся на: 3; на 4; на 9; на 25? 

9. Сократите дробь: 
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10.  Вместо звёздочек поставьте некоторые числа так, чтобы число 5*4* делилось на 9 и на 4. Найдите все возможные решения.

11.  Какие из данных чисел 7194, 18456, 36735, 17214, 781120 делятся: на 6; на 15; на 12?

12.  На сколько равных частей можно разделить пачку бумаги, содержащую 5025 листов?

13.  В записи *131* замените звездочки цифрами так, чтобы полученное пятизначное число делилось на 15. Рассмотрите все возможные случаи.

14.  Подберите, если возможно, цифру а так, чтобы  из цифр 1, 3, 7, а можно было бы составить четырехзначное число: а) кратное числу 6; б) кратное числу 18.
15.  Найдите, если возможно, такую цифру, приписав которую слева и справа к числу 1832 получим шестизначное число: а) кратное 75; б) кратное 12.

16.  Можно ли разместить 718 человек в четырехместные и восьмиместные каюты так, чтобы в каютах не оставалось свободных мест?

17.  Ученик токаря принес заготовки для обтачивания деталей. Заготовки были разложены в ящики по 12 штук и по 16 штук, причем ящики были наполнены полностью. Ученик подсчитал, что всего он принес 1074 заготовки. Докажите, что он ошибся.  
V.  Заключение.
В данной работе мной рассмотрено понятие делимости чисел, некоторых его свойств, признаков делимости и задачи, решение которых связано с ними.

При написании данной творческой работы я изучила большое количество дополнительной научной литературы по теме «Признаки делимости»,  расширила и углубила свои знания по данному вопросу, овладела простейшими и более сложными признаками делимости чисел.

Рассмотрев различные признаки делимости чисел, мы убедились, что знание этих признаков существенно поможет при вынесении общего множителя за скобки, упрощении варажений, сокращении дробей, а так же значительно сэкономит время в  получении  ответа  на вопрос, об определении делимости  числа не прибегая к самому действию деления.
Работа имеет практическое применение. Ее могут использовать учителя, как при проведении уроков по математике, так и на факультативных курсах и дополнительных занятиях на повторение. Данная работа будет полезна и для учащихся при самостоятельной подготовке к экзаменам по математике и для учеников, целью которых стали высокие места на олимпиадах.
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