                      Департамент образования Владимирской области
МОУ «Лингвистическая гимназия №23 им. А.Г.Столетова» г. Владимира
Исследовательская работа
 « Узы дружбы в мире чисел (из истории дружественных чисел) ».

                                                                           Выполнил ученик 9Б класса

                                                                           Пчелинцев Алексей.

                                                                           Научный руководитель

                                                                           Учитель математики 








    Пчелинцева Т.А.  

                                         г. Владимир
                                             2007 г.
                                          Содержание
                                                                                                                        Стр.
Введение……………………………………………………………………..3
Глава 1. История дружественных чисел до Л.Эйлера.……………………
1.1 Античный период…………………………………………………….....4
1.2 Арабский период………………………………………………………..5
1.3 Французский период……………………………………………………6
Глава 2. От Л.Эйлера до наших дней.

2.1 Вклад Л.Эйлера в решение проблемы дружественных чисел……….7
2.2 Поиски дружественных чисел после Л.Эйлера.……………………….9
Заключение………………………………………………………………   .11
Список литературы……………………………………………………  ...12
                                                   2
                                          Введение
Мой друг тот, кто является моим вторым я, как числа 220 и 284.

                             Пифагор
   Числа 220 и 284 замечательны тем, что сумма делителей каждого из них равна второму числу. Их назвали дружественными. Следы этих чисел теряются во тьме веков. Возможно, что первым обратил на них внимание Пифагор. Некоторые исследователи истории математики ссылаются на то более древнее место в библии (Книга Бытия, ХХХII, 14), где говорится, что Иаков в знак примирения подарил Исаву ровно 220 овец и 220 коз. Средневековые комментаторы библии объясняли своим читателям «тайну», заключенную в числе 220, и считали непреложным фактом, что на магическую силу этого числа и  рассчитывал хитроумный Иаков. 
Когда я учился в 6-ом классе, на уроках математики я впервые познакомился с совершенными и дружественными числами. Меня поразили их свойства. Мне захотелось поближе познакомиться с богатым и разнообразным миром чисел. Выбирая тему реферата для участия в городских Эйлеровских чтениях старшеклассников, я решил глубже вникнуть в историю дружественных чисел.
   Цель данной работы: изучить историю дружественных чисел и выяснить вклад Л.Эйлера в решение проблемы дружественных чисел.

   Задачи, которые решались, для достижения поставленной цели: 

· Изучить литературу по данному вопросу.

· Составить список математиков, открывших пары дружественных чисел.

· Оценить вклад Л.Эйлера в отыскание дружественных чисел.
   Работа состоит из двух глав. В первой главе описана история дружественных чисел от древнего Вавилона до 17 века. Во второй главе раскрыта роль  Л.Эйлера в решение проблемы дружественных чисел и вклад других математиков.
   В работе использованы пять источников. Наиболее ценными оказались: «Живые числа» В.Боро и др., «Леонард Эйлер» Котек В.В.   
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Глава 1. История дружественных чисел
Знакомясь с историей дружественных чисел, я выделил в ней несколько периодов.
1.1 Античный период.

   Античные математики считали очень важным рассматривать вместе с каждым числом все его делители. Число, имеющее много делителей, называлось «abundant» (избыточным), а имеющее мало делителей, - «defizient» (недостаточным). При этом в качестве меры использовалось не количество, а сумма собственных делителей, которую сравнивали с самим числом. Так, например, для 10 сумма делителей 1+2+5=8 меньше 10, так что делителей «недостаток». Для 12: 1+2+4+6=16 больше 12, т.е. делителей «избыток». 

   Встречается и «пограничный» случай, когда сумма собственных делителей равна самому числу. Например, для шести 1+2+3=6. Такие числа древние греки особенно ценили и называли их совершенными. 

   Большое внимание уделяли в античные времена и числам 220 и 284, у которых было подмечено следующее удивительное свойство: сумма собственных делителей числа 220 равна 284 и, наоборот, сумма собственных делителей 284 равна 220. Такие числа назвали дружественными. Первым, не допускающим двусмысленного толкования документом, содержащим упоминание о дружественных числах, является «Изложение пифагорейского учения» - трактат, написанный в 3-м веке н.э. неким Ямвлихом из Хальциса. Пифагорейская школа получила широкую известность не только благодаря пристрастию её членов к мистике чисел, но и благодаря тому, что они высоко ценили дружбу.

   Если не учитывать совершенные числа (дружественные, так сказать, сами себе), то в древнем мире была известна единственная пара дружественных чисел – пара Пифагора, со следующим представлением в виде произведения простых чисел:
220=22*5*11,

284=22*71.
   Указать какой-нибудь общий способ получения дружественных чисел, дающий эту пару и другие, желательно в бесконечном количестве (что для совершенных чисел удалось сделать Эвклиду) – задача, представляющая значительные трудности и в наши дни.

Вывод: в античный период было дано определение дружественных чисел и найдена единственная пара таких чисел.
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1.2Арабский период.
   В этот период  наибольших успехов в изучении дружественных чисел достигли Сабит,  аль-Бана,  Ширази и аль-Каши.
   Один способ получения дружественных чисел указал в 9-м веке арабский математик Сабит (полное имя абу-Хасан Сабит ибн Кора ибн Марван аль-Харрани). Сабит был врачем и астрономом и в то же время одним из самых выдающихся мусульманских математиков. Он жил с 836 по 901 г., последнюю часть жизни – в Багдаде, где был доверенным лицом и советником халифа аль-Мутадида. Найденный Сабитом способ получения дружественных чисел звучит на современном языке так:
   Теорема Сабита. Если все три числа р = 3*2n-1 – 1, q = 3 * 2n-1  и r = 9* 22n-1 – 1 – простые, то числа A = 2n * p * q и B = 2n * r – дружественные.
   При n = 2 числа p = 5, q = 11 и r =71 – простые, и получается пара чисел, найденная Пифагором. Однако теорема Сабита даёт дружественные числа и при других n, например при n = 4 и n =7:
n = 2 
                              n =4                                              n =7 

p = 5                                p =23                                            p = 191

q = 11                              q = 47                                           q =383

r = 71                               r = 1 151                                      r = 73 727

A =220                            A = 17 296                                   A = 9 363 584
B = 284                           B = 18 416                                    B = 9 437 056
   В настоящее время известно, что этими тремя случаями исчерпываются все значения n≤ 20 000 , при которых указанный способ дает дружественные числа. Использовал ли сам Сабит свою теорему для отыскания дружественных чисел при n > 2, неизвестно. Открытие второй (n = 4) и третьей  (n =7) пар дружественных чисел приписывалось ранее Ферма и Декарту соответственно. Однако в 1975 году профессор Тунисского университета Мохаммед Суисси перевел и опубликовал сочинение марокканского ученого ибн аль-Банны (1256-1321) о совершенных и дружественных числах, в котором были обнаружены следующие строки: «Числа 17 296 и 18 416 являются дружественными; одно из них избыточно, другое недостаточно. Аллах всеведущ». Кроме того, группа Советских историков из Средней Азии в 1976 г. обнаружила в рукописях Кутбэддина Ширази(13 в.) и знаменитого Джемшида аль-Каши (ум. в 1430 г.) примечательные рассуждения о дружественных числах. По их данным, числа 17 296 и 18 416 были известны за три столетия до Ферма. 

   Многие арабские ученые посвящали в своих трактатах одну из глав совершенным и дружественным числам. Однако большей частью в этих трактатах было мало новых сведений и много ошибок. Авторы этих сочинений настаивали на возможности практического использования дружественных чисел. Например, ибн Хальдун прилагает к своему трактату руководство по изготовлению талисмана дружбы, а мадридский ученый аль-Маджрити (ум. в 1007г.) приводит рецепт, позволяющий добиться 
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взаимности в любви: надо записать на чем-либо числа 220 и 284, меньшее из них дать съесть предмету страсти, а большее съесть самому; ученый добавляет, что действенность этого способа он проверил на себе.
   Вывод: в арабский период была сформулирована важнейшая теорема в истории дружественных чисел и  найдена вторая пара дружественных чисел.

1.3.Французский период.
   В начале 17-го века два французских математика – Пьер Ферма в 1636 г. и Рене Декарт в 1638 г. – независимо друг от друга и от Сабита получили те же формулы. О датах и обстоятельствах этих открытий имеются самые точные сведения. Хотя и в то время проблема обмена новыми знаниями еще не была решена – издания книг занимало длительное время, а математических журналов не существовало, - тем не менее дело обстояло значительно лучше, чем во времена Пифагора: ученые письменно сообщали о своих открытиях патеру Мерсенну (известному французскому математику), и такое извещение было равноценно письму, отправляемому в настоящее время в редакцию «Mathematischen Annalen», Ферма и Декарт также написали Мерсенну, который в предисловии к своей ближайшей книге назвал их открытие крупным достижением гениальных математиков.

   В ходе своих исследований Ферма и Декарт вывели формулу, дающую сумму делителей числа по его представлению в виде произведения степеней простых чисел. Эту формулу можно получить, исходя из следующих двух тождеств: 

(1) σ (B*C) = σ (B) * σ (C), если B и C взаимно просты;
(2) σ (pn) = 1 + p +p2 + … + pn = 
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, если p- простое.

Здесь через σ(А) обозначена сумма всех делителей числа А , так что сумма его собственных делителей равна σ(А) – А. Следовательно, условие того, что А и В – дружественные числа, можно записать в виде
σ(А) – А = В и σ(В) – В = А, 

или

(3) σ(А) = А + В = σ(В).
   Эти три формулы удобны для вычислений. Кроме того, равенство (2) представляет исторический интерес, так как оно способствовало открытию знаменитой малой теоремы Ферма:

Если число n+1 – простое, то оно является делителем pn – 1 при любом натуральном р.

В процессе поиска совершенных и дружественных чисел Ферма составлял таблицы разложения на простые множители величины σ (pn) и при этом неизбежно «должен» был открыть свою теорему.
Вывод: за французский период были «переоткрыты» формулы Сабита и найдена третья пара дружественных  чисел.
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                         Глава 2. От Л.Эйлера до наших дней.
                                       Из всех проблем, рассматриваемых в математике, нет таких, которые считались бы в настоящее время более бесплодными и бесполезными, чем проблемы, касающиеся природы чисел и их делителей. В этом отношении нынешние математики сильно отличаются от древних, придававших гораздо большее значение исследованиям такого рода… А именно, они не только считали, что отыскание истины похвально само по себе и достойно человеческого познания, но, кроме того, совершенно справедливо полагали, что при этом замечательным образом развивается изобретательность и перед человеческим разумом раскрываются новые возможности решать сложные задачи… Математика, вероятно, никогда не достигла бы такой высокой степени совершенства, если бы древние не приложили столько усилий для изучения вопросов, которыми сегодня многие пренебрегают из-за их мнимой бесплодности.
                                                                                     Л.Эйлер « О дружественных числах».
2.1 Вклад Л.Эйлера в решение проблемы дружественных чисел.
   После периода малозначащих работ, последовавшего за работами Ферма и Декарта, существенного продвижения в решении проблемы дружественных чисел добился Леонард Эйлер.

   Сначала Эйлер занялся дружественными числами вида

            А= 2n*p*q   и  В=2n*r
с простыми  p,q, r. (Запись произведения с точками между множителями означает взаимную простоту сомножителей.) Эйлер получил утверждение, очень похожее на теорему Сабита, но чуть более общее. Правда, с помощью своего обобщения он не смог найти новые дружественные числа, так как в то время таблицы простых чисел были составлены только до 100 000.

   Потом Эйлер искал дружественные числа и совершенно другого вида, чем его предшественники, в частности нечетные. Он записывал их так:

         А= а* p*q  и  В= а*r     ( p, q, r- простые)
и применял разные методы:

· Задавшись общим множителем а, получал для определения p и q  диофантово уравнение второй степени;
· Задавшись двумя из трех простых чисел p,q, r, искал подходящий общий множитель а;
· Задавшись всеми тремя простыми числами, искал подходящий общий множитель а.
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   Вторым методом им были найдены следующие пары нечетных дружественных чисел:
32*7*13*5*17,
32*7*13*107,

34*5*11*29*89,

34*5*11*2699.

   В своих работах Эйлер излагает пять различных методов для отыскания дружественных чисел; демонстрируя виртуозность в вычислениях и терпение, показывает на большом количестве примеров, как применять эти методы, и в заключение дарит изумленным современникам (занимавшимся той же проблемой примерно с таким же увлечением, но почти безрезультатно) 59 новых пар.
   Все методы Эйлера сводятся к тому, что часть разложения искомого числа на простые множители должна быть просто угадана, в чем существенную помощь оказывает интуиция, мастерство и опыт, а затем для определения других сомножителей необходимо решить уравнение.                                            При этом возникают две различные проблемы, каждая из которых на свой лад очень трудна: во-первых, решение уравнения в целых числах (диофантова уравнения) и, во-вторых, проверка того, являются ли числа, которые должны быть простыми, на самом деле таковыми. 
   Проблема дружественных чисел благодаря работам Эйлера приобрела совсем другой характер, нежели проблема совершенных чисел. По словам Вальтера Боро, дальнейшую историю дружественных чисел можно сравнить с охотой за экзотическими бабочками: найти новый экземпляр чрезвычайно трудно, но если вооружиться правильной методикой и необходимыми познаниями и проявить ловкость и настойчивость, то иногда все же удается его поймать (если к тому же еще и повезет). «Очарование такой охоты и радость при каждой удаче, очевидно, и побуждали Эйлера не довольствоваться тремя, четырьмя примерами, а искать все новые и новые числа», - пишет В. Боро. 
   Вывод: гениальный Леонард  Эйлер за три года сделал в двадцать раз больше, чем многие ученые за 2000 лет в решении проблемы дружественных чисел.  
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     2.2 Поиски дружественных чисел после Л.Эйлера.
   После Л. Эйлера новую пару дружественных чисел указали французский ученый А.Лежандр и российский ученый П.Л. Чебышев.

Поразительное открытие в 1887 г. сделал 16-летний итальянец Б.Паганини, обнаружив вторую по величине пару дружественных чисел (1184,1210) которую все проглядели.
   Леонард Эйлер – признанный всеми авторитет – оставался непревзойденным вплоть до первой половины ХХ в.

   Первым побил рекорд Л. Эйлера бельгийский математик Поль Пуле. Его двухтомная монография по теории чисел была издана в 1929г. в Брюсселе  под многозначительным названием «Охота за числами». В ней приведены 62 новые пары дружественных чисел. При этом Пуле – как ранее Лежандр и Чебышев – пошел по пути создания новых критериев простоты чисел. Значительная часть его исследований посвящена развитию идей французского математика Люка, открывшего в высшей степени эффективные критерии простоты.
   Новый «мировой рекорд» был установлен американцем Э. Эскоттом, а затем рекорд перешел к его соотечественнику Элвину Дж. Ли. По существу они также пользовались методами Эйлера, хотя и в усовершенствованной форме. Кроме того, Ли прибегнул – впервые в столь больших масштабах – к помощи ЭВМ.
   С наступлением эры ЭВМ возник новый метод, о котором Эйлер не мог  и помышлять, - перебирать все числа подряд, пока хватит машинного времени. Нашлись люди, которые, видимо, только и ждали, когда появится возможность производить громадные вычисления. Они занимались ими  в течение двух лет, не считаясь с затратами, и добрались, кажется, до десятизначных чисел.

   В настоящее время известно в общем сложности 1427 пар дружественных чисел. Их полный список был опубликован в 1972 г. в журнале «Математика на досуге». Его составили обладатель мирового рекорда Э. Ли и издатель журнала Дж. Мэдэчи. Пары расположены в порядке возрастания наименьшего числа. Список начинается трехзначной парой Пифагора и кончается 25-значной парой, найденной Эскоттом.
           Пары дружественных чисел в пределах 100 000
     220  –      284

       1 184  –   1 210

  2 620  –   2 924

  5 020  –   5 564

  6 232  –   6 368

10 744  –   1 856

12 285  – 14 595
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17 296  –  18 416

63 020  –  76 084

66 928  –  66 992

67 095  –  71 145

69 615  –  87 633

79 750  –  88 730

	Фамилия 
	Кол-во пар
	Год открытия
	Фамилия
	Кол-во пар
	Год открытия

	Пифагор

ибн аль-Банна

Декарт

Эйлер

Лежандр/Чебышев

Паганини

Зеельхофф

Диксон

Мэйсон

Пуле 

Жерарден

Браун

Эскотт
	1

1

1

59

1

1

2

2

14

108

9

1

219
	-500
1300

1638

1747-1750

1830/1851

1866

1884

1911

1921

1929-1948

1939

1939

1946
	Вульф

Гарсина

Рольф

Оре,

Алеанен, Стемпл

Боро

Ли

Брэтли,
Мак-Кей

Коэн

Дэвид 
те Риле

Боро, Хоффман, Ребген, Рекков
	4
153

1

9

41

390

14

62

12

4

25
	1950
1957

1965

1967

1967-1974

1968-1972

1968

1970

1971-1972

1974

1979


 Математики, открывшие пары дружественных чисел.
( по статье Э. Дж.Ли, Математика на досуге,1972; дополнено В. Боро)
Данная таблица заканчивается 1979 годом и за прошедшие 28 лет со дня ее опубликования,  возможно произошли новые открытия, но я не смог найти  более свежей информации.
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Заключение
   Проблемы высшей арифметики интересовали Эйлера на протяжении всей его жизни. Он посвятил им 148 работ.

   Эйлер возродил историю чисел, заложив её фундамент; до него эта отрасль науки считалась несерьёзной и бесперспективной.
   Дружественные числа продолжают скрывать множество тайн. Как известно, четность дружественных чисел одной пары одинакова. Есть ли смешанные пары, у которых одно число четное, а другое – нечетное? Существует ли общая формула, описывающая все дружественные пары? Конечно или бесконечно число таких пар? На эти и другие вопросы ответы пока не найдены. Венгерский математик Пауль Эрдешь доказал, что дружественные числа имеют плотность 0, т.е. их доля среди чисел, не превосходящих х, стремится к 0 с ростом х. Брауншвейгский математик Ханс- Йоахим Канольд установил, что в любой паре дружественных чисел одно число должно иметь по крайней мере три различных простых делителя, и потому теорема Сабита дает самые простые пары дружественных чисел.    Современный немецкий математик В. Боро доказал, что пар А, В дружественных чисел, у которых произведение АВ имеет заданное количество w простых делителей, существует лишь конечное число, а именно не более чем  w2w.
   Работы Эйлера по проблеме дружественных чисел имели очень большое значение для развития математики в целом. И сегодня математиков восхищает рекуррентная формула Эйлера  для суммы делителей. Эту зависимость Эйлер нашел эмпирически при проведении своих обширных вычислений, связанных с дружественными числами. А отыскивая доказательство, обнаружил знаменитое тождество Эйлера. Само тождество является частным случаем формулы Якоби (1828г.), играющей важную роль в теории эллиптических функций. Формулы Эйлера и Якоби входят в тождества Макдональда (1972г.) как простейший частный случай. У истоков этой эволюции стоит, несомненно, Эйлер.
   Работа над рефератом доставила мне большое удовольствие. Я узнал очень много нового и интересного. Я познакомился с историей дружественных чисел и понял, что поиски этих чисел продолжаются и по сей день.
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