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1 часть

О проекте по алгебре

Тема моего проекта выбрана неслучайно, она актуальна для меня тем, что решение иррациональных уравнений в алгебре 7, 8, 9 классов не рассматривается, а в книгах, которые я приобрела в магазине для самостоятельной подготовки к экзаменам за курс основной школы часто встречаются иррациональные уравнения разной сложности, как в контрольных заданиях, так и в тестах.  Впервые с ними я познакомилась в 9 классе на дополнительной математике, где вместе с преподавателем мы изучили два метода решения иррациональных уравнений. Мне понравилось решать эти уравнения. Поэтому я решила отработать и закрепить знания по данной теме, так как заинтересована в дальнейшем продолжении образования и понимаю, что для этого по каждой теме необходимы более глубокие знания. Из разных источников я отобрала задания, где предполагается решение иррациональных уравнений и поняла, что моих знаний по данной теме не достаточно, чтобы справиться с решением иррациональных уравнений разной сложности. Тогда я просмотрела все учебники алгебры 10, 11 классов по которым идет преподавание в нашей школе в надежде найти там новые методы решения иррациональных уравнений, но ничего нового по данной теме не нашла. Таким образом передо мной встала проблема.

1.1. Проблема

А какие же еще методы существуют для решения иррациональных уравнений? А нельзя ли уравнения классифицировать по методам их решения и для каждого метода подобрать задания, чтобы отработать умения и навыки использования того или иного метода? И тогда у меня и моих сверстников не будет возникать трудностей при решении иррациональных уравнений разной сложности и выборе метода  их решения.     

1.2. Средство решения проблем

1. просмотреть в библиотечном фонде учебники алгебры с 7 – 11 классы других авторов, по которым не ведется преподавания в нашей школе.

2. разобрать решения иррациональных уравнений из школьных учебников, по которым мы не занимаемся, но данный материал в них рассматривается.

3. подобрать литературу, в которой рассматриваются другие методы решения отличные от методов  разобранных в школьных учебниках.

4. разобрать методы решения иррациональных уравнений из специально подобранной литературы.

5. собрать теоретический матерьял  из множества источников и систематизировать его в определенной последовательности.

6. проанализировать количество методов рассматриваемых в школьном курсе математики с общим количеством существующих методов.

7. проанализировать достаточность методов излагаемых в школьном курсе для успешной сдачи экзаменов за курс основной и средней школы.

8. самостоятельно прорешать аналогичные и более сложные уравнения
9. проанализировать различные способы решения иррациональных уравнений.
10. сделать классификацию уравнений по методам их решения.

11. сделать подборку задач для закрепления умений и навыков по каждому методу.

12. составить минизадачник для отработки умений и навыков решения иррациональных уравнений различными методами.

13. индивидуальные консультации с учителем в процессе всей работы.

14. посещать элективный курс по теме решение иррациональных уравнений
1.3. Этапы проектной деятельности

	Этапы работы
	Предполагаемые действия
	Сроки 

	Подготовительный 
	1. разработка проекта

2. поиск литературы по теме решения иррациональных уравнений

3. изучения матерьяла по данной теме

4. систематизация теоретического матерьяла взятого из разных источников

5. отработка умений и навыков решения иррациональных уравнений новыми методами

6. печатание проекта  
	сентябрь

сентябрь

октябрь ноябрь

 декабрь 

январь

	Исследовательский 
	1. работа с библиотечным фондом

2. анализ школьных учебников с 7 -11 классы (рассматривается или нет данная тема в школьном курсе, и с какими методами знакомит учебник)

3. проанализировать количество методов, рассматриваемых в школьном курсе математики с общим количеством существующих методов

4. проанализировать достаточность методов, излагаемых в школьном курсе для успешной сдачи экзаменов за курс основной и средней школы

5. создание классификации уравнений по методам их решения

6. подборка задач из разных источников на отработку умений и навыков каждого метода

7. обобщение собранного материала

8. составление минизадачника

а) продумать обложку для минизадачника

б) выделить методы и сделать подборку заданий на отработку каждого из них;

в) включить в минизадачник задания повышенной сложности;

г) сделать выборку заданий по данной теме, встречающихся при поступлении в ВУЗы, техникумы, при сдаче ЕГЭ и т.д.
	январь

февраль

	Рефлексивный 
	1. анализ осуществляемой деятельности

2. отзывы руководителя о работе над проектом

3. отзывы учителей

4. написание исследовательской работы для участия в школьной, районной, областной научно- практической конференции учащихся
	февраль


1.4. Планируемые результаты

- научиться решать уравнения, выходящие за рамки школьной программы.

-решать уравнения разной сложности, используя разные подходы и методы по заданному алгоритму.

-уметь самостоятельно выбирать наиболее рациональные способы решения

-применять полученные знания в нестандартной ситуации

-излагать и оформлять решения логически правильно, полно и последовательно с необходимыми пояснениями.
2 часть

Описание теоретической части, результаты проектной деятельности

2.1  Общие теоретические положения

             Определение: Иррациональным уравнением называется алгебраическое уравнение, хотя бы один из членов которого иррационален относительно неизвестного, т.е. это есть уравнение, содержащее неизвестное под знаком радикала.

Например: 
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В элементарной математике иррациональные уравнения рассматриваются в множестве действительных чисел, причем корни четной степени предполагаются арифметическими, а нечетной – алгебраическими (положительными, равными нулю или отрицательными).

            Общий метод решения иррациональных уравнений заключается в следующем: сначала изолируется один радикал, затем обе части уравнения возводят в степень, потом снова изолируют радикал и т.д. При возведении обеих частей уравнения в одну и ту же степень получается уравнение, в общем случае неравносильное данному; поэтому проверка найденных значений неизвестного по условию исходного уравнения обязательна, т.е. является составной частью решения. 

Теорема: если обе части уравнения 
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При переходе от уравнения 
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 потери корней не произойдет, но могут появиться посторонние корни, а именно: корни сопряженного с исходным уравнением 
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Теорема: если обе части уравнения 
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, то получим уравнение 
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, равносильное исходному в множестве действительных чисел. При возведении в нечетную степень обеих частей уравнения, рассматриваемого в множестве действительных чисел, посторонние корни не появляются. 

Приступая к решению иррационального уравнения, целесообразно предварительно определить ОДЗ, так как может оказаться, что это уравнение не определено в области действительных чисел.

При решении иррациональных уравнений следует иметь ввиду, что не принадлежащие к ОДЗ значения неизвестного вида посторонние для решаемого уравнения; их можно отбросить без проверки по условию. Найденные значения неизвестного из области допустимых обязательно следует проверить по условию уравнения, так как они так же могут оказаться посторонними.

Основные причины появления посторонних корней при решении иррациональных уравнений – возведение обеих частей уравнения в одну и ту же четную степень, расширение области определения, некоторые замены, выполняемые в ходе решения иррационального уравнения. По этим причинам необходимой частью решения иррационального уравнения является проверка.

В зависимости от вида корней (простые или громоздкие), от их количества (один, два или бесконечное множество), а иногда и в зависимости от выбранного способа решения эти корни проверяются либо подстановкой в заданное уравнения, либо путем доказательства равносильности уравнений, получаемых на всех этапах решения, либо каким-то другим путем (с использованием области определения заданного уравнения с обращением к промежуточным уравнениям и т.д.).

2.2 Методы решения иррациональных уравнений

2.2.1 Решение иррациональных уравнений методом возведения обеих частей уравнения в одну и ту же натуральную степень

Пример 1. Решим уравнение: 
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Возведем обе части уравнения в квадрат:
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и далее
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После возведения в квадрат последнего уравнения получим:
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и далее
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Проверка: Найденные корни несложно проверить непосредственно подстановкой в уравнение (1)



1) 
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Таким образом 
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 является корнем заданного уравнения.



2) 
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 т.е. 
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- посторонний корень. Таким образом, только 
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 является корнем заданного уравнения. Это уравнение допускает следующее изящное решение. Имеем 
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 убывает, то других корней уравнение не имеет. 

Пример 2. Решим уравнение:
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Решение: преобразуем уравнение (4) к виду  
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 и возведем обе части полученного уравнения в квадрат: 
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Уединим корень и приведем подобные члены:
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(3)

Возведем обе части уравнения (3) в квадрат:
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Из последнего уравнения находим  
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Проверка: Первый из найденных корней нетрудно проверить подстановкой в исходное уравнение. Такая проверка показывает, что 
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- корень уравнения (2). Попытка проверить таким же способом второй корень приводит к громоздким вычислением. Можно, однако, поступить по-другому. Выясним, является ли 
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 решением уравнения (3). Замечаем, что при этом значении левая часть уравнения (3) неотрицательна, а правая отрицательна. Значит, 
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 не является корнем уравнения (3). Но уравнение (3) – следствие уравнения (2). Тогда тем более 
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 не является корнем уравнения (2). Итак, корнем уравнения (2) является 
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Пример 3. Решим уравнение:
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Решение: возведем обе части уравнения (6) в куб. Получим


[image: image44.wmf](

)

(

)

1

2

1

6

1

6

*

1

2

*

3

1

6

*

1

2

*

3

1

2

3

2

3

3

3

2

-

=

+

+

+

+

+

+

+

+

+

x

x

x

x

x

x

x

 и далее 
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Воспользовавшись уравнением (6), заменим выражение 
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Возведем обе части последнего уравнения в куб: 
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Проверка. Подстановкой найденных значений 
[image: image54.wmf]x

 в заданное уравнение (6) убеждаемся, что его корнем является только 
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Замечание: при возведение обеих частей уравнения (6) в куб получим уравнение равносильное уравнению (6). Однако дальнейшая замена выражения 
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могла привести (и, как показала проверка, привела) к появлению постороннего корня.

2.2.2 Решение иррациональных уравнений методом введения новых переменных

Пример1.Решим уравнение 
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Решение: Положив 
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Тогда данное уравнение примет вид 
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Сложим уравнения последней системы: 
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Таким образом, для нахождения 
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, мы имеем следующую симметрическую систему уравнений 
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Таким образом, решение данного уравнения свелось к решению следующей совокупности систем уравнений:
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Решив эту совокупность, находим 
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Проверка. Проще всего проверить найденные корни, подстановкой их в непосредственно  заданное уравнение. 

Пример 2.Решить уравнение: 
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Обозначим 
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Оставшийся корень вновь уединим и повторим возведение в квадрат 
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Пример3.Решить уравнение: 
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Решение: Перенесем 
[image: image89.wmf])

1

(

24

x

+

 в левую часть и разделим почленно на 
[image: image90.wmf])

1

(

x

+

получим 
[image: image91.wmf]0

24

1

7

1

6

2

=

-

+

+

+

x

x

x

x

. Теперь естественным образом вводится новое неизвестное 
[image: image92.wmf]x

x

y

+

=

1

 тогда 
[image: image93.wmf]0

24

7

6

2

=

-

+

y

y

, 
[image: image94.wmf]2

3

1

=

y

; 
[image: image95.wmf]3

8

2

-

=

y


1) 
[image: image96.wmf]2

3

1

=

+

x

x

, 
[image: image97.wmf]0

9

9

4

2

=

-

-

x

x

, 
[image: image98.wmf]3

1

=

x

 
[image: image99.wmf]4

3

2

-

=

x

 ([image: image100.wmf]2

3

-

 - лишний корень, так как должно быть 
[image: image101.wmf]0

³

x

)

2) 
[image: image102.wmf]3

8

1

-

=

+

x

x

, 
[image: image103.wmf]0

64

64

9

2

=

-

-

x

x

, 
[image: image104.wmf]9

8

3

-

=

x

, 
[image: image105.wmf]8

4

=

x

 ( 8 – лишний корень, так как должно быть
[image: image106.wmf]0

£

x






Ответ: 3; -8.

2.2.3 Решение иррациональных уравнений с помощью области допустимых значений

Пример1 
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ОДЗ. 
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Возведя обе части исходного уравнения в квадрат, получим 
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[image: image116.wmf]x

x

-

=

-

2

3


Решение: 

                ОДЗ.
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 не пересекаются, что видно на рисунке.

Ответ: решений нет.

Пример3 
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ОДЗ. 
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Оказывается, что ОДЗ может быть особенно эффективной при установлении отсутствия решений. Анализ ОДЗ может оставить среди претендентов на корни только одно число. В таком случае следует не торопиться называть это число корнем, а сначала проверить его подстановкой в исходное уравнение.

2.2.4 Искусственные приемы решения иррациональных уравнений
Пример1  
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Решение: Разделим обе части уравнения на 
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 тогда получаем если перемножим первое равенство со вторым следующее выражение 
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Пример3 
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Это возможно при условии, что, 
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 А это одновременно выполняться не может. Система противоречива.

Ответ: уравнение корней не имеет. 

3 часть

Описание практической части результатов проектной деятельности
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 EMBED Equation.3  [image: image160.wmf]По теме проекта мною был разработан минизадачник, которым может воспользоваться любой, желающий научиться решать иррациональные уравнения.
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6. Предисловие

Цель издания – подготовить учащихся к обучению в школах, лицеях, гимназиях с последующим продвинутым математическим образованием.

Математика уже давно стала основным аппаратом физики и техники. В последние годы математические методы исследований широко используются в таких науках, как: химия, экономика, биология, экология, медицина, лингвистика, археология и т.д. Поэтому неудивительно, что во всех школах, училищах, технических ВУЗах, факультетах университетов, поступающие сдают экзамены по математике.

Данный минизадачник предназначен для самостоятельной подготовки к ЕГЭ, к вступительным экзаменам в ВУЗы и углубленного изучения школьного курса математики по теме решения иррациональных уравнений.

А так же этот минизадачник можно использовать в учебном процессе, данные уравнения можно разбирать на уроках, давать их в качестве домашнего задания. Уровень уравнений – разный, поэтому есть, чем загрузить троечника и отличника. 

Минизадачник полезен для самотестирования так как позволяет получить объективную оценку уровня знаний по данной теме.

В минизадачнике представлены иррациональные уравнения предложенные для решения в ВУЗах самых различных направлений. По этим заданиям абитуриенты могут составить представления об уровне требований  на вступительных экзаменах в той или иной ВУЗ.

Желаем успехов!

Иррациональные уравнения по методам их решения

Иррациональные уравнения, решаемые методом введения новых переменны
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Иррациональные уравнения, решаемые методом возведения обеих частей уравнения в одну и ту же натуральную степень
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Иррациональные уравнения, решаемые с областью допустимых значений
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Иррациональные уравнения, решаемые искусственным методом
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Иррациональные уравнения по степени сложности их решения
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Задания из ЕГЭ 2007г.
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Иррациональные  уравнения предлагаемые на вступительных экзаменах

1. Военный авиационный технический университет:
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2. Пермский государственный технический университет:
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3. Московский государственный институт электроники и математики:
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4. Московский государственный горный университет:
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5. Военно-технический университет:
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6. Московский технический университет связи и информатики:
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7. Московский государственный университет им. М.В.Ломоносова:
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8. Финансовая академия при Правительстве:
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9. Пермский государственный университет
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- найти сумму корней уравнения
Ответы

Введение новых переменных:

1)0;-1

2)-1;7

3)6;-2

4)7

5)2,25

6)4

7)0

8)2;-2

9)7

10)1

Возведение обеих частей уравнения в одну и ту же натуральную степень:

1)5

2)5

3)4

4)2

5)30;-61

6)
[image: image256.wmf]4
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7)4

8) – 

9)нет решений

10)нет решений

Уравнения, решаемые областью допустимых значений:

1)8

2)52;-8
[image: image257.wmf]39


3)5;17

4)-6

5)нет решений

6)5;17

7)5

8)-5;3

9)нет решений

10)
[image: image258.wmf]8
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Уравнения по степени сложности их решения:

I уровень:

1)

2)9

3)7

4)19

5)25

6)нет решений

7)5

8)1

9)3;6

10)6

II уровень:

1)4

2)4

3)28

4)3

5)-1

6)1

7)7

8)нет решений

9)6;9

10)34

III уровень

1)5

2)0;5

3)7

4)4

5)-45;20

6)68

7)64

8)2;3;2,5

9)2;7;
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10)1,25

Иррациональные  уравнения предлагаемые на  вступительных экзаменах:

1)(-∞;1]

2) нет решений

3)2

4)6

5)6

6)-1;15

7)-
[image: image261.wmf]10


8)1

Литература 
1. Бродский Я С. Математика. Тесты для школьников и поступающих в ВУЗы. М.: ООО. Мир и образование, 2005 г.  

2. Иванов А.П. Кондаков В.М. математика: учебное пособие для учащихся лицеев и слушателей подготовительных курсов 3-е издание переработано и дополнено. Пермь Издательство Пермского государственного университета. 1997 г

3. Иванов А. П. развивающая математика для 9-10 классов. Учебное пособие. Издательство Пермь университета, 2004 г. 

4.  Мазур К. И. решебник всех конкурсных задач по математике. 1997 г.

5. .Сканиви М.И. Сборник задач по математике для поступающих в вузы. М. Высшая школа 1993 г.

6. Потапов М. К. и другие. Математика. Методы решения задач. Для поступающих в ВУЗы: учебное пособие – М.: Дрофа, 1995 г.
4 часть

Заключение

Проделав нелегкую, но интересную для себя работу - я многому научилась:

▪ Приобрела опыт работы над проектом;

▪ Пополнила и систематизировала знания по теме проекта в теоретическом и  практическом плане;

▪ Приобрела навыки решения иррациональных уравнений различной сложности, изучила и закрепила методы решения иррациональных уравнений;

▪ Сравнив количество методов решения иррациональных уравнений, рассматриваемых в школьном курсе математики с общим количеством существующих методов, проанализировав достаточность методов я пришла к выводу, что для успешной сдачи экзаменов за курс средней школы не достаточно знаний методов излагаемых в школьном курсе;

▪ Разобрала методы решения, которые не рассматриваются в школьном курсе;

▪ Сделала классификацию видов уравнений в зависимости от методов их решения;

▪ Разработала минизадачник по теме: «Решение иррациональных уравнений»:

а) Придумала обложку минизадачника;

б) Выделила методы и сделала подборку заданий на отработку каждого метода;

в) Включила задания повышенной сложности;

г) Сделала выборку заданий по данной теме, встречающихся при поступлении в ВУЗы, техникумы, при сдаче ЕГЭ и т.д.
Главным результатом моей проектной деятельности считаю осмысление теоретического материала, содержащего новые методы решения  и изложение его в виде некоторого справочника-решебника, который в дальнейшем могут использовать и другие ребята для пополнения своих знаний по теме решения иррациональных уравнений. А также работа над проектом помогла мне снять психологический барьер, связанный с решением уравнений повышенной сложности.
Литература
1.Галицкий М.Л., Мошкович М.М., Шварцбурд С.И. углубленное изучение курса алгебры и математического анализа М. Просвещение 1986 г.

2.Иванов А.П. Кондаков В.М. математика: учебное пособие для учащихся лицеев и слушателей подготовительных курсов 3-е издание переработано и дополнено. Пермь Издательство Пермского государственного университета. 1997 г 

3.Литвиненко В.Н. Мордкович А.Т. Практикум по элементарной математике. Научно-теоретический и методический журнал. Математика в школе №3 2002, №7 2002, №8 2002 г.

4.Нестеренко Ю.В. Олехник С.Н. Потапов М.К. Задачи вступительных  экзаменов по математике. М.: Наука. 1990г.

5. Сканави М. И. Киев. Украинская энциклопедия имени М. П. Бажана. 1997г.  

6.Шарыгин И.Ф. Факультативный курс по математике. Решение задач М: Просвещение 1994 г. 10 кл.
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