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Введение
Тема моей творческой работы - «Степенные средние и их применение к решению неравенств».
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Среди всех чисел, расположенных между двумя положительными числами а и b  в математике  выделяются  следующие:  среднее  арифметическое

[image: image68.wmf]2

2

2

2

2

2

2

4

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

ab

b

a

+

£

+

+

£

+

+

£

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

+

£

+

+

[image: image69.wmf]a

a

n

a

a

n

a

a

a

a

S

/

1

2

1

...

)

(

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

+

+

=

число-            ,  среднее геометрическое число -
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, называемое также средним пропорциональным, и среднее гармоническое – число             . Эти числа 

могут быть определены как равные средние члены соответственно арифметической, геометрической и гармонической пропорций. История их изучения восходит к древнегреческой математике, которая была по преимуществу геометрической, они играли большую роль, в частности, в древнегреческой теории музыки. Построение указанных средних по двум данным отрезкам а и b рассматривалось многими древнегреческими геометрами (Эратосфен, Никомед, Герон).
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Кроме   перечисленных   средних   позже   стали   рассматривать   и среднее квадратичное: для двух чисел а и b это число 
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Все рассмотренные средние являются частными случаями степенных средних: для положительных чисел а и а2,  ..., ап и отличного от нуля числа α степенным средним порядка α называется числ[image: image72.wmf]2
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Неравенства для средних и сами средние широко применяются не только в алгебре, геометрии, математическом анализе, но и в статистике, в теории вероятностей, при обработке результатов измерений.

Цели и задачи моей работы заключаются в знакомстве с понятием степенных средних, их свойствами и практическим применением к решению неравенств. Это позволит мне более глубоко познакомиться с традиционно нестандартной темой -доказательством неравенств. Выполнение этой работы является частью подготовки к участию в олимпиаде и поступлению в ВУЗ.

При выполнении работы по выбранной теме я изучила следующую учебную литературу:

1) Энциклопедический словарь юного математика. — М: Педагогика-пресс, 1997г. В статье «Средние» даются основные понятия о степенных средних, рассказывается об истории их возникновения и изучении их древнегреческими математиками, а также о различных способах построения средних по двум отрезкам.
2) В.Г. Болтянский, Ю.В.Сидоров, М.И. Шабунин. Лекции и задачи по элементарной математике, гл III. - М: Наука, 1971г.
Книга содержит теоретический материал и задачи по курсу элементарной математики. Теоретический материал включает изложение наиболее трудных вопро​сов школьного курса алгебры и элементарных функций. Особое внимание обращено на те разделы курса, которые недостаточно полно освещены в учебной литературе.

3) Беккенбах Э., Беллман Р. Введение в неравенства. - М: Мир, 1965г. В этой книге рассматриваются алгебраическое и геометрическое доказательства теоремы о среднем арифметическом и среднем геометрическом, а также их применение к решению неравенств.
4) Коровкин П.П. Неравенства. Популярные лекции по математике, вып.5 - М: Наука, 1983г.
Брошюра знакомит читателей с некоторыми замечательными неравенствами, играющими большую роль в различных разделах высшей математики, и примене​нием их к нахождению наибольшего и наименьшего значений величин и к вычис​лению пределов. В книге приводится около 70 задач, из которых многие снабжены подробными решениями.

5) Гольдман А., Звавич Л.. Числовые средние и геометрия. «Квант» №9 1990г. В этой статье приводится понятие средних величин, рассматривается их геомет​рическая интерпретация.
6) И.А.Кушнир. Неравенства. Задачи и решения различных типов неравенств. По каждому из них набор задач многочислен и разнообразен. Здесь есть неравенства на любой вкус: стандартные - совершенствующие технику решения и способст​вующие более глубокому постижению теории, а также нестандартные - и по со​держанию, и по решению.
Одна из основных форм изучения материала по выбранной теме - это работа с учебной литературой. Читая учебник или дополнительную литературу, необходимо было выделить главное из прочитанного, хорошо усвоить его и прочно запомнить. Этого можно добиться только в том случае, если, изучая материал, выполняешь над ним активную мыслительную деятельность, о чем свидетельствует и закономерность психологов П. И. Зинченко и А.А. Смирнова: «Учащийся может запомнить материал непроизвольно, если выполняет над ним активную мыслительную деятельность, и она направлена на понимание этого материала».

При изучении темы пришлось познакомиться с литературой различных авторов, у которых иногда значительно отличался стиль и уровень сложности предлагаемого материала: из «Энциклопедического словаря юного математика» я познакомилась с определением степенных средних и историей их возникновения; из «Лекций и задач по элементарной математике» - с основными свойствами неравенств; из «Введения в неравенства» - с алгебраическим и геометрическим доказательством теоремы о среднем арифметическом и среднем геометрическом.

При этом большую помощь мне оказало конспектирование, где я располагала записи в удобной мне форме, использовала всевозможные символы: стрелки, подчеркивания, выделяла главное (прием составления плана).

Изучив теоретический материал, отобрав задачи, я приступила к их решению, применяя при этом в основном анализ, синтез или аналитико-синтетический метод. Анализ мог выступать в двух формах: а) когда в рассуждениях двигаются от искомых к данным задачи; б) когда целое расчленяют на части. Соответственно, синтез - это рассуждения: а) когда двигаются от данных задачи к искомым; б) когда элементы объединяют в целое. При доказательстве использовалось определение неравенства, в задаче выделялись подзадачи (части) и элементы объединялись в целое, т.е. использовался аналитико-синтетический  метод. Пример доказательства данным методом содержится в задаче 5, в и др.
Применение степенных средних к решению неравенств
Изучив понятия степенных средних, историю их возникновения, ряд теорем, показывающих их взаимосвязь, я приступила к решению задач. 
Задача 1. Доказать, что справедливы неравенства
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причем знаки равенства имеют место лишь в случае а =b .
          Эта    задача    показывает    взаимосвязь    средних    величин    для двух неотрицательных чисел. В основном доказательство строилось на определении неравенства, в некоторых случаях приводятся альтернативные способы доказательства.
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Докажем, что 


[image: image5.wmf](

)

0

2

2

2

0

2

2

³

-

=

-

+

³

-

+

b

a

ab

b

a

ab

b

a



[image: image6.wmf]
Доказать 1) 
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Обозначим 
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возводим в четвертую степень
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Доказательство: имеем
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б) 3)
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Доказательство: имеем 
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,или

,или

,а поэтому

при a = b
2способ
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Знаменатель больше нуля, рассмотрим числитель
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Исторически сложилось так, что связь между средними величинами сначала обосновывалась геометрическим путем. В своей работе я рассматривала, и такие задачи:

Задача    2.    Привести    геометрическое    доказательство    неравенств

(1),рассматривая два данных отрезка аи b круг с радиусом [image: image76.wmf]2
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Если 
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т.е. среднее арифметическое двух неотрицательных чисел не меньше их среднего геометрического.


Доказательство: (геометрическое) если хотя бы одно их чисел a,b равно нулю, то неравенство (4) очевидно. Будем поэтому предполагать, что a > 0, b > 0.


Пусть АВ и ВС – смежные отрезки прямой, имеющие длины соответственно a и b (рис. 1). На отрезке АС длины а + b как на диаметре построим окружность; центр этой окружности обозначим через О. Если D – точка пересечения окружности с перпендикуляром, восстановленным к прямой АС в точке В, то 

BD = 
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. Далее, ОD = 
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 и, очевидно, BD 
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 OD, т. е. 
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Из этого доказательства видно, что равенство имеет смысл при 
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                                                      Рис. 1

Задача 3. Доказать, что в любой трапеции с основаниями а и b отрезок с концами на боковых сторонах и параллельный основаниям, имеет длину 
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, если он соединяет середины боковых сторон; имеет длину 
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, если он проходит через точку пересечения диагоналей; имеет длину 
[image: image29.wmf]ab

; если 
делит данную трапецию на две трапеции равной площади.

Однако с помощью конфигурации рисунка 1 не ясно, как сравнить среднее геометрическое со средним гармоническим, а среднее арифметическое со средним квадратичным. В то же время существует фигура, в которой все средние двух чисел а и b можно увидеть «живьем» - это трапеция АВСD с основаниями ВС = b, 

AD = a (b > a).


Пусть а и b – произвольные положительные числа. Средним гармоническим этих чисел  называется число 
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a

1

1

2

+

, а средним квадратичным – число 
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Докажите следующие неравенства, связывающие средние величины: 
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. Покажите, что можно дать следующую геометрическую иллюстрацию этих неравенств (рис.2)


Пусть АВСD – трапеция, основание которой AD = a, DC = b, 

O – точка пересечения диагоналей. Тогда:


а) Среднее арифметическое 
[image: image33.wmf]2
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 двух чисел a и b равно длине средней линии трапеции KL.


б) Среднее геометрическое 
[image: image34.wmf]ab

 этих чисел равно длине отрезка GH, который параллелен основаниям и обладает тем свойством, что трапеции DCHG и GHDA подобны.
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в) Среднее гармоническое 
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 равно длине отрезка EF, который параллелен основаниям и проходит через точку О.


г) Среднее квадратичное равно длине отрезка MN, который параллелен основаниям и разбивает трапецию ABCD на две равновеликие трапеции.

                             В                                                                       С
                 E                                O                               F
               G                                                                     H
             K                                                                         L
          M                                                                              N
     A                                                                                          D 

                                         Рис.2

Указания к решению этой задачи можно найти в статье А. Гольдмана и Л. Звавича «Числовые средние и геометрия».

Применение неравенств задачи 1 я показала при решении задачи 4 и задачи 5.

Задача 4. Доказать: а) для любых действительных чисел а и b выполняется неравенство а2 + в2 > 2ав (2); б) если аи b - действительные числа одного знака (т.е.
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1) Для любых действительных чисел а и b выполняется 
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Доказательство: В силу определенного неравенства

достаточно показать, что разность между левой и правой частями неравенства есть неотрицательное число.

Эта разность равна
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Так как квадрат любого действительного числа есть число неотрицательное, то 
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, и неравенство (1) доказано. Из доказательства видно, что равенство в соотношении (1) имеет место только при а = b.


Замечание. Справедливо и более сильное неравенство
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Неравенство (2) вытекает из следующего неравенства:
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2) Если а и b – действительные числа одного знака (т.е. ab > 0), то 
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Доказательство: умножив обе части неравенства (2) на положительное число 
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Задача 5. Докажите, что для любых положительных чисел а, в, с справедливы неравенства:
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В  пункте д задачи  5  последовательно выписаны  среднее гармоническое, среднее геометрическое и среднее квадратичное чисел а, в, с. Все рассмотренные средние обобщаются на случай п    чисел и являются частными случаями так называемых  степенных  средних.   Доказательство  теорем  о  степенных  средних приводится в работе П.П. Коровкина «Неравенства».
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Доказательство: докажем 
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б) 
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Доказательство: перенесем в левую часть и приведем к общему знаменателю:
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в) 
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Доказательство: докажем  
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 по условию, 
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доказательство: докажем, что  
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докажем, что 3
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Следовательно, 
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Выводы и заключения.

В ходе выполнения работы я изучила необходимый объем теоретического материала по данной проблеме. Из книг разных авторов (В.Г. Болтянский, Э. Беккенбах, П.П. Коровин, А. Гольдман, И.А. Кушнир) я узнала много нового: что представляют из себя степенные средние, на какие виды они подразделяются, какими свойствами обладают, а также познакомилась с историей их возникновения, с алгебраическим и геометрическим доказательством теоремы о среднем арифметическом и среднем геометрическом и геометрической интерпретацией средних величин.

Важной частью выполненной мной работы является практическое применение степенных средних: на основе рассмотренных примеров я научилась применять степенные средние для решения некоторых неравенств. Например, доказала неравенство
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Доказательство: 
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а + в + с > 0 по условию  
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- рассмотрено в пункте задачи 5.

При доказательстве данного неравенства использовался аналитико-синтетический метод решения.

Проведение исследовательской работы по данной проблеме является очень интересным. Велика область применения степенных средних: они широко используются в алгебре, геометрии, математическом анализе, статистике, в теории вероятностей, при обработке результатов измерений. Тема «Степенные средние и их применение к решению неравенств» охватывает большой объем изучаемого материала, так что в работе рассмотрены не все аспекты по данной проблеме. Можно продолжить доказательство некоторых неравенств и задач, в частности, обосновать геометрическую иллюстрацию задачи 1 с помощью трапеции.

Таким образом, выполнение этой работы является частью изучения большой темы «Степенные средние и их применение к решению неравенств».
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