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Введение:
Читайте, читайте Эйлера —
он наш общий учитель!
Лаплас
Крупнейшим математиком XVIII в. и одним из величайших ученых всех времен и народов был Леонард Эйлер (1707 -1783). Родившись в Базеле (Швейцария) в семье пастора, Леонард получил первоначальное образование у своего отца, бывшего учеником знаменитого математика Якова Бернулли. Отец предназначал сына к богословскому званию и определил его по окончании средней школы на теологический факультет. Однако Эйлер интересовался не теологией, а математикой, и он стал слушать лекции известного профессора математики Иоганна Бернулли, младшего брата Якова Бернулли.
В возрасте 26 лет Эйлер стал членом Петербургской академии наук. Он не ограничивался одной научной работой и публикацией докладов в академических трудах, а выступал с публичными научно-популярными лекциями в созданной при академии гимназии. Для этой же гимназии он составил учебник арифметики, первая часть которого вышла на русском языке в 1740 г., а вторая - в 1760г. Эйлер был всесторонне образованным ученым: знал греческий, латинский, немецкий, французский, русский и другие языки; кроме математики, физики, астрономии, имел глубокие знания в области географии, химии, ботаники, анатомии, медицины и в других областях науки и техники. Он очень любил музыку, классиков древней литературы, в частности, знал наизусть «Энеиду» Виргилия. Эйлер был веселый, скромный и отзывчивый человек, оказывал помощь выходцам из народа и всем обращавшимся к нему молодым ученым. Он отличался редкой трудоспособностью и был не только гениальным математиком, но и замечательным физиком, инженером, астрономом, географом и выдающимся вычислителем.
Труды Эйлера из области математического анализа оказали огромное влияние на развитие высшей математики. Немало было сделано и в области элементарной математики. Известно, какое значение для изучения алгебры имела его «Универсальная арифметика», велики его заслуги в тригонометрии, в распространении и в выработке современных математических знаков (π, sin, cos и др), ему же принадлежит одно из первых определений понятия функции.
Эйлер был не только великим ученым, но и замечательным педагогом. Он много сделал для развития математического образования в России. Видными последователями первой возглавляемой Эйлером математической школы в России были русские ученые ХVIIIв. Семен Кириллович Котельников, Степан Яковлевич Румовский, Николай Иванович Фусс, Михаил Евсеевич Головин и др.. которые в свою очередь подготовили почву для появления в ХIХв. Великих русских математиков: Остроградского, Лобачевского, Чебышева и др.

Великое наследие «учителя всех нас»
Только в XVIII веке исследования по математическому анализу получили первое систематическое изложение (в семи томах). Исследование и создание этого грандиозного произведения стало делом почти всей жизни Леонарда Эйлера - математика изумительной творческой силы, «учителя всех нас».
Это — наш учитель, наш наставник, 
Тот, кого я так боготворю, 
Перед нами раскрывает ставни 
Окон, выходящих на зарю.
                                       Леонид Вышеславский
Действительно, и до сих пор школьники всех стран изучают алгебру и тригонометрию в немалой степени «по Эйлеру».
Эйлер был первым, кто дал, например, современное понимание логарифма. До Эйлера понятие логарифма трактовалось неудовлетворительно даже такими учеными, как Лейбниц, Иоганн Бернулли, и современником Эйлера —Даламбером.
Эйлер ввел обозначение I для так называемой «единицы на множестве воображаемых (мнимых) чисел»: i= √‾-1, где i2 = -1. Он же ввел обозначение f(x).
Известна прямая Эйлера в геометрии треугольника и формула Эйлера для многогранника.
Эйлер и тригонометрию вывел на новый путь развития. Именно ему мы обязаны современным пониманием синуса, косинуса и других тригонометрических функций как функций произвольного аргумента. Он первым окончательно решил вопрос о знаках тригонометрических функций для любых значений аргумента, в частности, дал формулы приведения для углов, больших 90 , и упростил все записи, введя единообразные обозначения тригонометрических функций, а также сторон и углов в треугольниках.
В современных учебниках и на лекциях постоянно встречаются идеи, методы, теоремы, формулы Эйлера. Это «подстановки Эйлера», упрощающие интегрирование некоторых иррациональных функций, «метод ломанных Эйлера» для приближенного решения дифференциальных уравнений, «эйлеровы интегралы» (бэта - и гамма-функции). В теории чисел - теорема Эйлера о сравнениях и «функция Эйлера» - число натуральных чисел, меньших данного числа и взаимно простых с ним, «константа Эйлера». В механике - «углы Эйлера» - они определяют взаимное положение различных систем координат. В гидродинамике при расчетах движения судов и самолетов - «число Эйлера» - отношение разностей давлений в двух характерных точках потока жидкости.

Замысловатые маршруты и правила Эйлера
Вот пересказ отрывка из письма Эйлера от 13 марта 1736 года: «Мне была предложена задача об острове, расположенном в г. Кенигсберге и окруженном рекой, через которую перекинуто 7 мостов. Спрашивается, может ли кто-нибудь непрерывно обойти их, проходя только однажды через каждый мост. И тут же мне было сообщено, что никто ещё до сих пор не смог это проделать, но никто и не доказал, что это невозможно. Вопрос этот, хотя и банальный, показался мне, однако, достойным внимания тем, что для его решения недостаточны ни геометрия, ни алгебра, ни комбинаторное искусство. После долгих размышлений я нашел легкое правило, основанное на вполне убедительном доказательстве, с помощью которого можно во всех задачах такого рода тотчас определить, может ли быть совершен такой подход через какое угодно число и как угодно расположенных мостов или не может». Кенигсбергские мосты схематически можно изобразить так (рис. 1.)
Здесь А обозначает остров, а В, С и D - части континента, отделенные друг от друга рукавами реки. Семь мостов обозначены буквами а, Ь, с, d, e, f, g.
Позже Эйлер придумал геометрическую модель к задаче о путешествии по мостам г. Кенигсберга (ныне это г. Калининград). На модели (рис. 2.) земельные участки, разъединённые рукавами реки, как бы сжаты в точки А, В. С, D - назовем их узлами (или вершинами), а мосты как бы вытянуты в линии а, Ь, с, d, e, f, g - назовем их ветвями (или ребрами), соединяющими два последовательных узла. Узел назовем четным, если в нем сходится нечетное число концов ветвей, и нечетным, если в нем сходится нечетное число концов ветвей. Образовавшаяся фигура называется сетью (или графом).
Теперь задача состоит в том, чтобы выяснить условия, при которых можно обвести острием пера контур заданной сети, не отрывая перо от бумаги и проходя по каждой ветви один раз (одним маршрутом). Если возможен обход всей сети одним маршрутом, то она называется уникурсальной сетью, а маршрут — уникурсальным обходом.
Условия существования уникурсального обхода, обоснованные Эйлером и названные им правилами, очень просты:
1. Сеть, не имеющая нечетных узлов, допускает замкнутый уникурсальный обход с началом в любой точке сети.
2. Сеть, имеющая два и только два нечетных узла, обходится уникурсально, если начать движение с одного нечетного узла и закончить его в другом.
3. Сеть, имеющая больше двух нечетных узлов, нельзя полностью обойти одним маршрутом.
Этим исследованием Эйлер положил начало новой отрасли математической науки   топологии, одним из разделов которой является теория графов.

Удивительная формула Эйлера
Занимаясь сетями, Эйлер не только разработал условия уникурсального обхода, но и открыл красивое их свойство, доказав такую изящную теорему: Пусть на плоскости задана замкнутая сеть, состоящая из т узлов и >: ветвей, каждая из которых соединяет какие-либо два узла, и пусть эти  Ослят плоскость на I областей, включая область, находящуюся вне сети тогда
т- п +1 = 2.
Так, на фигуре пятиконечной звезды (рис. 3) m = 10? n = 15? 1 = 7 и 4-7-5 = 2.
Замечательно, что формула остается верной, если от двумерных фигур перейти к трехмерным.
Основными элементами любого многогранника являются его вершины, число которых обозначим через В, число ребер — через Р и число граней — через Г. Несмотря на различие свойств многогранников, есть и общее для всех выпуклых многогранников характерное свойство, а именно: сумма числа вершин и числа граней каждого многогранника на два больше числа его ребер, т.е.
В + Г – Р = 2
Заметим, это предложение, известное под названием «теоремы Эйлера», справедливо не только для выпуклых многогранников, но и для любых многогранников, поверхности которых можно получить непрерывной деформацией сферы. Поэтому это предложение относится к тому разделу математики, который изучает свойства геометрических фигур, не изменяющихся при непрерывных деформациях, - топологии. Эйлер доказал эту теорему в «Доказательстве некоторых из замечательных свойств. Которыми обладают тела, ограниченные плоскими гранями». Эйлер доказывал, что при удалении одной из вершин выпуклого многогранника и при замене его выпуклым многогранником, обладающим оставшимися вершинами (такой многогранник называют выпуклой оболочкой оставшихся вершин), число В + Г — Р не изменяется, а таким образом можно дойти до тетраэдра, для которого справедливость этой теоремы легко проверить. Позже были даны доказательства этой теоремы, справедливые и для невыпуклых многогранников указанного вида. Эта формулу знал ещё Декарт, но он не оставил ее доказательства. Проверим формулу Эйлера на кубе, пирамиде, октаэдре (рис.4). 
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Приложение
Исторические задачи 

Задача 1.
Опираясь на правила Эйлера, докажите, что сеть, включающая 7 мостов древнего Кенигсберга, перекинутых через реку Прегль (ныне р. Преголя), не уникурсальна. 

Задача 2.
Достаточно было построить ещё один мост через Преголю, например соединяющий участки. В и D , и задача обхода одним маршрутом восьми мостов, каждого по одному разу, становится разрешимой. Постройте соответствующую сеть и покажите возможный маршрут. 

Задача 3.
( Окружность девяти точек.) Докажите, что в произвольном треугольнике следующие 9 точек лежат на одной окружности: основания высот, основания медиан и середины отрезков, соединяющих точку пересечения высот треугольника с его вершинами.
Эту окружность девяти точек называют обычно окружностью Эйлера. 

Задача 4.
(Прямая Эйлера) Докажите, что в произвольном треугольнике точка пересечения высот, точка пересечения медиан и центр описанной окружности лежат на одной прямой.
Эту прямую называют прямой Эйлера.
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Заключение:
На трудах Эйлера воспитывалось, по крайней мере, целое поколение математиков второй половины XVIII в и первой четверти XIX в. об этом свидетельствуют известные слова одного из крупнейших ученых того времени, автора пятитомного "Трактата о небесной механике" П.С. Лапласа (1749-1б27): "Читайте, читайте Эйлера: это наш общий учитель..."
Общее научное наследие Эйлера составляет около 900 работ. Полное собрание трудов, рассчитанное на 72 тома, охватывает все его работы по, механике, астрономии, физике и другим наукам.
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