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                                         Введение.
Имя великого математика, академика Леонарда Эйлера, руководителя первой русской научной математической школы крупнейшего ученого 18 века  известно каждому образованному человеку. Эйлер сделал первостепенные открытия почти во всех областях математики. Его труды изучаются в рамках как школьной, так и вузовской программ.

Цель: изучение основных этапов жизни, научной и практической деятельности Леонарда           Эйлера, рассмотрение более широко  одного из интереснейших разделов математики- топологии, применение материала  на практике при решении задач .

Задачи:

- изучить литературу по данной теме,

- сформировать представление о личных качествах ученого, 

- раскрыть научно – теоретическое и практическое значение трудов Эйлера.

- углубить свои знания в области математики (в изучении основ топологии),

- применить изученный материал при самостоятельном решении задач.

Методы исследования:

- эксперимент,

-сравнение.

- анализ и синтез. 

§ 1. Биография Эйлера.
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            Леонард Эйлер родился 15 апреля 1707 года в семье пастора, жившей в швейцарском городке Базеле. Начальное обучение он прошел дома под руководством отца - Пауля  Эйлера. Добрый пастор прочил сыну духовную карьеру. Математикой занимался с ним отец в качестве развлечения. В 13 лет Леонард поступил на факультет искусств Базельского университета, где преподавалась и математика и астрономия. Занятия по этим предметам вел прославленный математик Иоганн Бернулли, который скоро заметил необычайные способности юноши и стал заниматься с ним отдельно. Уже в 16 лет Эйлер получил степень магистра искусств. В 20 лет получил приглашение работать в Петербургской академии наук. Обладая превосходной памятью, он за несколько первых месяцев пребывания в Петербурге научился довольно хорошо говорить по-русски. Эйлер находил время и для своего главного дела – для математических исследований. В 1733 году  двадцатишестилетний академик Эйлер женится на Екатерине Гзель, которой тоже было 26 лет, дочери академического живописца, родом из Швейцарии, вывезенного Петром 1 из Голландии. Из тринадцати его детей выжили только пятеро – три сына (в будущем: физик, артиллерист и врач) и две дочери. Через 2 года после женитьбы Эйлер потерял зрение на правый глаз от перенапряжения. Через 33 года после женитьбы умерла жена. Вскоре Эйлер женился на ее сводной сестре – так было проще всего сохранить установившийся порядок в доме. Однажды у Эйлера сгорел дом и большая часть имущества. Но никакие невзгоды не могли его заставить прекратить активную творческую деятельность.
В 1740 году Эйлер уезжает в Берлин. Берлинский период его  деятельности длился 25 лет. Добрую половину своих работ он отсылал в Петербургскую академию. В 66 лет Леонард ослеп также на левый глаз, а к слепоте стала присоединяться и глухота. Но и это не сломило его.
 18 сентября 1783 года после обеда в кругу семьи Эйлер беседовал с одним из своих учеников, почувствовал внезапно себя плохо, воскликнув « Я умираю!»- и потерял сознание. Через несколько часов он скончался  от кровоизлияния в мозг в возрасте 75 лет. Похоронили Эйлера на Смоленском кладбище в Петербурге. Надпись на  памятнике гласила: «Здесь покоятся бренные останки мудрого, справедливого, знаменитого Леонарда Эйлера». В 1957 году останки Эйлера были перенесены в Александрийско – Невскую Лавру, где и сегодня можно увидеть его могилу. – самому плодовитому математику восемнадцатого столетия, если только не всех времен. Опубликовано более двухсот томов его научных трудов, но это еще далеко не полное собрание сочинений
  Общее научное наследие Эйлера, самого плодовитого математика восемнадцатого столетия, если только не всех времен таково: опубликовано более двухсот томов его научных трудов (около 900 работ), но это еще далеко не полное собрание сочинений. Его работы посвящены анализу, алгебре, дискретной математике (теории графов), вариационному исчислению, функциям комплексного переменного, астрономии, гидравлике, теоретической механике, кораблестроению, артиллерии, теории музыки и т.д., и т.п.  Эйлер был первым, кто дал современное понятие логарифма. Он ввел обозначение i  для так называемой «единицы на множестве воображаемых (мнимых) чисел»: i2 = -1, он же ввел обозначение функции. Известна прямая Эйлера в геометрии треугольника и формула Эйлера для многогранника. Он и тригонометрию вывел на новый путь развития. Именно ему мы обязаны современным пониманием синуса, косинуса и других тригонометрических функций. Эйлер вывел чудо формулу eix = cos x + i · sin x , которую знаменитый французский математик Ж.Л.Лагранж назвал прекрасным открытием 18 века. Это формула широко используется в высшей математике и во многих современных технических науках. В этой формуле e приближенно равно 2,72. 
            Колоссальная продуктивность и "пробивная сила" Эйлера в разных областях математики и нематематики была и остается поводом для изумления. А какое изящество! Возьмите известную книжку Д. Пойа "Математика и правдоподобные рассуждения" и прочитайте там, как Эйлер находил сумму ряда: 
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и вы испытаете чисто эстетическое наслаждение. Обозначения Эйлера почти современны, точнее сказать, что наша математическая символика почти Эйлерова. Можно составить длиннющий список известных и важных математических открытий, приоритет в которых принадлежит Эйлеру. Можно составить огромный перечень его идей, которые еще ждут своей разработки. "Читайте Эйлера, – обычно говорил молодым математикам Лаплас, – читайте Эйлера, это наш общий учитель". Гаусс выразился еще более определенно: "Изучение работ Эйлера остается наилучшей школой в различных областях математики, и ничто другое не может это заменить".
§ 2. Теорема Эйлера и следствия из нее.

Теорема Эйлера говорит о соотношении между количеством вершин, ребер и граней многогранника. Она впервые появилась в журнале Петербургской Академии наук в работах Леонарда Эйлера "Элементы учения о телах" и "Доказательство некоторых замечательных свойств, которым подчинены тела, ограниченные плоскими гранями".
Многогранник – тело, поверхность которого состоит из конечного числа плоских многоугольников.
Многогранник называется выпуклым, если он расположен по одну сторону плоскости каждого многоугольника на его поверхности.   
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                                         рисунок 1.
Многоугольники, из которых составлен многогранник, называются его гранями, при этом две соседние грани многогранника не лежат в одной плоскости. Стороны граней называются ребрами, а концы ребер – вершинами многогранника.
2.1. Теорема Эйлера:

Пусть В - число вершин выпуклого многогранника, Р - число его ребер и Г - число граней. Тогда для любого выпуклого многогранника верно равенство    В - Р + Г = 2 .
Число х = В - Р + Г называется эйлеровой характеристикой многогранника. Согласно теореме Эйлера, для выпуклого многогранника эта характеристика равна 2. То, что эйлеровая характеристика равна 2 для многих многогранников, видно из следующей таблицы: 

	Название многогранника
	В
	Р
	Г
	х =В-Р+Г

	Треугольная пирамида
	4
	6
	4
	2

	Четырехугольная пирамида
	5
	8
	5
	2

	Треугольная призма
	6
	9
	5
	2

	Четырехугольная призма
	8
	12
	6
	2

	  n- угольная пирамида 
	n+1
	2n
	n+1
	2

	n- угольная призма
	2n
	3n
	n+2
	2

	n- угольная усеченная пирамида
	2n
	3n
	n+2
	2


Имеется много доказательств теоремы Эйлера. В одной из них используется формула для суммы углов многоугольника. 
Рассмотрим это доказательство. Возьмем с наружи многогранника точку О вблизи от какой-либо грани F и спроектируем остальные грани на F из центра О (рис. 9). Их проекции образуют разбиение грани F на многоугольники. Подсчитаем двумя способами сумму α углов всех полученных многоугольников и самой грани F.
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Сумма угов n-угольника равна π(n - 2). Сложим эти числа для всех граней (включая грань F). Сумма членов вида πn равна общему числу сторон всех граней, т.е. 2Р- ведь каждое из Р рёбер принадлежит двум граням. А так как у нас всего Г слагаемых, α = π(2Р - 2Г). Теперь найдем сумму углов при каждой вершине разбиения и сложим эти суммы. Если вершина лежит внутри грани F, то сумма углов вокруг нее равна 2π. Таких вершин В-k, где k- число вершин самой грани F, а значит, их вклад в равен 2π(В - k). Углы при вершинах F считаются в сумме дважды (как углы F и как углы многоугольников разбиения); их вклад равен 2π(k - 2). Таким образом,
 α = 2π(B - k) + 2π(k - 2) = 2π(B - 2). Приравнивая два результата и сокращения на 2π, получаем   требуемое равенство Р - Г = В - 2. 
2.2.Следствие из теоремы Эйлера

Теорема Эйлера играет огромную роль в математике. С её помощью было доказано огромное количество теорем. Находясь в центре постоянного внимания со стороны математиков, теорема Эйлера получила далеко идущие обобщения. Более того, эта теорема открыла новую главу в математике, которая называется топологией.

Во время работы над своей теоремой Эйлер вывел из неё несколько утверждений, относящихся к выпуклым многогранникам: 

1)Р + 6≤ 3В; 
2)Р + 6≤ 3Г; 

3)Г + 4≤ 2В;  

4) В + 4≤ 2Г.
У всякого многогранника есть хотя бы одна треугольная, четырехугольная или пятиугольная грань, а также хотя бы один трехгранный, четырехгранный или пятигранный пространственный угол; 

Сумма плоских углов всех граней многогранника равна 2πВ- 4π. 

Докажем некоторые из следствий. 

Доказать утверждение 1) (Р+6≤ 3В). 

Доказательство: 

Перепишем соотношение Эйлера дважды, один раз в виде 

Р + 2 = В + Г

И другой раз в виде 

4 = 2В - 2Р + 2Г

Складывая эти равенства, получаем 

Р + 6 = 3В + 3Г - 2Р

Так как у каждой грани многогранника не менее трех сторон, то 3Г≤ 2Р. Отсюда сразу получаем Р + 6≤ 3В. 

Утверждение 1) доказано. 

Доказать утверждение 4). 

Доказательство: 

Обозначим через Гi число i-угольных граней в многограннике М. Ясно, что 

Г = Г3 + Г4 + Г5 + … (1)

Ясно также, что каждая i-угольная грань содержит i ребер многогранника. С другой стороны, каждое ребро многогранника принадлежит в точности двум граням. Поэтому в сумме 3Г3 + 4Г4 + 5Г5 + … каждое ребро многогранника подсчитано, причем подсчитано дважды. Отсюда имеем 

2Р = 3Г3 + 4Г4 + 5Г5 +… (2)

Рассмотрим теперь сумму S плоских углов многогранника: 

S = Г3 ·π + Г4 · 2π + Гi · ( i -2 )π + … (3)

С учетом соотношений (1) и (2) и теоремы Эйлера соотношение (3) можно переписать так: 

S = Г3 ( 3 - 2 )π + Г4 (4 -2 )π + Гi ( i - 2 )π + … = 2Рπ - 2Гπ = 2Вπ - 4π. 

Утверждение 4) доказано. 

Как отмечал Эйлер в одной из своих работ, многоугольники на плоскости можно классифицировать по числу сторон (или, что все равно, по числу вершин): треугольники, четырехугольники и т. д., в то время как аналогичный вопрос описания многогранников оказывается гораздо сложнее. Теорема Эйлера помогает немного разобраться в этом вопросе. 

Например, из теоремы Эйлера, можно вывести, что если все грани выпуклого многогранника есть треугольники, причем в некоторых вершинах они сходятся по шесть, а во всех остальных по пять граней, то вершин, в которых сходятся пять граней, будет ровно двенадцать. Естественно спросить, а сколько при этом у многогранника вершин, в которых встречается шесть многоугольников. Канадский математик Бранко Грюнбаум обнаружил, что при тех же предположениях число вершин, в которых встречается шесть треугольных граней, может быть любым, кроме единицы.
  § 3. Топология.

3.1. Понятие топологии.
Теорему Эйлера историки математики называют первой теоремой топологии
Топология, раздел  математики, занимающийся  изучением  свойств  фигур  (или пространств),  которые  сохраняются  при различных  изменениях  этой  фигуры,  например,  как  растяжение, сжатие  или  изгибание.

  В  научно-популярной  литературе  топологию  часто  называют «геометрией на  резиновом  листе»,  так  как  ее  наглядно  можно представлять  себе  как  геометрию  фигур,  нарисованных  на  идеально  упругих  резиновых  листах,  которые  подвергаются растяжению,  сжатию  или  изгибанию.  Топология – один  из  новейших разделов  математики. Соотношение Эйлера В-Р+Г=2 для выпуклых многогранников как раз и является топологическим свойством. Многогранник можно как угодно деформировать, при этом ребра и грани могут искривляться, однако их число, а, значит, и соотношение Эйлера не меняется. Ребра и сами многоугольники могут быть искривлены, но это не влияет на соотношение Эйлера. Совокупность вершин и соединяющих их ребер на плоскости называется графом. 
 Графом G называется конечное множество вершин V(G ) и конечное множество ребер R(G ), так что каждое ребро имеет своими концами две различные вершины. Граф называется плоским, если вершины являются точками плоскости, а ребра - ломаными линиями (составленными из отрезков) в этой же плоскости, имеющими своими концами вершины, не пересекающимися между собой и не включающими других вершин, кроме своих концов.

Отметим, что в плоском графе не допускаются петли (ребра, имеющие началом и концом одну и ту же вершину).
3.2.Задача о Кенигсбергских мостах.

          Вклад  Эйлера  в  развитие  топологии – это  решение  знаменитой задачи о кёнигсбергских мостах. Речь шла об острове на  реке  Преголь  в  Кёнигсберге  (в  том  месте,  где  река  разделяется  на  два рукава  – Старый  и  Новый  Преголь)  и  семи  мостах,  соединяющих остров  с  берегами.  Необходимо  выяснить,  можно  ли  обойти  все семь  мостов  по  непрерывному  маршруту, побывав  на  каждом только  один  раз  и  вернувшись  в  исходную  точку.  Эйлер  заменил участки  суши  точками,  а  мосты – линиями.  Полученную  схему  Эйлер  назвал  графом  (рис. 4),  точки – его  вершинами,  а  линии – ребрами. Вершины  он  разделил  на  четные   и  нечетные   в  зависимости  от того,  четное  или  нечетное  число  ребер  выходит  из  вершины. Эйлер  показал,  что  все  ребра  графа  можно  обойти  ровно  по одному  разу  по  непрерывному  замкнутому  маршруту,  лишь,  если граф  содержит  только  четные  вершины.  Так  как  граф  в  задаче  о кёнигсбергских  мостах  содержит  только  нечетные  вершины,  мосты невозможно  обойти  по  непрерывному  маршруту, побывав  на каждом  ровно  по  одному  разу  и  вернувшись  к  началу  маршрута.
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Рисунок 4
  Топологию  можно  подразделить  на  три  области:  1) комбинаторную  топологию,  изучающую  геометрические  формы  путем  их разбиения  на  простейшие  фигуры;  2)  алгебраическую   топологию, занимающуюся  изучением  алгебраических  структур;  3)  теоретико-множественную  топологию,  изучающую  множества   как  скопления  точек. 
3.3. Проблема четырех красок.

         Проблема  заключается  в  следующем:  можно  ли  любую  карту  раскрасить  в  четыре  цвета  так,  чтобы  любые  две  страны,  имеющие  общую  границу,  были  раскрашены  в  различные  цвета?  Проблема  четырех  красок  топологическая,  так  как  ни  форма  стран,  ни  конфигурация  границ  не  имеют  значения.

Вопрос  о  том,  что  четырех  красок  достаточно  для  соответствующей  раскраски  любой  карты (рис. 5),  был  впервые  высказан  в  1852.  Опыт  показал,  что  четырех  красок  действительно  достаточно,  но  строгого  математического  доказательства  не  удавалось  получить  на  протяжении  более  ста  лет.  И  только  в  1976  К. Аппель  и  В.Хакен  из  Иллинойского  университета,  затратив  более  1000  часов  компьютерного  времени,  добились  успеха.
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Рисунок 5
                 Излагается история теоремы о четырех красках. Ее чрезвычайно длинное доказательство, притом использующее компьютер для проверки части утверждений, вызывает вопрос о том, что понимать под доказательством в математике и каково ее место среди других точных наук. Приведены некоторые эквивалентные формулировки и обобщения 
КРАТКАЯ ИСТОРИЯ

Раскрашивая географическую карту естественно пользоваться по возможности меньшим количеством цветов, однако так, чтобы две страны, имеющие общую часть границы (не только общую точку), были окрашены по-разному. В 1852 году Френсис Гутри (Guthrie), составляя карту графств Англии, обратил внимание, что для такой цели вполне хватает четырех красок. Его брат, Фредерик, сообщил об этом наблюдении известному математику О. Де Моргану (DeMorgan), а тот - математической общественности. Точная формулировка гипотезы опубликована А. Кэли (Cayley, 1878).

            Первое доказательство появилось год спустя и принадлежало В. Кемпе (Kempe). Одиннадцать лет спустя П. Хивуд (Heawood) обнаружил в нем ошибку. (Однако из доказательства Хивуд понял, что пяти красок действительно достаточно. Тем не менее для любой конкретной карты хватало четырех красок!) За первым ошибочным доказательством последовало множество других. В этом отношении проблема четырех красок уступала лишь знаменитой проблеме Ферма. До середины XX века, хотя проблемой четырех красок занимались многие выдающиеся математики, положение с доказательством изменилось несущественно: идеи Дж. Д. Биркгофа позволили П. Франклину в 1913 году доказать гипотезу для карты с не более чем 25 странами. Позже это число было увеличено до 38.

              В 1977 году доказательство гипотезы четырех красок было наконец получено К. Аппелем и У. Хакеном (Appel, Haken) и опубликовано в двух статьях. Значительную часть рутинных проверок выполнил компьютер, и это революционное нововведение в сложившуюся практику дедуктивных рассуждений в чистой математике служит основанием для некоторого естественного скептицизма по отношению к данному доказательству и по сей день . Сначала мы приведем точные формулировки, докажем теорему о пяти красках и укажем некоторые эквивалентные проблемы.

ФОРМУЛИРОВКА ПРОБЛЕМЫ

Проблемы раскраски карты на глобусе и плоскости эквивалентны. Действительно, в случае карты на сфере можно вырезать кусок внутренней области какой-либо страны; продырявленную сферу можно деформировать (растянуть) в плоскую область - представим, что карта сделана из тонкой резины. На плоской карте отверстие превратится в "океан", омывающий со всех сторон одну страну. Разумеется, длины границ, их форма, размеры стран подвергнутся при растяжении значительным изменениям, но сетка границ останется, добавится лишь растянутая граница прорезанного отверстия, внешняя граница океана. Ее можно убрать, то есть раскрасить океан так же, как и окруженную им страну. Такие деформации стран и их границ, очевидно, не меняют задачи раскраски. Ниже рассматривается плоская карта.

Начнем с того, что заменим задачу раскраски плоской карты на эквивалентную ей проблему, касающуюся плоских графов. Выберем столицу у каждой страны (то есть выберем по одной внутренней точке в каждой из стран) и соединим дугами столицы стран, имеющих общий сегмент границы. В результате получится так называемый плоский граф.

Плоский граф разрезает плоскость на совокупность D(G) неперекрывающихся многоугольных областей, необязательно конечных. 
Если перенумеровать используемые краски 1, 2, _, n, то на соответствующем карте плоском графе этими числами окажутся занумерованы вершины / столицы.

  Правильной n-раскраской плоского графа G называется отображение f: V(G ) {1, 2, _, n}, причем f(u1) ? f(u2) в случае, если существует такое ребро r k R(G ), что граница r состоит из u1 и u2 .

Наконец, можно сформулировать проблему четырех красок в виде следующего утверждения.

Теорема 1. Любой плоский граф допускает правильную 4-раскраску.

Вот решение этой-то проблемы и заняло более столетия. Однако на первый взгляд чуть более слабое утверждение о правильной 5-раскраске доказать достаточно просто. Для доказательства понадобится формула Эйлера, связывающая число вершин, ребер и областей. Пусть | M | обозначает число элементов конечного множества M.

Теорема Эйлера. Для любого плоского графа | V(G ) | - | R(G ) | + | D(G ) | = 2.

Заметим, что если не учитывать внешнюю бесконечную область, то формула Эйлера для триангуляции конечного плоского графа имеет вид
 | V(G ) | - | R(G ) | +   | D(G ) | = 1.

Теорема 2. Любой плоский граф допускает правильную 5-раскраску.

ОБ ЭКВИВАЛЕНТНЫХ ФОРМУЛИРОВКАХ

Проблема четырех красок кажется на первый взгляд изолированной задачей, мало связанной с другими разделами математики и практическими задачами. На самом деле это не так. Известно более 20 ее переформулировок, которые связывают эту проблему с задачами алгебры, статистической механики и задачами планирования. И это тоже характерно для математики: решение задачи, изучаемой из чистого любопытства, оказывается полезным в описании реальных и совершенно различных по своей природе объектов и процессов.  
3.4.О ДОКАЗАТЕЛЬСТВЕ   ТЕОРЕМЫ ЧЕТЫРЕХ КРАСОК

Доказательство Аппеля и Хакена, в целом хотя и принятое математическим сообществом, вызывает до сих пор определенный скептицизм. Для читателя, поверхностно знакомого с математикой, предыдущая фраза должна вызвать изумление: а как же обязательный для математики принцип исключенного третьего, в соответствии с которым утверждение либо справедливо, либо нет? Дело обстоит не так просто. Вот что пишут сами авторы доказательства: "Читатель должен разобраться в 50 страницах текста и диаграмм, 85 страницах с почти 2500 дополнительными диаграммами, 400 страницами микрофишей, содержащими еще диаграммы, а также тысячи отдельных проверок утверждений, сделанных в 24 леммах основного текста. Вдобавок читатель узнает, что проверка некоторых фактов потребовала 1200 часов компьютерного времени, а при проверке вручную потребовалось бы гораздо больше. Статьи устрашающи по стилю и длине, и немногие математики прочли их сколько-нибудь подробно".

Говоря прямо, компьютерную часть доказательства невозможно проверить вручную, а традиционная часть доказательства длинна и сложна настолько, что ее никто целиком и не проверял. Между тем доказательство, не поддающееся проверке, есть нонсенс. Согласиться с подобным доказательством означает примерно то же, что просто поверить авторам. Но и здесь все сложнее.

Вернемся сначала к доказательствам формулы Эйлера и теоремы о 5-раскраске. Ее-то вроде бы нетрудно проверить, взяв лист бумаги и карандаш. Но рассуждения в ней основаны на очевидных соображениях типа: "Плоский граф разрезает плоскость на совокупность D(G ) неперекрывающихся многоугольных областей". Между тем это утверждение не принадлежит к числу аксиом или школьных теорем плоской геометрии, и его нужно доказывать. Соответствующая теорема, сформулированная К. Жорданом, доказывается очень непросто, однако основные трудности связаны с тем, как следует понимать слова типа "разрезает", интуитивно вполне ясные, но с трудом поддающимся формализации. В свете этого замечания становится уже не совсем понятным, доказана ли теорема о пяти красках или мы поверили правдоподобным рассуждениям, основанным на интуитивных представлениях о свойствах геометрических фигур.

Долгое время идеалом математической строгости были формулировки и доказательства Евклида, в которых осуществлялась программа вывода теорем из аксиом по определенным правилам (метод дедукции, позволяющий получать неочевидные утверждения из очевидных посредством ряда явно предъявляемых элементарных, очевидно законных, умозаключений). Этот образец строгости и в наше время недостижим в курсе школьной математики, но для современной чистой математики стандарты Евклида недостаточны. Евклид, по-видимому, не задумывался над тем, почему прямая делит плоскость на две части (и что это значит), он не определял понятия "между", считая это понятие очевидным и т.д. Большая часть соответствующих утверждений доказана или включена в аксиоматику геометрии только в последнюю сотню лет. Формальные выводы из новой системы аксиом стали гораздо длиннее, чем в античные времена.

              Трудно даже вообразить длину полного вывода теоремы о пяти красках в соответствии с современными стандартами математической логики и системы аксиом геометрии. Но совершенно точно, что такое рассуждение никто никогда не проделывал из-за бесполезности этого занятия: формальные выводы практически не поддаются проверке в силу свойств человеческой психики: помимо их гораздо большей (по сравнению с привычными рассуждениями) длины их сознательное усвоение идет гораздо медленнее. Поэтому обычно удовлетворяются уверенностью в том, что формальный вывод возможен в принципе.

               В формуле Эйлера, например, математики не сомневаются. Вообще принятие доказательства есть некий социальный акт. Выдающийся алгебраист Ю.И. Манин в своей книге "Доказуемое и недоказуемое"  пишет по этому поводу: "_отсутствие ошибок в математической работе (если они не обнаружены), как и в других естественных науках, часто устанавливается по косвенным данным: имеют значение соответствие с общими ожиданиями, использование аналогичных аргументов в других работах, разглядывание "под микроскопом" отдельных участков доказательства, даже репутация автора, словом, воспроизводимость в широком смысле. "Непонятные" доказательства могут сыграть очень полезную роль, стимулируя поиски более доступных рассуждений ".
Именно такая история происходит и с доказательством теоремы о четырех красках. Не так давно появилось новое доказательство, где изложены основные идеи, причем та часть, которая выполнена не на компьютере, уже поддается проверке. Однако компьютерная часть все еще остается скорее предметом веры. Ведь даже проверка распечаток всех программ и всех входных данных не может гарантировать от случайных сбоев или даже от скрытых пороков электроники (вспомним, что ошибки при выполнении деления у первой версии процессора Pentium были случайно обнаружены спустя полгода после начала его коммерческих продаж - кстати, математиком, специалистом в теории чисел). По-видимому, единственный способ проверки компьютерных результатов - написать другую программу и для другого типа компьютера. Это, конечно, совсем непохоже на стандартный идеал дедуктивных рассуждений, но именно так осуществляется проверка утверждений во всех экспериментальных науках. Из которых математика, стало быть, исключена напрасно.
§ 4.Самостоятельное решение задачи.
Имеется географическая карта Омской области.

Проблема: можно ли с помощью четырех красок раскрасить 32 района Омской области так, чтобы соседние районы были раскрашены разным цветом. Данная задача была решена (решение дано ниже).
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Заключение.

·  Ознакомившись с теоремой Эйлера и ее приложениями  мы выяснили топологическую сущность эйлеровой характеристики  и ее роль в классификации поверхностей.

· Восхищаясь творчеством Леонарда Эйлера мы с уверенностью можем сказать, что он внес неоценимый вклад в развитие математики. Нет, пожалуй, ни одной значительной области математики, в которой не оставил бы след один из величайших математиков всех времен и народов, гений XVIII в. Леонард Эйлер.
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