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ВВЕДЕНИЕ

"Почему геометрию часто называют холодной и сухой? Одна из причин заключается в ее неспособности описать форму облака, горы, дерева или берега моря. Облака - это не сферы, горы - не конусы, линии берега - это не окружности, и кора не является гладкой, и молния не распространяется по прямой. Природа демонстрирует нам не просто более высокую степень, а совсем другой уровень сложности", - этими словами начинается "Фрактальная геометрия природы", написанная Бенуа Мандельбротом.

 О фракталах говорят много. В интернете созданы сотни сайтов, посвящённых фракталам. Но большая часть информации сводится к тому, что фракталы это красиво. В своей работе я решила выяснить что же такое фрактал и как он возник.
1.Понятие фрактала
Понятия фрактал и фрактальная геометрия, появившиеся в конце 70-х, с середины 80-х прочно вошли в обиход математиков и программистов. Слово фрактал образовано от латинского «fractus» и в переводе означает состоящий из фрагментов. В литературе встречаются в основном  два вида определения понятия фрактала. 

Фрактал- это бесконечно самоподобная геометрическая фигура, каждый фрагмент которой повторяется при уменьшении масштаба. Ещё один вариант определения: Фрактал - самоподобное множество нецелой размерности. 

Фракталы существуют для того, чтобы можно было с помощью математических формул описать очень сложные структуры - например, участок ландшафта, поверхность моря, скалу и так далее. Набором обычных геометрических фигур - линий, кружков и треугольников - такие структуры не описать. А вот фракталами - вполне возможно. Кроме того, с помощью все тех же фракталов эти структуры можно моделировать - то есть создавать, что обычно и делается в различных известных компьютерных программах.

 Роль фракталов в машинной графике сегодня достаточно велика. Они приходят на помощь, например, когда требуется, с помощью нескольких коэффициентов, задать линии и поверхности очень сложной формы. С точки зрения машинной графики, фрактальная геометрия незаменима при генерации искусственных облаков, гор, поверхности моря. Фактически найден способ легкого представления сложных неевклидовых объектов, образы которых весьма похожи на природные.  

Определение фрактала, данное Мандельбротом, звучит так: "Фракталом называется структура, состоящая из частей, которые в каком-то смысле подобны целому" 
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1.2.Бенуа Мандельброт

Бенуа Мандельброт - основатель и ведущий исследователь в области фрактальной геометрии. Лауреат премии Вольфа по физике(1993). Определение  для обозначения нерегулярных, но самоподобных структур было предложено Бенуа Мандельбротом в 1975 году. 

Работая в IBM, Бенуа Мандельброт ушел далеко в сторону от чисто прикладных проблем компании. Он работал в области лингвистики, экономики, аэронавтики,  географии, физиологии, астрономии, физики. Ему нравилось именно переключаться с одной темы на другую, изучать различные направления.

Бенуа Мандельброт занялся изучением статистики цен на хлопок за большой период времени (более ста лет). Колебания цен в течение дня казались случайными, но Мандельброт смог выяснить тенденцию их изменения. Он проследил симметрию в длительных колебаниях цены и колебаниях кратковременных. Это открытие оказалось неожиданностью для экономистов.

По сути, Бенуа Мандельброт применил для решения этой проблемы зачатки своего рекурсивного (фрактального) метода.

Само понятие «фрактал» придумал сам Бенуа Мандельброт (от латинского fractus, означающего «сломанный, разбитый»).

 Рождение фрактальной геометрии принято связывать с выходом в 1977 году книги Мандельброта `The Fractal Geometry of Nature'. В его работах использованы научные результаты других ученых, работавших в период 1875-1925 годов в той же области (Пуанкаре, Фату, Жюлиа, Кантор, Хаусдорф). Но только в наше время удалось объединить их работы в единую систему.

1.3. История появления фракталов.

Первые идеи фрактальной геометрии возникли в 19 веке. Кантор с помощью простой рекурсивной (повторяющейся) процедуры превратил линию в набор несвязанных точек (так называемая Пыль Кантора). Он брал линию и удалял центральную треть и после этого повторял то же самое с оставшимися отрезками. Пеано нарисовал особый вид линии, как показано на следующем рисунке. 
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Для ее рисования Пеано использовал следующий алгоритм. На первом шаге он брал прямую линию и заменял ее на 9 отрезков длиной в 3 раза меньшей, чем длина исходной линии (Часть 1 и 2 рисунка). Далее он делал то же самое с каждым отрезком получившейся линии. И так до бесконечности. Ее уникальность в том, что она заполняет всю плоскость. Доказано, что для каждой точки на плоскости можно найти точку, принадлежащую линии Пеано. Кривая Пеано и пыль Кантора выходили за рамки обычных геометрических объектов. Они не имели четкой размерности. Пыль Кантора строилась вроде бы на основании одномерной прямой, но состояла из точек (размерность 0). А кривая Пеано строилась на основании одномерной линии, а в результате получалась плоскость. Во многих других областях науки появлялись задачи, решение которых приводило к странным результатам, на подобие описанных выше (Броуновское движение, цены на акции). 

2.Основные свойства фракталов.
Как любой объект математики, фракталы имеют свои свойства и классифицируются по видам.  Выделяют следующие основные свойства фракталов:

· Они имеют тонкую структуру, т. е. содержат произвольно малые масштабы. 

· Они слишком нерегулярны, чтобы быть описанными на традиционном геометрическом языке. 

· Они имеют некоторую форму самоподобия, допуская приближённую. 

· Они имеют дробную "фрактальную" размерность, называемую также размерностью Минковского. 

2.1.Что же такое самоподобие?
Самоподобное множество - множество, представимое в виде объединения одинаковых непересекающихся подмножеств подобных исходному множеству. С математической точки зрения фрактал – это прежде всего множество с дробной размерностью, нечто промежуточное между точками и линиями, линиями и поверхностями, поверхностями и телами.
Самоподобие означает, с одной стороны, фрагмент структуры такого объекта подобен некоторой своей части или более крупному фрагменту или даже структуре в целом. С другой стороны, самоподобие фрактала означает деформированную похожесть одного фрагмента структуры на другой фрагмент. Все во всем - идея единства и согласованности мира, единая всепроникающая связь всего со всем.
Например, разделим отрезок прямой на N равных частей. Тогда каждую часть можно считать копией всего отрезка, уменьшенного в 
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Очевидно, N и r связаны отношением Nr = 1. Если квадрат разбить на N равных квадратов (с площадью, в 
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 раз меньше площади исходного), то соотношение запишется как  
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2.2. Фрактальная размерность.

В евклидовой геометрии есть понятие размерности: размерность отрезка — единица, размерность круга — два, шара — три (или: прямая - 1, плоскость - 2, ...).

Загадочность фракталов объясняют их дробной размерностью, но мало кто понимает, что же такое дробная размерностью.

Размерность  позволяет связать меру и размер.

Обозначим размерность — D, меру — M, размер — L. Тогда формула, связывающая эти три величины будет имеют вид:

M = LD
Для привычных нам мер эта формула приобретает всем знакомые обличия. Для двухмерных тел (D=2) мерой (M) является площадь (S), для трёхмерных тел (D=3) — объём (V):

S = L2, V = L3
Из всего сказанного нам следует сделать один вывод, что если фигуру уменьшить в N раз (отмасштабировать), то она будет укладываться в исходной ND раз.

Действительно, если уменьшить отрезок (D=1) в 5 раз, то он поместится в исходном ровно пять раз (51=5); Если треугольник (D=2) уменьшить в 3 раза, то он уложится в исходном 9 раз (32=9).
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Если куб (D=3) уменьшить в 2 раза, то он уложится в исходном 8 раз (23=8).
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Верно и обратное: если при уменьшении размера фигуры в N раз, оказалось, что она укладывается в исходной n раз (то есть мера её уменьшилась в n раз). 

Но самое необычное в размерности то, что она могла принимать не только целые, но и дробные значения. Равная единице для прямой, она становится равной 1,02 для слегка извилистой линии, 1,15 - для более извилистой, 1,53 - для очень извилистой и т. д. 

Именно для того чтобы особо подчеркнуть способность размерности Хаусдорфа - Безиковича принимать дробные, нецелые, значения, Мандельброт и придумал свой неологизм, назвав ее фрактальной размерностью. 
Итак, фрактальная размерность (не только Хаусдорфа - Безиковича, но и любая другая) - это размерность, способная принимать не обязательно целые значения, фрактал - объект с фрактальной, размерностью, а фрактальность - свойство объекта быть фракталом или размерности быть фрактальной. 
Математиками были рассчитаны размерности фрактальных кривых. Так, немецким математиком Феликсом Хаусдорфом (1868-1842) было выяснено, что фрактальные кривые имеют дробную размерность. Например, им было получено, что кривая Коха (рисунок 1) имеет размерность D = 1,26185907… 

[image: image8.png]CHexuHka Koxa

prcyror 1





3. Классификация фракталов.
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Главное отличие фракталов, созданных человеком и природных фракталов это то, что те фракталы, которые были придуманы учёными,  при любом масштабе обладают фрактальными свойствами. А если рассматривать природные фрактальные объекты, то по мере более детального их рассмотрения мы, в конце концов, подойдем к масштабу, где начинают проявляться квантовые эффекты. Это значит, что природные фракталы не имеют бесконечно повторяющихся субструктур и не могут демонстрировать бесконечного самоподобия. В этом состоит особенность природных фракталов. Для природных фракталов в классификационной таблице использован термин - "физические фракталы", чтобы подчеркнуть их "нерукотворность".
Фракталы созданные учёными также имеют классификацию.
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Геометрические фракталы.

Фракталы этого класса — самые наглядные, в них сразу видна самоподобность. История фракталов началась именно  с геометрических фракталов, которые исследовались математиками в XIX веке. 
Рассмотренная выше кривая Пеано тоже  является геометрическим фракталом. На рисунке ниже приведены другие примеры геометрических фракталов: Снежинка Коха,  Лист, Треугольник Серпинского.
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 Примерами геометрических фракталов также служат:

· кривая дракона; 

· кривая Коха; 

· кривая Леви; 

· кривая Минковского; 
 

В двухмерном случае их получают с помощью некоторой ломаной (или поверхности в трехмерном случае), называемой генератором. За один шаг алгоритма каждый из отрезков, составляющих ломаную, заменяется на ломаную-генератор, в соответствующем масштабе. В результате бесконечного повторения этой процедуры, получается геометрический фрактал. В машинной графике использование геометрических фракталов необходимо при получении изображений деревьев, кустов, береговой линии. Двухмерные геометрические фракталы используются для создания объемных текстур. Фракталы этой группы не  только самые наглядные, но и более простые.
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Пример:

Салфетка Серпинского 

Правильный  треугольник делим средними линиями на четыре равных треугольника и внутренность центрального выбрасываем. С тремя оставшимися треугольниками делаем то же самое и так до бесконечности. После счетного числа выбрасываний остаётся множество S, называемое салфеткой Серпинского. 
Необычность полученной салфетки в том: 

1)Она содержит бесконечную сетку-каркас, образованный сторонами всех участвовавших в построении треугольников. Однако кроме этого видимого каркаса салфетка S содержит несчетное множество других точек аналогично тому, как канторовое множество К не исчерпывается концами выбрасываемых интервалов. 
2) Салфетка самоподобна. Если мы «выколем» точки, в которых эти куски соединяются,- середины сторон исходного треугольника, тогда салфетка распадётся на три салфетки меньшего размера. Если мы и с ними проделаем тоже самое и этот процесс продолжим до бесконечности салфетка полностью рассыпется.
Алгебраические фракталы.
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Фрактальная форма подвида цветной капусты
Эта группа фракталов получила такое название потому, что фракталы образуются при помощи простых алгебраических формул.
Примеры алгебраических фракталов:

· множество Мандельброта; 

· множество Жюлиа; 

· бассейны Ньютона; 

· биоморфы. 

 Стохастические фракталы
Кривая Коха, как бы ни была похожа на границу берега, не может выступать в качестве её модели из-за того, что она всюду одинакова, самоподобна, слишком «правильна». Все природные объекты создаются по капризу природы, в этом процессе всегда есть случайность. Фракталы, при построении которых в итеративной системе случайным образом изменяются какие-либо параметры, называются стохастическими. Термин «стохастичность» происходит от греческого слова, обозначающего «предположение».





Плазма

Для построения плазмы возьмём прямоугольник и для каждого его угла определим цвет. Далее находим центральные точки прямоугольника и его сторон, и раскрашиваем их в цвет, равный среднему арифметическому цветов по углам прямоугольника плюс некоторое случайное число, пропорциональное размеру разбиваемого прямоугольника. Прямоугольник разбиваем на 4 равных, к каждому из которых применяется та же процедура. Далее процесс повторяется. С помощью алгоритма, похожего на плазму, строится карта высот, к ней применяются различные фильтры, накладывается текстура и т. д.

Применение фракталов.
« Фракталы вокруг нас повсюду, и в очертаниях гор, и в извилистой линии морского берега. Некоторые из фракталов непрерывно меняются, подобно движущимся облакам или мерцающему пламени, в то время как другие, подобно деревьям или нашим сосудистым системам, сохраняют структуру, приобретенную в процессе эволюции». 

                                                                                               Х. О. Пайген и П. Х. Рихтер
Природа довольно часто выражает себя в фрактальных формах. Фракталы с наибольшей очевидностью можно усмотреть в формообразованиях живой природы: ракушки, ветви деревьев, листья и лепестки цветов, ландшафты (морские побережья и русла рек), легкие человека, очертания облаков. Фрактальная геометрия - это изящный и информационно-компактный способ описания сложного. Фракталы открывают простоту сложного. Открытие фракталов произвело революцию не только в геометрии, но и в физике, химии, биологии. Фрактальные алгоритмы нашли применение и в информационных технологиях, например, для синтеза трехмерных компьютерных изображений природных ландшафтов.




Фрактальное дерево

Геометрические фракталы применяются для получения изображений деревьев, кустов, береговых линий и т. д. Алгебраические и стохастические — при построении ландшафтов, поверхности морей, карт раскраски, моделей биологических объектов и др.
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Деревья, как и многие другие объекты в природе, имеют фрактальное строение. Слева - фотография ели. Справа - искусственная фрактальная структура, генерируемая итерационными уравнениями. По внешнему виду она напоминает живое дерево. Отчетливо видна структура ветвей, повторяющаяся во все более и более мелких масштабах.
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Крымская сосна (слева) и искусственная фрактальная структура (справа) похожи.
С помощью фракталов стало возможным  передавать большие изображения с большей точностью даже при их уменьшении, чего не добиться  с помощью фото-шопа. Вот один из ярчайших примеров:

Майкл Барнсли из технологического института штата Джорджия пытался кодировать изображения с помощью фракталов. Запатентовав несколько идей по кодированию изображений с помощью фракталов, он основал фирму "Iterated Systems", которая через некоторое время выпустила первый продукт "Images Incorporated", в котором можно было изображения переводить из растровой формы во фрактальную FIF. Это позволяло добиться высоких степеней сжатия. При низких степенях сжатия качество рисунков уступало качеству формата JPEG, но при высоких картинки получались более качественными. В любом случае этот формат не прижился, но работы по его усовершенствованию ведутся до сих пор. Ведь этот формат не зависит от разрешения изображения. Так как изображение закодировано с помощью формул, то его можно увеличить до любых размеров и при этом будут появляться новые детали, а не просто увеличится размер пикселей. Хуже это или лучше - решать надо в каждом отдельном случае. 
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Кроме того, что фракталы применяются в компьютерной графике, в математике, в механике, в физике, фракталы стали новым направлением в искусстве, демонстрируя собой настоящие шедевры - картины необычайной красоты и привлекательности. Доказано, что картины с изображением фракталов и фрактальные скульптуры успокаивающе  действуют на человека.
В литературе.
Среди литературных произведений находят такие, которые обладают текстуальной, структурной или семантической фрактальной природой. В тектуальных фракталах потенциально бесконечно повторятся элементы текста

· неразветвляющееся бесконечное дерево, тождественные самим себе с любой итерации ("У попа была собака...", "Притча о философе, которому снится, что он бабочка, которой снится, что она философ, которому снится...", "Ложно утверждение, что истинно утверждение, что ложно утверждение...") 

· неразветвляющиеся бесконечные тексты с вариациями ("У Пегги был веселый гусь...") и тексты с наращениями ("Дом, который построил Джек") 

В структурных фракталах схема текста потенциально фрактальна

· венок сонетов (15 стихотворений), венок венков сонетов (211 стихотворений), венок венков венков сонетов (2455 стихотворений) 

· "рассказы в рассказе" ("Книга тысячи и одной ночи", Я.Потоцкий "Рукопись, найденная в Сарагоссе") 

· предисловия, скрывающие авторство (У.Эко "Имя розы") 

· Т.Стоппард "Розенкранц и Гильдернштейн мертвы" (сцена с представлением перед королем) 
МЕДИЦИНА
        Биосенсорные взаимодействия

        Биения сердца   
Использование фрактальной графики в интерьере.

Здесь возможности безграничны. Поскольку фрактальная картина печатается типографским способом, она может быть любого размера, напечатана на любом материале. Все в нашем мире – математика. Поэтому человек инстинктивно тянется к фрактальным картинам. Как ни сложна может быть фрактальная графика, в ней не бывает ничего лишнего, потому что пропорции и цвет выверены при помощи математики с гармонией Земли. 

Заключение
Фрактал - это не только чрезвычайно красивая самоподобная картинка, но это еще и удивительное явление природы, современнейший вид компьютерного искусства, передовой край трехмерной графики. Роль фракталов в машинной графике сегодня достаточно велика. Они приходят на помощь, например, когда требуется с помощью нескольких коэффициентов задать линии и поверхности очень сложной формы. Фактически, найден способ легкого представления сложных неевклидовых объектов, образы которых весьма похожи на природные. Построение самоподобных фракталов (и некоторых других), позволяет создавать стереокартинки, различные модели миров, писать фрактальную музыку, анимировать фракталы (их движение и полет вглубь), изменять их (фрактальный морфинг). Фрактал может использоваться в психотерапии: по отзывам "фракталоманов", пять минут созерцания этого волшебства - и реальный мир становится комфортным. Следует подчеркнуть, что фракталы представляют собой адекватный образ многих интересных природных объектов. Их можно видеть и в изящных очертаниях гор, и в причудливой линии морского берега, и в замысловатой форме облака, и в размашистой кроне цветущего дерева, и в притягивающей красоте пламени костра. Немудрено поэтому, что в последнее время фракталы оказались в фокусе интенсивных научных исследований и используются в таких важных и разнообразных приложениях, как медицина, биология, физика полимеров, геоморфология, теория броуновского движения, теория турбулентности, астрофизика, теория катастроф, теория вероятностей, теория диофантовых приближений и т.д.
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