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Введение

С самого раннего детства мы сталкиваемся с сечениями. Режем хлеб, колбасу и другие продукты, обстругиваем палочку или карандаш ножом. Секущей  плоскостью во всех этих случаях является  плоскость ножа. Сечения (срезы кусочков) оказываются различными.

На практике мы рассекаем данный предмет (хлеб, колбасу) на две части, которые можем взять и хорошо  рассмотреть  отдельно друг от друга. 
Другое дело – сечения геометрических фигур на листе бумаги. Мы будем иметь только изображение пространственной фигуры и её сечения на плоскости. Иными словами, рассмотреть отдельно две части фигуры нельзя. Вот здесь нам помогут наши пространственные представления, которые развивались на протяжении изучения курса черчения и уроков  планиметрии и стереометрии.

Для начала определим цель исследований, наметим задачи, которые необходимо решить в процессе  работы, выберем и изучим методы построения сечений. 

Цель работы: исследование сечений пространственных фигур плоскостью и анализ получаемых результатов. 

В своей исследовательской работе поставим для себя следующие задачи:

1. Подобрать наиболее эффективный способ построения сечения в каждом конкретном случае.
2. Установить, какими могут быть всевозможные виды сечений для данной фигуры.
3. Выяснить, всегда ли задача имеет решение,  и в каких случаях сечение не может быть построено.

Затем, выбрав фигуры для анализа, начнем свою исследовательскую работу.
Предмет исследования: сечения, получающиеся при пересечении пространственных фигур, при определенных условиях.
Объект исследования: сечения пространственных фигур.
Методы исследования: изучение и анализ литературы по данной теме, проведение практических построений, анализ результатов.

Гипотеза: существуют общие закономерности построения сечений. 
2. Теоретическая часть 
Итак, рассмотрим решение задач на построение фигуры, получающейся при пересечении пространственных тел и плоскости, при определенных условиях. Если такое пересечение существует (то есть имеется хотя бы одна общая точка), то полученное множество общих точек данной фигуры и плоскости  называют сечением фигуры плоскостью.
Построение сечений многогранников можно осуществлять на основании аксиом стереометрии и теорем о параллельности прямых и плоскостей.
Вместе с тем, существуют определенные методы построения плоских сечений многогранников. Наиболее эффективными являются следующие три метода:

· - метод следов;
· - метод внутреннего проектирования;
· - комбинированный метод.
Сечение выпуклого многогранника, в общем случае, есть выпуклый многоугольник, вершины которого являются точками пересечения секущей плоскости с ребрами многогранника, а стороны – линиями пересечения секущей плоскости с гранями. Для нахождения точек (вершин) и линий (сторон) сечения мы используем материал, изученный в курсе геометрии 10 класса.

Так, для построения линии пересечения двух плоскостей достаточно найти две общие точки этих плоскостей и провести через них прямую. Это основано на следующих утверждениях:

Теорема. Если две точки прямой принадлежат плоскости, то и вся прямая принадлежит этой плоскости.

Аксиома. Если две различные плоскости имеют общую точку, то они пересекаются по прямой, проходящей через эту точку.
 Для построения точки пересечения прямой и плоскости находят в плоскости прямую, пересекающую данную прямую. Тогда искомая точка является точкой пересечения найденной прямой с данной. 
2.1. методы построения сечений многогранников 
Теперь рассмотрим использование методов построения сечений многогранников на примере построения сечений шестиугольной призмы. Для построения сечений призмы воспользуемся, кроме свойств параллельности прямых и плоскостей,  специальными методами: методом следов и методом внутреннего проектирования, а также комбинированным методом.
2.2. Метод внутреннего проектирования

Сущность метода внутреннего проектирования заключается в нахождении по известным элементам сечения в объемной фигуре их проекций и по проекциям элементов сечения - самих сечений.

Например: (Приложение 5.3. - Презентация «Методы построения сечений» - Слайд 2,3).
Дана призма ABCDFA1B1C1D1F1 и точки: Р., принадлежавшая ребру СС1; N – на ребре DD1; М – на ребре FF1. Построить сечение призмы, проходящее через точки М,N, Р.

Построение:

1). Соединим т.Р и т.N (т.к. они лежат в одной плоскости CC1D1D). Получим PN.

2). Соединим т. N и т. М (т.к. они лежат в одной плоскости FF1D1D). Получим NM.

3). Соединим т.Р и т.М. Получим треугольник PNM, который спроектируем на плоскость нижнего основания. Он спроектируется соответственно на треугольник CDF.

4). Соединим т. D и т. В (т.к. они лежат в одной плоскости ABCDF). Получим, что DB и CF пересекаются  в т.U1.

5). Спроектируем т.U1 на плоскость PNM перпендикулярно боковым рёбрам призмы. Получим т.U.

6). Спроектируем BD на плоскость PNM параллельно плоскости верхнего основания. Получим NQ.

7). Соединим т.D и т. А (т.к. они лежат в одной плоскости ABCDF). Получим, что DA и CF пересекаются в т.V1.

8). Спроектируем т.V1 на плоскость PNM перпендикулярно боковым рёбрам призмы. Получим т.V.

9). Соединим т.V и т.N (т.к. они лежат в одной плоскости PNM). Получим VN.

10). Спроектируем параллельно AD на плоскость PNM. Получим соответственно NK.

11). Соединим точки P, Q, K, M.

Пятиугольник KQPNM – искомое сечение данной призмы.

2.3. Метод следов
Метод следов заключается в следующем. Секущая плоскость, в общем случае,  пресекает плоскость каждой грани многогранника и каждую из прямых, на которых лежат ребра многогранника. 
Прямую, по которой секущая плоскость пересекает плоскость какой-либо грани многогранника, называют следом секущей плоскости этой грани, а точку, в которой секущая плоскость пересекает прямую, содержащую какое-нибудь ребро – следом секущей плоскости на этой прямой. 
Если секущая плоскость пересекает непосредственно грань многогранника, то можно говорить также о следе на ребре. 
След секущей плоскости на плоскости нижнего основания многогранника называют основным следом секущей плоскости. 
С построения именно этого следа чаще всего начинают построение сечения многогранника.

Рассмотрим пример: (Приложение 5.3. - Презентация «Методы построения сечений» - Слайд 4,5).
В грани СС1D1D призмы ABCDA1B1C1D1 задана точка Р, а на её ребрах АА1 и В1С1 - соответственно точки Q и R. Построить сечение, проходящее через данные точки.

Построение:

1). Строим точки Р’, Q’, R’ – проекции соответственно точек Р, Q, R на плоскость АВС в направлении, параллельном боковому ребру призмы.

2). Строим две точки, принадлежавшие основному следу плоскости PQR – это точка S1, т.е. точка пресечения прямых PR и P’R’, и точка S2, т.е. точка пересечения прямых QR и Q’R’. 

3). Строим прямую S1S2 – основной след плоскости PQR, т.е. линию пересечения плоскостей PQR и ABC.

Перейдём теперь непосредственно к построению сечения призмы заданной плоскостью PQR. Заметим, что если точка D2 – это след плоскости PQR на прямую DD1, то точка D является проекцией точки D2  на плоскость АВС. Тогда точка S3, в которой пересекутся прямые QD2 и Q’D, лежит в плоскости PQR (так как она лежит на прямой Q’D2) и в плоскости АВС (так как она лежит на прямой Q’D). 

Таким образом, точка S3, должна лежать в основном следе плоскости PQR, т.е. на прямой S1S2. Исходя из этих соображений, точку D2 построим следующим образом:

4). Проведем прямую Q’D и найдем точку S3, в которой пересекаются прямые Q’D и S1S2.

5). Проведем прямую QS, и найдем точку D2, в которой прямые QS и DD1. Тогда отрезок QD2 – это след плоскости PQR на плоскость грани AA1D1D/
Далее поступим следующим образом:

6). Т.к. точки D2 и Р обе лежат в плоскости PQR, и в плоскости грани CC1D1D, то, проведя прямую D2P, получим и отрезок D2C – след плоскости PQR на грани CC1D1D.

7) Аналогично, проведя прямую C2R, получим отрезок C2R – след плоскости PQR на грани A1B1C1D1 и точку В2 – след плоскости PQR на прямой BB1.

8). Т.к. точки В2 и Q обе лежат и в плоскости PQR, и в плоскости грани ABB1A1, то прямая B2Q – это след плоскости PQR на плоскости грани ABB1A1 , а отрезок VQ – это след плоскости PQR на грани ABB1A1.

9). Проведем прямую VR, точки V и R которой  лежат в плоскости PQR , и в плоскости A1B1C1. Получим отрезок VR – след плоскости PQR на грани A1B1C1D1.

В итоге мы получаем пятиугольник QD2C2RV – искомое сечение.
2.4. Комбинированный метод
Комбинированный метод тоже встречается  при решении задач на построение сечений. Комбинированный метод – это метод, где используются методы следов и внутреннего проектирования. Сейчас мы приведем пример, где используется данный метод. (Приложение 5.3. - Презентация «Методы построения сечений» - Слайд 6,7).
Дан параллелепипед ABCDA1B1C1D1 и три точки: М – на грани ABCD, N – на грани AA1B1B, Р. – на грани ВВ1С1С. Построить сечение параллелепипеда плоскостью, проходящее через данные точки.

Построение:

1). Спроектируем т.Р и т.N на плоскость ABCD перпендикулярно нижнему основанию куба. Получим соответственно точки P1, N1.2). 
2). Соединим т.P и т.N (т.к. они лежат в одной плоскости куба). Получим PN.
3). Соединим т.Р1 и т. N1 (т.к. они лежат в одной плоскости куба). Получим P1N1.
4). Продолжим PN и P1N1. Получим, что они пересекаются в т.Х, значит, т.Х тоже принадлежит плоскости ABCD.

5).  Соединим т.Х и т.М (т.к. они лежат в одной плоскости ABCD). Получим, что ребро AD пересекается с ХМ в т.Q, которая принадлежит ребру AD. Также ХМ пересекается с CD в т.R, которая принадлежит ребру CD.

6). Продолжим ребро BC и ХМ (т.к. они лежат в одной плоскости ABCD). Получим, что они пересекаются в т.У.

7). Соединим т.Р и т.У (т.к.они лежат в боковой гране BB1C1C). Получим, что РУ пересекается с ВС в т.S, которая принадлежит ребру СС1, а также они пересекаются в т. Т,  которая принадлежит ребру В1С1.

8). Продолжим ребро ВВ1 и РУ (т.к. они лежат в боковой грани ВВ1С1С). Получим, что они пересекаются в т.Z, которая принадлежит ребру ВВ1.

9). Продолжим ребро XY и AB (т.к. они лежат в одной плоскости ABCD). Получим, что они пересекаются в т.E.
10). Соединим т.E и т. Z (т.к. они лежат в боковой гране АА1В1В). Получим, что EZ пересекается в т.U, которая принадлежит ребру A1B1 , и т.F, которая принадлежит ребру АА1. 

Шестиугольник FUTSRQ – искомое сечение данного куба.

3. Сечения призмы плоскостью
Рассмотрим более подробно сечения шестиугольной призмы плоскостью при наличии данных точек (Приложение 5.3. - Презентация «Сечения призмы плоскостью»).
Итак, рассмотрим следующие задачи.
Решение задачи №1 (Слайд 11).
В шестиугольной призме ABCDEFA1B1C1D1E1F1 построить сечение, проходящее через точки: т. Р, принадлежащая ребру FE; т.R, принадлежащая ребру ED; т.Q, принадлежащая ребру EE1.

Построение:

1). Соединим т.P и т.Q (т.к. они лежат в одной плоскости FF1Е1Е). Получился отрезок PQ.

2). Соединим т.Q и т.R (т.к. они лежат в одной плоскости EE1D1D). Получился отрезок QR.

3). Соединим т.R и т.P.

Треугольник PQR – искомое сечение данной призмы.

Решение задачи №2 (Слайд 12).
В призме ABCDEFA1B1C1D1E1F1 построить сечение, проходящее через точки F, F1, D1.

Построение:

1). Отрезок FF1 лежит в искомой плоскости, т.к. т.F и т.F1 по условию лежат в этой плоскости.

2). Соединим т.F1 и т.D (т.к. они лежат в одной плоскости A1B1C1D1E1F1). Получим F1D.

3). Отрезок DD1 также лежит в искомой плоскости, т.к. эта плоскость проходит через прямую FF1, параллельную плоскости CC1D1D.

4). Соединим т.D и т.F (т.к. они лежат в одной плоскости ABCDEF).

Прямоугольник FF1D1D – искомое сечение данной призмы.

Решение задачи №3 (Слайд 13).
Построить в призме ABCDEFA1B1C1D1E1F1 сечение, проходящее через точки: F1, E1, являющиеся  вершинами; и P, лежащую на ребре FE.

Построение:

1). Соединим т.Е1 и т.Р (т.к. они лежат в одной плоскости EЕ1D1D). Получим отрезок Е1P.
2). Отрезок F1E1 лежит в искомой плоскости, т.к. т.F1 и т.E1 по условию лежат в этой плоскости.
3). Построим QP параллельно F1E1 (т.к. эти отрезки лежат в параллельных плоскостях, которые являются основаниями призмы).

4). Соединим т.F1 и т.Q (т.к. они лежат в одной плоскости AA1F1F). Получим отрезок F1Q.

Трапеция QF1E1P – искомое сечение данной призмы.

Решение задачи №4 (Слайд 14).
Построить в призме ABCDEFA1B1C1D1E1F1, проходящее через точки: A, A1, D1, которые являются вершинами призмы.

Построение:

1). Отрезок AA1 лежит в искомой плоскости, т.к. т.А и т.A1 по условию лежат в этой плоскости.

2). Соединим т.А1 и т.D1 (т.к. они лежат в одной плоскости A1B1C1D1E1F1).

3). Отрезок DD1 также лежит в искомой плоскости т.к. эта плоскость проходит через прямую AA1, параллельную плоскости EE1D1D.

4). Соединим т.D и т.A (т.к. они лежат в одной плоскости ABCDEF).

Параллелограмм AA1D1D – искомое сечение данной призмы.

Решение задачи №5  (Слайд 15).
Построить сечение призмы ABCDEFA1B1C1D1E1F1, проходящее через точки: P, R, S, T, лежащие на ребрах призмы.

Построение:  
1). Соединим т.P и т.R (т.к. они лежат в одной плоскости CС1D1D). Получим отрезок PR.

2). Соединим т.R и т.S (т.к. они лежат в одной плоскости EE1D1D). Получим отрезок RS.

3). Соединим т.S и т.T (т.к. они лежат в одной плоскости FF1E1E).  Получим отрезок ST.

4). Проведем PX так, чтобы эта прямая была параллельна TS (т.к. точки этих прямых лежат в плоскостях, которые  параллельны). 

5). Аналогично проводим TQ и QX.

Шестиугольник XPRSTQ – искомое сечение данной призмы.

Решение задачи №6 (Слайд 16).
Построить сечение призмы ABCDEFA1B1C1D1E1F1, проходящее через точки: B1, C1, E, F, являющиеся противоположными вершинами верхнего и нижнего оснований.

Построение: 

1). Отрезок В1C1 лежит в искомой плоскости, т.к. т.C1 и т.В1 по условию лежат в этой плоскости.

2). Аналогично с отрезком FE.

3). Продолжим стороны AB и FE. Т.к. они лежат в одной плоскости ABCDEF и не параллельны, то получим точку пересечения N. Через т.N и т.B1 проводим прямую NB1. Получим т.P – точка пересечения AA1 и NB1.

4). Соединим т.B1 и т.P. Получим отрезок B1P. Соединим т.P и т.F. Получим отрезок PF.

5). Построим C1R параллельно PF(т.к. эти отрезки лежат в параллельных гранях призмы).

6). Соединим т.R и т.E. Получим отрезок RE. 

Шестиугольник B1C1REFP – искомое сечение данной призмы.
Задачи для дополнительного решения:

Решение задачи №1 (Слайд 19).
Построить сечение куба ABCDA1B1C1D1  плоскостью α,проходящей через точки P,R и M. Где МЄDD1 , РЄCC1 ,а  RЄВА.
1). МР

2). K=РМ  
[image: image1.wmf]Ç

 DK
3). E=KR 
[image: image2.wmf]Ç

  AD
4). O=CB
[image: image3.wmf]Ç

  ER
5). EM
6). ER
7). F=OP 
[image: image4.wmf]Ç

  BB1

8). RF
9). PMERF – ИСКОМОЕ СЕЧЕНИЕ
Решение задачи №2 (Слайд 30).

Постройте сечение четырехугольной пирамиды плоскостью МNК           (М,N,К – произвольные точки на ребрах SВ, АD и SC).
1). MK
2). MK 
[image: image5.wmf]Ç

 BC=X
3). XN   DC=P
4). КР,NР
5). XN
[image: image6.wmf]Ç

АВ=Y
6). YM
[image: image7.wmf]Ç

SA=Q
7). QM,QN
8) QMKPN-искомое сечение

Решение задачи №3 (Слайд 41).
Постройте сечение  пирамиды плоскостью α=(MHK) ,где M ЄPC,

   H ЄPB,K ЄPD.

1). Х=ВC
[image: image8.wmf]Ç

МН

2). Y=CD
[image: image9.wmf]Ç

MK
3).  L= XY
[image: image10.wmf]Ç

AB
4). R=XY
[image: image11.wmf]Ç

AD
5). MHLRK-искомое сечение
Решение задачи №4  (Слайд 49).
Построить сечение призмы ABCDEA1B1C1D1E1  плоскостью α, которая задана следом L в плоскости ABC основания призмы и точкой М, принадлежащей ребру DD1.

1). Х=L
[image: image12.wmf]Ç

BC
2). N=MX
[image: image13.wmf]Ç

CC1
3). Y=L
[image: image14.wmf]Ç

BC
4). P=NY
[image: image15.wmf]Ç

BB1
5). Z=L
[image: image16.wmf]Ç

AB
6). Q=PZ 
[image: image17.wmf]Ç

AA1

7). R=QT 
[image: image18.wmf]Ç

 EE1

8). MNPQR — искомое сечение.
Решение задачи №5 (Слайд 61).
Постройте сечение пятиугольной пирамиды РАВСDЕ плоскостью, которая задана следом L и точкой К ребра РЕ.

1). T1=L  
[image: image19.wmf]Ç

  AE
2). Q=T1K
[image: image20.wmf]Ç

PA
3). T2=L 
[image: image21.wmf]Ç

 AB
4). R= T2Q
[image: image22.wmf]Ç

PB
5).  T3=L 
[image: image23.wmf]Ç

BC
6). M=T3R
[image: image24.wmf]Ç

 PC
7). T4=L
[image: image25.wmf]Ç

CD
8). N=T4M
[image: image26.wmf]Ç

PD
9). MNQKR — искомое сечение
Решение задачи №6 (Слайд 74).
Постройте сечение пятиугольной пирамиды РАВСDЕ  плоскостью α =(KQR), где K ,Q – точки ребер соответственно РА и РС, а точка R лежит внутри грани DРЕ.

1). T1=QK
[image: image27.wmf]Ç

AC
2). F=PR
[image: image28.wmf]Ç

DE
3). T2=KR
[image: image29.wmf]Ç

AF
4). M=L
[image: image30.wmf]Ç

DE
5). N=L
[image: image31.wmf]Ç

AE
6). H=MR
[image: image32.wmf]Ç

PD
7). T3=L
[image: image33.wmf]Ç

AB
8). L=T3K
[image: image34.wmf]Ç

PB
9). MNKLQH — искомое сечение

Решение задачи №7 (Слайд 83).
Постройте сечение призмы АВСDЕА1В1С1D1Е1 плоскостью α =(MРR),где точки M, Р и R являются  точками соответственно ребер АА1,СС1 и ЕЕ1.

1). T1=MR
[image: image35.wmf]Ç

AE
2). T2= PR
[image: image36.wmf]Ç

CE
3). T3 =L
[image: image37.wmf]Ç

AB
4). N= T3M
[image: image38.wmf]Ç

 BB1
5). T4 =L
[image: image39.wmf]Ç

BD
6). Q=T4N
[image: image40.wmf]Ç

DD1
7).  MNPQR — искомое сечение. 
Решение задачи №8  (Слайд 93).
Постройте сечение пирамиды РАВСDЕ  плоскостью α =(MFR),если точки M,F и R являются внутренними точками ребер соответственно РА, РС и РЕ.
1).  K=AD
[image: image41.wmf]Ç

EC
2).  K1=PK 
[image: image42.wmf]Ç

RF
3). Q=MK1
[image: image43.wmf]Ç

PD
4). H=BE
[image: image44.wmf]Ç

AD
5). H1 =PH
[image: image45.wmf]Ç

MQ
6). N=RH
[image: image46.wmf]Ç

MQ
7). MNFQR — искомое сечение.
Решение задачи №9  (Слайд 105).
Постройте сечение призмы АВСDЕА1В1С1D1Е1 плоскостью α ,заданной точками  MЄВВ1,РЄDD1 и QЄEE1.
1). K=AD
[image: image47.wmf]Ç

BE
2). K1 – проекция K на MQ
3). R=PK1 
[image: image48.wmf]Ç

 AA1
4). H=EC
[image: image49.wmf]Ç

AD
5). H1 – проекция H на PR
6).  N=QH1
[image: image50.wmf]Ç

CC1
7). MNPQR — искомое сечение.
Решение задачи №10 (Слайд 116).
Постройте сечение параллелепипеда АВСDА1В1С1D1 плоскостью α, заданной точками и P,Q,R, если точка Р лежит на диагонали А1С1, точка Q  - на ребре ВВ1 и точка R- на ребре DD1 .
1). PP1IIAA1
2).  PQ
[image: image51.wmf]Ç

P1B = T1
3). RQ
[image: image52.wmf]Ç

DB =T2
4). L - СЛЕД
5).  ЕR= α 
[image: image53.wmf]Ç

 A1B1C1
6). QFIIER
7). MQIIRF
8).  ERFQM — искомое сечение.
Кроме этого, для наглядности и лучшего понимания этой темы, мы разработали буклеты к задачам, которые можно использовать  на  уроках  геометрии при изучении данной темы (приложения 5.1 Буклеты «Методы  построения сечений» и  5.2 «Сечения призмы плоскостью»).

Таким образом, можно смело сделать вывод о сечениях, которые получались при решении задач. 
Сечения в шестиугольной призме могут получаться самые разнообразные: прямоугольник, трапеция, треугольник, параллелограмм, отрезок и точка.
 Сечение — отрезок получается в том случае, когда многогранник  соприкасается с плоскостью по одному из своих ребер (слайд 121). 
Сечение – точка получается в тех случаях, когда данный многогранник и плоскость, которая пересекает данную фигуру, соприкасаются только в одной точке, тем самым, в  этой задачи сечением будет являться точка (слайд 122).
В ходе исследовательской работы выяснилось, что задача не всегда имеет решение, например, когда имеем четыре точки, но они не лежат в одной плоскости, тогда сечение провести нельзя (слайд 123).
Например:
Также для построения сечения двух точек будет недостаточно, так как через две точки можно провести бесконечно множество плоскостей. Нельзя провести плоскость и в случае, если мы имеем три точки, лежащие на одной прямой, так как через прямую линию можно провести бесконечно много плоскостей.
Различных объёмных фигур достаточно много, поэтому исследовательскую работу по этой теме можно продолжить и издать впоследствии серию буклетов «Мир сечений».  

Заключение

Данная исследовательская работа является учебно-наглядным проектом, так как задумана и реализована для использования на уроках геометрии в старших классах. Кроме этого, она используется у нас в школе  для проведения практических занятий в 9-11 классах.
Эта работа помогла нам, как авторам,  лучше разобраться в этой сложной теме «Сечения объемных фигур плоскостью», увидеть, с помощью программы «Power Point»,  предмет геометрии совсем с другой стороны и  еще больше полюбить его. Она поможет и всем остальным старшеклассникам не только лучше понять эту тему, но и заинтересоваться геометрией, а также наша работа показывает возможность использования информационных технологий в учебных целях. Так программа Microsoft Power Point развивает у учащихся пространственное воображение, позволяет наглядно представить результаты своих исследований, и не только  процесс и методы построений сечений многогранников, как представлено в этой работе, но и решения любых задач, не обязательно геометрических, но требующих дополнительных построений. В таких задачах очень эффективно  использование компьютерной анимации, благодаря которой процесс решения поставленной задачи становится более увлекательным, наглядным, понятным.  Также программа Power Point помогает  демонстрировать компьютерные презентации,  как на уроках, так и на  внеклассных занятиях. 
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Приложения
	Работа на XI научно-практическую конференцию

секция «Геометрия»   тема: «Сечения многогранников»

Учебно-наглядный проект с использованием  программ
«Microsoft Power Point» и «Microsoft Office Publisher»
МОУ «СОШ № 6» 
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