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«Математика есть прообраз красоты мира». 
(И. Кеплер)

                                                             Введение                                         
     Это статья посвящена увлекательному разделу геометрии – теории многогранников. Чем привлекательны многогранники? Они обладают богатой историей, которая связана с такими знаменитыми учеными древности, как Пифагор, Евклид, Архимед.

     Многогранники были известны в Древнем Египте и Вавилоне. Достаточно вспомнить знаменитые египетские пирамиды и самую известную из них – пирамиду Хеопса. Это правильная пирамида, в основании которой квадрат со стороной 233 м и высота которой достигает 146,5 м. Не случайно говорят, что пирамида Хеопса – немой трактат по геометрии. Тетраэдр, куб, октаэдр – эти формы имеют природные кристаллы, например: куб – монокристалл алюмокалиевых квасцов. Существует предположение, что форму додекаэдра древние греки получили, рассматривая кристаллы пирита (сернистого колчедана FeS).

     В то же время теория многогранников – современный раздел математики, имеющий практическое приложение в алгебре, теории чисел, в естествознании, в областях прикладной математики – линейном программировании, теории оптимального управления.

Правильные многогранники
     О том, что они не утратили свою притягательность и поныне, весьма убедительно свидетельствует картина испанского художника Сальвадора Дали «Тайная вечеря» (прил. I). Платон считал, что мир строится из четырёх «стихий» - огня, земли, воздуха и воды, а атомы этих «стихий» имеют форму четырёх правильных многогранников. Тетраэдр олицетворял огонь, поскольку его вершина устремлена вверх, как у разгоревшегося пламени; икосаэдр – как самый обтекаемый – воду; куб – самая устойчивая из фигур – землю, а октаэдр – воздух. В наше время эту систему можно сравнить с четырьмя состояниями вещества - твёрдым, жидким, газообразным и пламенным. Пятый многогранник – додекаэдр символизировал весь мир и почитался главнейшим, его по латыни стали называть «duinta esstntia» («пятая сущность») (прил. II). Знаменитый математик и астроном Кеплер построил модель Солнечной системы как ряд последовательно вписанных и описанных правильных многогранников и сфер. Это была одна из первых попыток ввести в науку идею систематизации.
       Имеется несколько эквивалентных определений правильных многогранников. Одно из них звучит так: правильным многогранником называется такой выпуклый многогранник, все грани которого являются одинаковыми правильными многоугольниками и все двугранные углы попарно равны. Следует обратить внимание на замечательное обстоятельство. Если правильные многоугольники существуют с любым числом сторон n≥3, то правильных многогранников (с точностью до подобия) всего пять и число граней у них равно 4, 6, 8, 12 или 20.

      Правильный тетраэдр (прил. II) – составлен из четырех равносторонних треугольников. Каждая его вершина является вершиной трех треугольников. Следовательно, сумма плоских углов при каждой вершине равна 180°. 

     Правильный октаэдр (прил. II)–составлен из восьми равносторонних треугольников. Каждая вершина октаэдра является вершиной четырех треугольников. Следовательно, сумма плоских углов при каждой вершине равна 240°.  

     Правильный икосаэдр (прил. II)-составлен из двадцати равносторонних треугольников. Каждая вершина икосаэдра является вершиной пяти треугольников. Следовательно, сумма плоских углов при каждой вершине равна  270°.  

     Куб (прил. II) -составлен из шести квадратов. Каждая вершина куба является вершиной трех квадратов. Следовательно, сумма плоских углов при каждой вершине равна 270°.  

     Правильный додекаэдр (прил. II) составлен из двенадцати правильных пятиугольников. Каждая вершина додекаэдра является вершиной трех правильных пятиугольников. Следовательно, сумма плоских углов при каждой вершине равна  324°. 

Тела Архимеда.
     Мы рассмотрели правильные Платоновы тела пяти типов. Но есть и такие многогранники, у которых все многогранные углы равны, а грани – правильные, но разноименные многоугольники. Многогранники такого типа называются равноугольно полуправильными многогранниками. Впервые многогранники такого типа открыл Архимед (287 – 212 гг. до н.э). Им подробно описаны 13 многогранников, которые позже в честь великого ученого были названы телами Архимеда. Перечислим их.
       Первые пять полуправильных многогранников очень просто получить из пяти правильных многогранников операцией «усечения», которая состоит в отсечении плоскостями углов многогранника (прил. III).  Если срезать углы правильного тетраэдра плоскостями, каждая из которых отсекает третью часть его ребер, выходящих из одной вершины, то получится усеченный тетраэдр, который имеет восемь граней, из них 4 – правильные шестиугольники и 4 – правильные треугольники, 12 вершин. Многогранник выпуклый, в каждой вершине сходится три ребра. Он называется усеченным тетраэдром. Если указанным образом срезать вершины правильных октаэдра и икосаэдра, получим усеченный октаэдр и усеченный икосаэдр. Обратите внимание, что усеченный икосаэдр очень напоминает изображение футбольного мяча. Из куба и додекаэдра тоже можно получить усеченный куб и усеченный додекаэдр. Их плоскости проходят не через треть ребра.

      Если теперь в кубе провести плоскости через середины ребер, выходящих из одной вершины, получим еще один шестой равноугольно полуправильный многогранник – кубооктаэдр. Его гранями являются шесть квадратов и восемь правильных треугольников, т.е. грани куба октаэдра, отсюда и название многогранника. Аналогично, если в додекаэдре провести плоскости через середины его ребер, выходящих из одной вершины, получим многогранник, который называется икосадодекаэдром. У него двенадцать граней – правильные пятиугольники, и двадцать – правильные треугольники, т.е. все грани додекаэдра и икосаэдра. К этим двум последним многогранникам также можно применять операцию «усечения» вершин. Получим усеченный кубооктаэдр и усеченный икосадодекаэдр.

      Мы рассмотрели 9 из 13 описанных Архимедом тел. Четыре оставшихся – многогранники более сложного типа. Перечислим их: ромбокубооктаэдр (состоит из 26 граней, из них 18 квадратов и 8 правильных треугольников), ромбоикасодадекаэдр (у него всего 62 грани, из них 30 квадратов, 20 правильных треугольников и 12 правильных пятиугольников), «плосконосый» куб (у него всего 38 граней, из них 6 квадратов, 32 правильных треугольника),«плосконосый» додекаэдр (всего 92 грани, из них 12 правильных пятиугольников и 80 правильных треугольников).

Звездчатые многогранники

     Кроме полуправильных многогранников, из правильных многогранников – Платоновых тел можно получить так называемые правильные звездчатые многогранники. Их всего четыре. Первые два были открыты И. Кеплером (1571 – 1630 гг.), а два других были построены почти двести лет спустя французским математиком и механиком Луи Пуансо (1777 – 1859 гг.). Именно поэтому правильные звездчатые многогранники получили название тел Кеплера – Пуансо.(прил. IV). Что же они из себя представляют?

     В работе «О многоугольниках и многогранниках» (1810 г.) Луи Пуансо перечислил и описал все правильные звездчатые многогранники, поставил, но не решил вопрос о существовании правильных многогранников, число граней которых отлично от 4, 6, 8, 12, 20.

     Ответ на этот вопрос был дан год спустя, в 1811 году, французским математиком Огюстом Луи Коши (1789 – 1857 гг.) в работе «Исследование о многогранниках». Автор показал, что правильные звездчатые многогранники получаются из выпуклых правильных многогранников путем продолжения их ребер или граней, исследовал вопрос, из каких именно правильных многогранников могут быть получены правильные звездчатые многогранники. Делается вывод о том, что тетраэдр, куб и октаэдр не имеют звездчатых форм, додекаэдр имеет три, а икосаэдр – одну звездчатую форму (это малый звездчатый додекаэдр, большой додекаэдр и большой икосаэдр).
«Кубок Кеплера»
     А теперь от Древней Греции перейдём к Европе XVI – XVII вв., когда жил и творил замечательный немецкий астроном, математик Иоганн Кеплер (1571 – 1630).

     Представим себя на месте Кеплера. Перед ним различные таблицы – столбики цифр. Это результаты наблюдений движения планет Солнечной системы – как его собственных, так и великих предшественников – астрономов. В этом мире вычислительной работы он хочет найти некоторые закономерности. Иоганн Кеплер, для которого правильные многогранники были любимым предметом изучения, предположил, что существует связь между пятью правильными многогранниками и шестью открытыми к тому времени планетами Солнечной системы. Согласно этому предположению, в сферу орбиты Сатурна можно вписать куб, в который вписывается сфера орбиты Юпитера. В неё, в свою очередь, вписывается тетраэдр, описанный около сферы орбиты Марса. В сферу орбиты Марса вписывается додекаэдр, в который вписывается сфера орбиты Земли. А она описана около икосаэдра, в который вписана сфера орбиты Венеры. Сфера этой планеты описана около октаэдра, в который вписывается сфера Меркурия. Такая модель Солнечной системы получила название «Космического кубка» Кеплера. (прил. V). Он считал, что тайна Вселенной раскрыта. Год за годом учёный уточнял свои наблюдения, перепроверял данные коллег, но, наконец, нашёл в себе силы отказаться от заманчивой гипотезы. Однако её следы просматриваются в третьем законе Кеплера, где говорится о кубах средних расстояний от Солнца.

     Сегодня можно с уверенностью утверждать, что расстояния между планетами и их число никак не связаны с многогранниками. Конечно, структура Солнечной системы не является случайной, но истинные причины, по которым она устроена так, а не иначе, до сих пор не известны. Идеи Кеплера оказались ошибочными, но без гипотез, иногда самых неожиданных, казалось бы, бредовых, не может существовать наука.
«Икосаэдро-додекаэдровая структура Земли»

     Идеи Платона и Кеплера о связи правильных многогранников с гармоничным устройством мира и в наше время нашли своё продолжение в интересной научной гипотезе, которую в начале 80-х гг. высказали московские инженеры В. Макаров и В. Морозов. Они считают, что ядро Земли имеет форму и свойства растущего кристалла, оказывающего воздействие на развитие всех природных процессов, идущих на планете. Лучи этого кристалла, а точнее, его силовое поле, обуславливают икосаэдро-додекаэдровую структуру Земли. Она проявляется в том, что в земной коре как бы проступают проекции вписанных в земной шар правильных многогранников: икосаэдра и додекаэдра.
     Многие залежи полезных ископаемых тянутся вдоль икосаэдро-додекаэдровой сетки; 62 вершины и середины рёбер многогранников, называемых авторами узлами, обладают рядом специфических свойств, позволяющих объяснить некоторые непонятные явления. Здесь располагаются очаги древнейших культур и цивилизаций: Перу, Северная Монголия, Гаити, Обская культура и другие. В этих точках наблюдаются максимумы и минимумы атмосферного давления, гигантские завихрения Мирового океана. В этих узлах находятся озеро Лох-Несс, Бермудский треугольник. Дальнейшие исследования Земли, возможно, определят отношение к этой научной гипотезе, в которой, как видно, правильные многогранники занимают важное место.

     От научных гипотез теперь перейдем к научным фактам.
Морфология кристаллов
В строгом  смысле слова  габитус (внешнюю форму)  составляют имеющиеся грани и их относительные размеры. Кеплер, Гук, Гюйгенс и другие исследователи XVII века, дали объяснение закономерному образованию кристаллов в виде многогранников,а установление связи между внешней структурой кристалла и реально существующими формами обычно приписывается Рене Гаюи, который показал, что тангенсы углов, образованных плоскостями поверхности с кристаллографическими осями, относятся как небольшие целые числа.

     В месторождениях п.Айхал можно встретить следующие минералы: пирит, лаурит,  магнетит, оливин, алмаз, пикроильминит (пироп).

Многие алмазы содержат включения минералов, оказавшиеся внутри в процессе роста кристаллов алмаза. К наиболее распространенным включениям относятся гранаты, графит пирротин, рутил, ильменит, магнетит, кианит, оливин.

Габитус кристаллов алмаза обычно октаэдрический, реже додекаэдрический и кубический и совсем редко тетраэдрический. Алмаз является самым твердым из известных природных минералов, его твердость по шкале Мооса 10.

     Структура минералов группы пирита имеет в основе кубическую элементарную ячейку с ионами в вершинах куба и в центре каждой грани. Ионы размещаются  парами на ребрах и в центре куба. Сульфиды этой группы отличаются заметной твердостью (пирит 6,5; лаурит 7,5). Спайность – по кубу от несовершенной до совершенной.

Минералы группы оливина широко распространены в земных породах, лунном материале, каменных метеоритах. Обычно это первые силикатные минералы, кристаллизирующиеся из основных магм. Они подвергались обширным исследованиям с целью определения их физических, химических и механических свойств, знание которых проливает свет на внутреннее строение и состав внутренних оболочек Земли, происхождение, состав и процессы кристаллизации магм, а также позволяет понять природу и эволюцию внеземных объектов – источников метеоритов. Составляющие оливин атомы располагаются в виде изолированных тетраэдров.

Магнетит имеет октаэдрическую или тетраэдрическую структуру.

Формы перечисленных минералов, их практическое применение и особые признаки указаны в таблице приложения VI.

Кристаллы алмаза

     При изучении кристаллографии различных минералов ученые часто используют понятие «идеальный кристалл». В случае алмаза под идеальным понимается кристалл по форме,  представляющий собой правильный октаэдр.
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          Для алмазов всех месторождений характерно исключительное разнообразие кристаллов, которое обусловлено не столько богатством кристаллографических форм, сколько различным характером строения граней у одинаковых по своей кристаллографической форме кристаллов и необычайным многообразием видов отклонений, то есть деформацией кристалла. Кроме того, исключительной особенностью алмаза является широкое распространение среди них специфических кривогранных форм, наблюдаются округлые поверхности.

     Для кристалла алмаза характерны следующие простые формы: куб, октаэдр, ромбододекаэдр (ромбододекаэдроид). Из плоскогранных кристаллов наиболее распространены октаэдрические, которые могут иметь форму, визуально близкую к идеальной. Визуально гладкогранные кубы и ромбододекаэдры практически не встречаются. Отклонения формы алмаза от идеальной проявляются в виде удлинений и уплощений. 

     Одной из особенностей, присущих кристаллам алмаза месторождений поселка Айхал, является округлая (в той или иной степени) форма. В зависимости от степени проявления округлости кристаллы могут быть описаны как плоскогранные, плоскогранно-кривогранные, кривогранные. Простые формы кристаллов с округлыми гранями называются октаэдроидами, кубоидами, ромбододекаэдроидами. Встречаются алмазы, имеющие форму, близкую к тетраэдру (округлые – тетраэдроиды) характерной особенностью айхальских алмазов является наличие на гранях плоскогранных и кривогранных кристаллов рельефа: различных неоднородностей, следов роста и растворения.(прил. VII,VIII).

     Из 10 разновидностей алмазов по Орлову, подавляющее большинство айхальских алмазов относится к первой разновидности, то есть являются ювелирного качества. Помимо монокристаллов алмазы встречаются в виде двойников срастания и прорастания, в виде звездчатых двойников. Встречаются алмазы, которые состоят из двух и более разных слоев, например, алмазы в оболочке.

     Микрорельеф некоторых граней кристаллов алмаза предстает в виде треугольных впадин на гранях октаэдра – треугольные углубления в виде усеченных трехгранных пирамидок. Треугольные впадины на гранях октаэдра могут располагаться поодиночке или группами, образуя правильный линейный узор, а иногда сплошь покрывают всю октаэдрическую грань.  Шестиугольные впадины встречаются реже, чем треугольные, они располагаются группами, покрывая иногда всю грань.        

     Классификации алмазов можно разделить на несколько типов: научные классификации, торговые классификации, технико-прикладные и другие. Знание физических характеристик алмаза позволяет использовать следующие свойства этого минерала: поглощение, электропроводность, люминесценция, что используется в высокоточных отраслях промышленности. Классификация по форме позволяет использовать алмазы в ювелирной промышленности и торговле; технико-прикладные – в различных отраслях промышленности, например, для шлифовки деталей, для изготовления буровых коронок.

Заключение
     Теория многогранников – один из увлекательнейших разделов геометрии. Они обладают богатой историей. Тетраэдр, куб, октаэдр – эти формы имеют природные кристаллы. Северные земли Якутии богаты различными минералами. В месторождениях п.Айхал можно встретить  пирит, лаурит,  магнетит, оливин, алмаз, пикроильминит (пироп). Кристаллическая решетка каждого из этих минералов представляет собой один из видов правильных многогранников или их комбинаций.

     Данные, полученные в ходе исследовательской работы, будут использоваться в качестве дополнительного материала на уроках геометрии, а также для глубокого освещения истории родного края – Якутии.

