Сразу скажем, что общих методов решения дробно-рациональных уравнений не существует. Тем не менее решение очень многих из них основано на удачной группировке и последующем приведении сгруппированных слагаемых к общему знаменателю. В более простых случаях группировка не требуется, а иногда уравнение можно упростить, введя новую переменную. При решении рациональных уравнений возникает опасность получения посторонних решений, которая купируется либо проверкой, либо нахождением области допустимых значений (что, как правило, излишне), либо просто указанием соответствующих ограничений и дальнейшей проверкой их выполнения. 

Уравнения могут быть разбиты на следующие группы: 

· уравнения, решение которых основано на преобразованиях алгебраических выражений;

· уравнения вида fn(x) = gn(x);

· уравнения, содержащие знак модуля;

· уравнения, решаемые заменой переменной;

· однородные уравнения;

· задачи, связанные с функциональной символикой или содержащие дополнительные задания;

· уравнения, решаемые разложением на множители;

· системы уравнений.

Приведем решения соответствующих упражнений, начав с уравнений, решение которых основано на преобразованиях алгебраических выражений. 


2.2.B09 

a) Решите уравнение 

	
	 5x14 



2x1+1
	=
	 73x 



13x
	



. 

Решение. Приняв во внимание, что x  0, умножим числитель и знаменатель дроби в левой части уравнения на x. Получим уравнение, равносильное данному: 

	
	 54x 



2+x
	=
	 73x 



13x
	



. 

Перейдем к равносильной системе 

		






	(54x)(x+13)=(73x)(2+x),
2+x  0,
13x  0,
	 

	






	7x258x+51=0,
x  2,
x  13.
	

	


Решив полученную систему, найдем 

		






	x=1,
x=
 51 



7
.
	

	


Ответ: 

	1;
	 51 



7
	



. 


2.2.C10 

б) Решите уравнение 

		

	 1 



x
	
	 1 



x1

	

	1

 

	+

	

	 4 



x1

	
	 4 



x
	

	1

 

	=

	 3 



8

	x2.



	


Решение. Преобразуем уравнение: 

		

	 1 



x
	
	 1 



x1

	

	1

 

	+

	

	 4 



x1

	
	 4 



x
	

	1

 

	=

	 3 



8

	x2  

	

	
	 1 



x(x1)

	

	1

 

	
	

	
	 4 



x(x1)

	

	1

 

	=

	 3 



8

	x2  

	






	x(x1)+
 x(x1) 



4
=
 3 



8
x2,
x(x1)  0.
	

	


Приведя подобные в левой части уравнения и разделив обе его части на x  0, получаем 

	
	 3 



4
	(x1)=
	 3 



8
	x 



 

	x=
	 2 



3
	



. 

Найденное значение удовлетворяет условию x(x1)  0. 

Ответ: 

	
	 2 



3
	



. 


2.2.D09 

a) Решите уравнение 

		 3 



x2+8x20

	
	 x+3 



x2+12x+20

	=

	 1 



x24

	.



	


Решение. Разложим трехчлен в знаменателе каждой дроби на множители: 

	
	 3 



(x2)(x+10)
	
	 x+3 



(x+10)(x+2)
	=
	 1 



(x2)(x+2)
	



. 

Приведем дроби к общему знаменателю. 

		 3(x+2)(x+3)(x2)(x+10) 



(x2)(x+10)(x+2)

	=0  

	 x2x2 



(x2)(x+10)(x+2)

	=0  

	




	x2x2=0,
(x2)(x+10)(x+2)  0.
	

	


Решив уравнение, найдем 

		




	x=1,
x=2.
	

	


Условию (x2)(x+10)(x+2)  0 удовлетворяет корень x=1. 

Ответ: 


1. 


2.2.D10 

б) Решите уравнение 

	
	 x79x5+2x22x24 



x79x5+3x2+3x18
	=1 



. 

Решение. Данное уравнение равносильно системе 

		




	x79x5+2x22x24=x79x5+3x2+3x18,
x79x5+3x2+3x18  0
	 

	




	x2+5x+6=0,
x79x5+3x2+3x18  0.
	

	


Решив уравнение x2+5x+6=0, найдем 

		




	x=3,
x=2.
	

	


Если x=2, то x79x5+3x2+3x18=148. 

Если x=3, то x79x5+3x2+3x18=0. 

Ответ: 


2. 

Рассмотрим три уравнения вида fn(x) = gn(x). 


2.2.A02 

б) Решите уравнение x2=(27x)2. 

Решение. Воспользуемся определением степени с отрицательным показателем: 

		 1 



x2
	=

	 1 



(27x)2
	 

	




	x2=(27x)2,
x  0.
	

	


Заметив, что условие x  0 является избыточным, поскольку x=0 не удовлетворяет уравнению, заменим систему равносильным ей уравнением x2=(27x)2. Решим уравнение: 

	x2=(27x)2  

	




	x=27x,
x=2+7x
	 

	








	x=
 1 



4
,
x=
 1 



3
.
	

	


Ответ: 

	
	 1 



4
	;
	 1 



3
	



. 


2.2.B11 

б) Найдите значения x, при которых функции 

	f (x)=
	 x2+3x 



x+8
	



и 

	g (x)=
	 x+8 



x2+3x
	



принимают равные значения. 

Решение. Заметим, что 

	f (x)=
	 1 



g (x)
	



, т. е. значения функций — взаимно обратные числа. Поэтому значения этих функций будут равны тогда и только тогда, когда 

		




	f (x)=1,
f (x)=1.
	

	


Решим уравнение f (x)=1: 

		 x2+3x 



x+8

	=1 

	




	x2+3x=x+8,
x+8  0
	 

	




	x2+2x8=0,
x  8,

		
	




	x=4,
x=2.
	

	


Решим уравнение f (x)=1: 

		 x2+3x 



x+8

	=1  

	




	x2+3x=x8,
x+8  0
	 

	




	x2+4x+8=0,
x  8.
	

	


Уравнение полученной системы не имеет корней. 

Ответ: 


4;2. 


2.2.C12 

a) Найдите те значения x, при которых функции 

	f (x)=

	

	 x22x 



x+18

	

	1

 

	и g (x)=

	

	 x+18 



x22x
	

	1

 

	

	


принимают равные значения. 

Решение. Заметим, что 

	g (x)=
	 1 



f (x)
	



. Поэтому равные значения данные функции могут принимать тогда и только тогда, когда 

		




	f (x)=1,
f (x)=1.
	

	


Решим уравнение f (x)=1: 

		

	 x22x 



x+18

	

	1

 

	=1
	 x22x 



x+18

	=1.



	


Перейдем к равносильной системе 

		




	x22x=x+18,
x+18  0
	 

	




	x23x18=0,
x  18.
	

	


Решив эту систему, найдем 

		




	x=3,
x=6.
	

	


Решим уравнение f (x)=1: 

	
	 x22x 



x+18
	=1 



.

Перейдем к равносильной системе 

		




	x22x=x18,
x+18  0
	 

	




	x2x+18=0,
x  18.
	

	


Дискриминант квадратного уравнения отрицателен. Решений нет. 

Ответ: 


3;6. 

Среди уравнений, содержащих знак модуля, выделим следующие. 


2.2.B04 

a) Найдите наименьший корень уравнения 

		 8 



|2+x|

	=x.



	


Решение. Рассмотрим случай x < 2. Уравнение принимает вид 

	
	 8 



2+x
	=x 



 x2+2x8=0. 

Решив это уравнение, получим 

		




	x=4,
x=2.
	

	


Рассматривать случай x > 2 не имеет смысла, так как по условию требуется найти только наименьший корень уравнения. Этим корнем является число 4. 

Ответ: 


4. 


2.2.C05 

a) Решите уравнение 

	
	 1 



|x2+3x45|
	=
	 1 



|4x23x|
	



. 

Решение. Данное уравнение равносильно системе 

		




	|x2+3x45|=|4x23x|,
4x23x  0.
	

	


Решим уравнение системы. Уравнение равносильно совокупности 

		




	x2+3x45=4x23x,
x2+3x45=4x2+3x
	
	




	3x26x+45=0,
5x245=0.
	

	


Первое уравнение не имеет решений. 

Решим второе уравнение. 

	5x245=0  

	




	x=3,
x=3.
	


	


Оба найденных корня удовлетворяют неравенству системы. 

Ответ: 


3;3. 
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Рациональные уравнения и неравенства

Содержание

I. Рациональные уравнения.

1) Линейные уравнения.

2) Системы линейных уравнений.

3) Квадратные уравнения и уравнения, сводящиеся к ним.

4) Возвратные уравнения.

5) Формула Виета для многочленов высших степеней.

6) Системы уравнений второй степени.

7) Метод введения новых неизвестных при решении уравнений и систем уравнений.

8) Однородные уравнения.

9) Решение симметрических систем уравнений.

10) Уравнения и системы уравнений с параметрами.

11) Графический метод решения систем нелинейных уравнений.

12) Уравнения, содержащие знак модуля.

13) Основные методы решения рациональных уравнений

II. Рациональные неравенства.

1) Свойства равносильных неравенств.

2) Алгебраические неравенства.

3) Метод интервалов.

4) Дробно-рациональные неравенства.

5) Неравенства, содержащие неизвестное под знаком абсолютной величины.

6) Неравенства с параметрами.

7) Системы рациональных неравенств.

8) Графическое решение неравенств.

III. Проверочный тест.

Рациональные уравнения

Функция вида

P(x) = a0xn + a1xn – 1 + a2xn – 2 + … + an – 1x + an,

где n — натуральное, a0, a1,…, an — некоторые действительные числа, называется целой рациональной функцией.

Уравнение вида P(x) = 0, где P(x) — целая рациональная функция, называется целым рациональным уравнением.

Уравнение вида

P1(x) / Q1(x) + P2(x) / Q2(x) + … + Pm(x) / Qm(x) = 0,

где P1(x), P2(x), … ,Pm(x), Q1(x), Q2(x), …, Qm(x) — целые рациональные функции, называется рациональным уравнением.

Решение рационального уравнения P (x) / Q (x) = 0, где  P (x) и Q (x) — многочлены (Q (x) ( 0), сводится к решению уравнения  P (x) = 0 и проверке того, что корни удовлетворяют условию          Q (x) ( 0.

Линейные уравнения.

Уравнения вида   ax+b=0, где a и b — некоторые постоянные, называется линейным уравнением.

Если a(0, то линейное уравнение имеет единственный корень: x = -b /a.

Если a=0; b(0, то линейное уравнение решений не имеет.

Если a=0; b=0, то, переписав исходное уравнение в виде ax = -b, легко видеть,  что любое x  является решением линейного уравнения.

Уравнение прямой имеет вид:  y = ax + b.

Если прямая проходит через точку с координатами X0 и Y0, то эти координаты удовлетворяют уравнению прямой, т. е.    Y0 = aX0 + b.

Пример 1.1. Решить уравнение 

2x – 3 + 4(x – 1) = 5.

Решение. Последовательно раскроем скобки, приведём подобные члены и найдём x:         2x – 3 + 4x – 4 = 5,  2x + 4x = 5 + 4 + 3,

               6x = 12, x = 2.

Ответ: 2.

Пример 1.2. Решить уравнение 

2x – 3 + 2(x – 1) = 4(x – 1) – 7.

Решение. 
2x + 2x – 4x =  3 +2 – 4 – 7,    0x =  – 6.

Ответ: (. 

Пример  1.3. Решить уравнение.

2x + 3 – 6(x – 1) = 4(x – 1) + 5.

Решение. 2x – 6x + 3 + 6 = 4 – 4x + 5,     

– 4x + 9 = 9 – 4x,

-4x + 4x = 9 – 9,

 0x = 0.

Ответ: Любое число.

Системы линейных уравнений.
Уравнение вида        
a1x1 + a2x2 + … + anxn = b,
где a1, b1, … ,an, b —некоторые постоянные, называется линейным уравнением с n неизвестными x1, x2, …, xn.

Система уравнений называется линейной, если все уравнения, входящие в систему, являются линейными. Если система из n неизвестных, то возможны следующие три случая:
1) система не имеет решений;
2) система имеет ровно одно решение;
3) система имеет бесконечно много решений.
Пример 2.4. решить систему уравнений
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2x + 3y = 8,

3x + 2y = 7.

Решение. Решить систему линейных уравнений можно способом подстановки, который состоит в том, что какого-либо уравнения системы выражают одно неизвестное через другие неизвестные, а затем подставляют значение этого неизвестного в остальные уравнения.

Из первого уравнения выражаем: x= (8 – 3y) / 2. Подставляем это выражение во второе  уравнение и получаем систему уравнений 

[image: image182.png]



x = (8 – 3y) / 2,

3(8 – 3y) / 2 + 2y = 7.

Из второго уравнения получаем y = 2. С учётом этого из первого уравнения x = 1.

Ответ: (1; 2).

Пример 2.5. Решить систему уравнений
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x + y = 3,

2x + 2y = 7.

Решение. Система не имеет решений, так как два уравнения системы не могут удовлетворяться одновременно (из первого уравнения x + y = 3, а из второго                    x + y = 3,5).

Ответ: Решений нет.

Пример 2.6. решить систему уравнений

[image: image184.bmp]
x + y = 5,

2x + 2y = 10.

Решение. Система имеет бесконечно много решений, так как второе уравнение получается из первого путём умножения на 2 (т.е. фактически есть всего одно уравнение с двумя неизвестными).

Ответ: Бесконечно много решений.

Пример 2.7. решить систему уравнений

x + y – z = 2,

2x – y + 4z = 1,

· x + 6y + z = 5.

Решение. При решении  систем линейных уравнений удобно пользоваться методом Гаусса, который состоит в преобразовании системы к треугольному виду.

Умножаем первое уравнение системы на  – 2  и, складывая полученный результат со вторым уравнением, получаем   – 3y + 6z =  – 3. Это уравнение можно переписать в виде y – 2z = 1. Складывая первое уравнение с третьим, получаем             7y = 7, или y = 1.

Таким образом, система приобрела треугольный вид


x + y – z = 2,

y – 2z = 1,

y = 1.

Подставляя y = 1 во второе уравнение, находим z = 0. Подставляя   y =1  и   z = 0 в первое уравнение, находим  x = 1.

Ответ: (1; 1; 0).

Пример 2.8. при каких значениях параметра a система уравнений

2x + ay = a + 2,

(a + 1)x + 2ay = 2a + 4

имеет бесконечно много решений?

Решение. Из первого уравнения выражаем x:

x = – (a / 2)y + a / 2 +1.

Подставляя это выражение во второе уравнение, получаем 

 (a + 1)( – (a / 2)y + a / 2 +1) + 2ay = 2a + 4.

Далее умножим обе части уравнения на 2 и упростим его:
 (a + 1)(a + 2 – ay) + 4ay = 4a + 8,

4ay – a(a + 1)y = 4(a + 2) – (a + 1)(a + 2),

ya(4 – a – 1 ) = (a + 2)(4 – a – 1),

ya(3 – a) = (a + 2)(3 – a).

Анализируя последнее уравнение, отметим, что при a = 3 оно имеет вид 0y = 0, т.е. оно удовлетворяется при любых значениях y.


Ответ: 3.

Квадратные уравнения и уравнения, сводящиеся к ним.


Уравнение вида ax2 + bx + c = 0, где a, b и c — некоторые числа (a(0);  

x — переменная, называется квадратным уравнением. 
Формула решения квадратного уравнения.

Сначала разделим обе части уравнения ax2 + bx + c = 0  на a — от этого его корни не изменятся. Для решения получившегося уравнения

x2 + (b / a)x + (c / a) = 0                                                              

выделим в левой части полный квадрат 

x2 + (b / a) + (c / a) = (x2 + 2(b / 2a)x + (b / 2a)2) – (b / 2a)2 + (c / a) =

= (x + (b / 2a))2 – (b2) / (4a2) + (c / a) = (x + (b / 2a))2 – ((b2 – 4ac) / (4a2)).
Для краткости обозначим выражение (b2 – 4ac) через D. Тогда полученное тождество примет вид

x2 + (b / a)x + (c / a) = (x + (b / 2a))2 – (D / (4a2)).

Возможны три случая:
1) если число D положительно (D > 0), то в этом случае можно извлечь из D квадратный корень и записать D в виде D = ((D)2. Тогда 
D / (4a2) = ((D)2 / (2a)2 = ((D / 2a)2,  потому тождество принимает вид

x2 + (b / a)x + (c / a) = (x + (b / 2a))2 – ((D / 2a)2.

По формуле разности квадратов выводим отсюда:
x2 + (b / a)x + (c / a) = (x + (b / 2a) – ((D / 2a))(x + (b / 2a) + ((D / 2a)) =

= (x – (( -b + (D) / 2a)) (x – (( – b – (D) / 2a)).

Теорема: Если выполняется тождество
ax2 + bx + c = a(x – x1)(x – x2),

то квадратное уравнение ax2 + bx + c = 0 при X1 ( X2 имеет два корня X1 и X2, а при X1 = X2 — лишь один корень X1.


В силу этой теоремы из, выведенного выше, тождества следует, что уравнение 

x2 + (b / a)x + (c / a) = 0,
а тем самым и уравнение     ax2 + bx + c = 0, имеет два корня:

X1=(-b + ( D) / 2a;        X2= (-b - ( D) / 2a.

Таким  образом 
x2 + (b / a)x + (c / a) = (x – x1)(x – x2).

Обычно эти корни записывают одной формулой:
где   b2 – 4ac = D.

2) если число D равно нулю (D = 0), то тождество 

x2 + (b / a)x + (c / a) = (x + (b / 2a))2 – (D / (4a2))

принимает вид 
x2 + (b / a)x + (c / a) = (x + (b / 2a))2.

Отсюда следует, что при D = 0 уравнение    ax2 + bx + c = 0   имеет один корень кратности 2:  X1 = – b / 2a 

3) Если число D отрицательно (D < 0), то   – D > 0, и потому выражение 

x2 + (b / a)x + (c / a) = (x + (b / 2a))2 – (D / (4a2))


является суммой двух слагаемых, одно из которых неотрицательно, а другое положительно. Такая сумма не может равняться нулю, поэтому уравнение 

x2 + (b / a)x + (c / a) = 0

не имеет действительных корней. Не имеет их и уравнение    ax2 + bx + c = 0.
Таким образом, для решения квадратного уравнения следует вычислить дискриминант 

D = b2 – 4ac.

Если  D = 0, то квадратное уравнение имеет единственное решение:
X=-b / (2a).


Если D > 0, то квадратное уравнение имеет два корня:
X1=(-b + (D) / (2a);

 X2= (-b - (D) / (2a).

Если D < 0, то квадратное уравнение не имеет корней.

Если один из коэффициентов b  или c равен нулю, то квадратное уравнение можно решать, не вычисляя дискриминанта:

1) b = 0; c ( 0; c / a <0;  X1,2 = (((-c / a )

2) b ( 0; c = 0; X1 = 0, X2= -b / a.

Корни квадратного уравнения общего вида   ax2 + bx + c = 0 находятся по формуле

Квадратное уравнение, в котором коэффициент при x2 равен 1, называется приведённым. Обычно приведённое квадратное уравнение обозначают так:
x2 + px + q = 0.

Теорема Виета.

Мы вывели тождество

x2 + (b / a)x + (c / a) = (x – x1)(x – x2),

где X1 и X2 — корни квадратного уравнения   ax2 + bx + c =0. Раскроем скобки в правой части этого тождества.

x2 + (b / a)x + (c / a) = x2 – x1x – x2x + x1x2 = x2 – (x1 + x2)x +x1x2.

Отсюда следует, что X1 + X2 = – b / a  и  X1X2 = c / a. Мы доказали следующую теорему, впервые установленную французским математиком Ф. Виетом (1540 – 1603):
Теорема 1 (Виета). Сумма корней квадратного уравнения  равна коэффициенту при X, взятому c противоположным знаком и делённому на коэффициент при X2; произведение корней этого уравнения равно свободному члену, делённому на коэффициент при X2.

Теорема 2 (обратная). Если выполняются равенства 

X1 + X2 = – b / a  и  X1X2 = c / a,

то числа  X1 и X2 являются корнями квадратного уравнения  ax2 + bx + c = 0.


Замечание. Формулы       X1 + X2 = – b / a  и  X1X2 = c / a остаются верными и в случае, когда уравнение  ax2 + bx + c = 0 имеет один корень X1 кратности 2, если положить в указанных формулах X2 = X1. Поэтому принято считать, что при D = 0 уравнение   ax2 + bx +c = 0  имеет два совпадающих друг с другом корня.

При решении задач, связанных с теоремой Виета, полезно использовать соотношения  

 (1 / X1) + (1/ X2)= ( X1 + X2)/ X1X2 ;

X12 + X22 = (X1 + X2)2 – 2 X1X2;

X1 / X2 + X2 / X1 = (X12 + X2 2) / X1X2 = ((X1 + X2)2 – 2X1X2) / X1X2;

X13 + X23 = (X1 + X2)(X12 – X1X2 + X22) =

= (X1 + X2)((X1 + X2)2 – 3X1X2).

Пример 3.9. Решить уравнение 2x2 + 5x – 1 = 0.

Решение. D = 25 – 42(– 1) = 33 >0;

     X1 = (- 5 + (33) / 4;
 X2 = (- 5 -(33) / 4. 

Ответ: X1 = (- 5 + (33) / 4; 
 X2 = (- 5 -(33) / 4.

Пример 3.10. Решить уравнение   x3 – 5x2 + 6x = 0

Решение. Разложим левую часть уравнения на множители x(x2 – 5x + 6) = 0,

отсюда x = 0 или x2 – 5x + 6 = 0.

Решая квадратное уравнение, получаем X1 = 2 , X2 = 3.

Ответ: 0; 2; 3.
Пример 3.11.
x3 – 3x + 2 = 0.


Решение. Перепишем уравнение, записав     –3x = – x – 2x, x3 – x – 2x + 2 = 0,            а теперь группируем

x(x2 – 1) – 2(x – 1) = 0,

(x – 1)(x(x + 1) – 2) = 0,

x – 1 = 0,  x1 = 1,

x2 + x – 2 = 0, x2 = – 2, x3 = 1.

Ответ: x1 = x3 = 1, x2 = – 2.

Пример 3.12. Решить уравнение 

7(x – 1)(x – 3)(x – 4)

 

(2x – 7)(x + 2)(x – 6)

Решение. Найдём область допустимых значений x:

X + 2 ( 0; x – 6 ( 0; 2x – 7 ( 0
   или  
x ( – 2; x ( 6; x ( 3,5.

Приводим уравнение к виду  (7x – 14)(x2 – 7x + 12) = (14 – 4x)(x2 – 4x – 12), раскрываем скобки.

7x3 – 49x2 + 84x – 14x2 + 98x – 168 + 4x3 – 16x2 – 48x – 14x2 + 56x + 168 = 0,

11x3 – 93x2 + 190x = 0,

x(11x2 – 93x + 190) = 0,

x1 = 0

11x2 – 93x + 190 = 0,
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т.е. x1 = 5; x2 = 38 / 11.

Найденные значения удовлетворяют ОДЗ.

Ответ: x1 = 0; x2 = 5; x3 = 38 / 11.

Пример 3.13. Решить уравнение  x6 – 5x3 + 4 = 0
Решение. Обозначим y = x3, тогда исходное уравнение принимает вид 

y2 – 5y + 4 = 0, решив которое получаем Y1 = 1; Y2 = 4.


Таким образом, исходное уравнение эквивалентно совокупности 
уравнений: x3 = 1 или x3 = 4, т. е. X1 = 1 или X2 = 3(4

Ответ: 1; 3(4.
Пример 3.14. Решить уравнение  (x3 – 27) / (x – 3) = 27

Решение. Разложим числитель на множители (по формуле разности кубов):

(x – 3)(x2 + 3x + 9) / (x – 3) = 27 . Отсюда:

x2 + 3 x + 9 = 27,

x – 3 ( 0;


x2 + 3 x – 18 = 0,

x ( 3.

Квадратное  уравнение  x2 + 3 x – 18 = 0 имеет корни X1 = 3; X2 = -6


(X1 не входит в область допустимых значений).

Ответ: -6

Пример 3.15. Решить уравнение 

(x2 + x –5) / x + (3x) / (x2 + x – 5) = 4.

Решение. Обозначим y= (x2 + x – 5) / x, тогда получаем  уравнение  y + 3 / y = 4.


Преобразуем его:  y + 3 / y – 4 = 0,   (y2 – 4y + 3) / y = 0, отсюда 
y2 – 4y + 3 = 0,

y ( 0


Квадратное уравнение y2 – 4y + 3 = 0 имеет корни Y1 = 1; Y2 = 3 (оба корня входят в область допустимых значений). 


Таким образом корни, исходное уравнение эквивалентно (равносильно) совокупности уравнений 

(x2 + x – 5) / x = 1  или (x2 + x – 5) / x = 3.


Преобразуем их:
(x2 + x – 5) / x – 1 = 0  или (x2 + x – 5) / x – 3  = 0;

x2 – 5 = 0,

x ( 0

или

x2 – 2x – 5 = 0,

x ( 0;

X1 = (5; X2 = – (5      или    X3 = 1 + (6;  X4 = 1 – (6

(все найденные корни уравнения входят в область допустимых значений).

Ответ: (5; – (5; 1 + (6; 1 – (6 .
Пример 3.16. Решить уравнение x(x + 2)(x + 3)(x + 5) = 72.

Решение. Перегруппируем сомножители и преобразуем полученное уравнение

(x + 2)(x + 3)(x + 5)x = 72,
  (x2 + 5x + 6)(x2 + 5x) = 72.

Обозначим y = x2 + 5x, тогда получим уравнение (y + 6)y = 72, или 

y2 + 6y – 72 = 0.

Корни этого уравнения: Y1 = 6; Y2 = – 12.

Таким образом, исходное уравнение эквивалентно совокупности уравнений 

x2 + 5x = 6 или x2 + 5x = – 12.

Первое уравнение имеет корни X1 = 1; X2 = – 6. Второе уравнение корней не имеет, так как  D = 26 – 48 = – 23   < 0.

Ответ: – 6; 1. 

Пример 3.17. Решить уравнение 4x2 + 12x + 12 / x + 4 / x2 = 47.

Решение. Сгруппируем слагаемые:   4(x2 + 1 / (x2)) + 12(x + 1 / x) = 47.


Обозначим y = x + 1 / x, при этом заметим, что 

y2 = (x +1 / x)2 = x2 +2 + 1 / (x2),

отсюда x2 + 1 / (x2) = y2 – 2. С учётом этого получаем уравнение 

4(y2 – 2) + 12y = 47,  или  4y2 + 12y  - 55 = 0.

Это квадратное уравнение имеет корни  Y1 = 5 / 2; Y2 = – 11 / 2.  


Исходное уравнение эквивалентно совокупности уравнений 

x + 1 / x = 5 / 2   или  x + 1 / x = – 11 / 2.

Решим их:

x + 1 / x – 5 /2 = 0  или  x + 1 / x + 11 / 2 = 0;

2x2 – 5x + 2 = 0,

x ( 0
или

2x2 + 11x + 2 = 0,

x ( 0;

X1 = 2; X2 = 1 / 2      или    X3 = ( - 11 + (105) / 4;  X4 =  ( -11 - (105) / 4         

 (все найденные корни уравнения входят в область допустимых значений).

Ответ: 2; 0,5; ( - 11 + (105) / 4; (-11 - (105) / 4. 

Пример 3.18. Решить уравнение
x3 – x2 – 9x – 6 = 0.

Решение.  Угадаем хотя бы один корень данного уравнения. “Кандидатами”  в целочисленные корни (а только их есть надежда отгадать) являются числа

(1, (2, (3, (6.

Подстановкой в исходное уравнение убеждаемся, что   X = -2  является его корнем.

Разделим многочлен x3 – x2 – 9x – 6  на двучлен  x + 2

x3 – x2 – 9x – 6 = (x + 2)(x2 – 3x – 3) = 0.


Решив теперь уравнение    x2 – 3x – 3 = 0,

получаем  X2 = (3 - (21) / 2,  X3 = (3 + (21) / 2.

Ответ: x( {-2; (3 - (21) / 2; (3 + (21) / 2}.
Пример 3.19. 

x3 – x2 – 8x + 6 = 0.

Решение. Здесь  an = 1, a0 = 6. Поэтому, если данное уравнение имеет рациональные корни, то их следует искать среди делителей числа 6: (1, (2, (3, (6. Проверкой убеждаемся, что x = 3, т.к.    27 – 9 – 24 + 6 = 0.

Делим  (x3 – x2 – 8x + 6)  на  (x – 3)

Получаем: x3 – x2 – 8x + 6 = (x – 3)(x2 + 2x – 2), т.е. данное уравнение можно представить в виде    (x – 3)(x2 + 2x – 2) = 0. Отсюда находим, что x1 = 3  — решение, найденное подбором,  x2,3 = – 1 ( (3 — из уравнения   x2 + 2x – 2 = 0.

Ответ: x1 = 3; x2,3 = – 1 ( (3.
Пример 3.20.

4x4 + 8x3 + x2 – 3x – 1 = 0.

Решение. Здесь an = 4, a0 = –1. Поэтому рациональные корни уравнения следует искать среди чисел:  ( 1; ( 0,5; ( 0,25 (делители 4 есть (1; (2; (4, делители (– 1) есть  ( 1). Если x = +1, то         4 + 8 + 1 – 3 – 1 ( 0; если  x = – 0,5, то   

4 / 16 – 8 / 8 + 1 / 4 + 3 / 2 – 1 = 0, т.е. x = – 0,5 корень уравнения. Делим  

(4x4 + 8x3 + x2 – 3x – 1)   на (x + 0,5):

Данное уравнение можно представить в виде: (x + 0,5)(4x3 + 6x2 – 2x – 2) = 0.

Отсюда x1 = – 0,5 (решение, найденное подбором)  и  4x3 + 6x2 – 2x – 2 = 0, т.е.                       2x3 + 3x2 – x – 1 = 0. Аналогично находим корень этого уравнения: x = – 0,5. Снова делим.

Имеем: (x + 0,5)(2x2 + 2x – 2) = 0. Отсюда x2 = – 0,5 и x3,4 = (– 1 ( (5) / 2.

Ответ: x1 = x2 = – 0,5; x3,4 = (– 1 ( (5) / 2.

Замечание: зная, что  x = – 0,5,  можно не заниматься делением, а просто выделить за скобки множитель (x + 0,5). Из   2x3 + 3x2 – x – 1 = 0 следует:

2x3 + 3x2 – x – 1 = 2x3 + x2 +2x2 + x – 2x – 1 = 2x2(x + 0,5) + 2x(x + 0,5) – 2(x+0,5) = 

= (x +2)(2x2 + 2x – 2) = 0.

x1 = – 0,5; x3,4 = (– 1 ( (5) / 2.

Возвратные уравнения.


Уравнение вида 

anxn + an – 1 xn – 1 + … +a1x + a0 = 0

называется возвратным, если его коэффициенты, стоящие на симметричных позициях, равны,  то есть если 

an – 1 = ak, при  k = 0, 1, …, n.

Рассмотрим возвратное уравнение четвёртой степени вида

ax4 + bx3 + cx2 + bx + a = 0,
где a, b и c — некоторые числа, причём a ( 0. Его удобно решать с помощью следующего алгоритма:

· разделить левую и правую части уравнения на x2. При этом не происходит потери решения, так как  x = 0 не является корнем исходного уравнения при a ( 0;
· группировкой привести полученное уравнение к виду 

a(x2 + 1 / x2) + b(x + 1 / x) + c = 0;

· ввести новую переменную t = x + 1 / x, тогда выполнено

                        t2 = x2 + 2 + 1 / x2, то есть x2 + 1 / x2 = t2 – 2; 

в новых переменных рассматриваемое уравнение является квадратным:


at2 + bt + c – 2a = 0;

· решить его относительно t, возвратиться к исходной переменной.

Для возвратных уравнений более высоких степеней верны следующие утверждения.


Возвратное уравнение чётной степени сводится к уравнению вдвое меньшей степени подстановкой

x + 1 / x = t.

Возвратное уравнение нечётной степени обязательно имеет корень x= -1 и после деления многочлена, стоящего в левой части этого уравнения, на двучлен x + 1, приводится к возвратному уравнению чётной степени.


Пример 4.21. Рассмотрим, например, возвратное уравнение пятой степени

ax5 + bx4 + cx3 + cx2 + bx  + a = 0

Легко видеть, что x = – 1 является корнем этого уравнения, а потому  по теореме Безу многочлен в левой части уравнения делится на x + 1. В результате такого деления получится возвратное уравнение четвёртой степени.


Довольно часто в процессе решения задач вступительных экзаменов возникают рациональные уравнения степени выше второй, которые не удаётся решить с помощью очевидной замены переменной. В этом случае попытайтесь отгадать какой-нибудь корень уравнения. Если попытка окажется успешной, то Вы  воспользуетесь следствием 1 теоремы Безу и понизите на единицу степень исходного уравнения. “Кандидатов” в корни многочлена с целочисленными коэффициентами следует искать среди делителей свободного члена этого многочлена. Если же попытка угадать корни не удалась, то, возможно, Вы избрали “не тот” метод решения, и существует иной метод, реализация которого не требует решения уравнения третьей или большей степени.
Формулы Виета для многочленов высших степеней.

Пусть  многочлен 

P (x) = a0xn + a1xn – 1 + … + an
имеет  n  различных корней  X1, X2, …, Xn. В этом случае он имеет разложение на множители вида
a0xn + a1xn – 1 + … + an = a0(x – x1)(x – x2)…(x – xn).

Разделим обе части этого равенства на a0 ( 0 и раскроем скобки. Получим равенство

Xn + (a1 / a0)xn – 1 + … + (an / a0) =  

= xn – (x1 + x2 + … +xn)xn – 1 + (x1x2 +x1x3 +  … +xn-1xn)xn – 2 + 

+ … + (-1)nx1x2…xn.

Но два  многочлена тождественно равны в том и только в том случае, когда коэффициенты при одинаковых степенях равны. Отсюда следует, что выполняются равенства

x1 + x2 + … + xn = -a1 / a0,

x1x2 + x1x3 + … + xn – 1xn = a2 / a0,

…………………….

x1x2( … (xn = (-1)nan / a0​.

Пример 5.22.  Напишем кубическое уравнение, корни которого являются квадратами корней уравнения x3 – 3x2 + 7x + 5 = 0.

Решение. Обозначим корни заданного уравнения через x1, x2 и x3. Тогда по формулам Виета имеем

(1 = x1 + x2 +x3 = 3,

(2 = x1x2 + x1x3 + x2x3 = 7,

(3 = x1x2x3 = – 5. 

Корни искомого уравнения обозначим буквами y1, y2, y3, а его коэффициенты — буквами b1, b2, b3, положив коэффициент при y3 равным 1. По условию должны выполняться равенства  y1 = x12, y2 = x22, y3 = x32 и поэтому

b1 = – (y1 + y2 + y3) = – (x12 + x22 + x32),

b2 = y1y2 + y1y3 + y2y3 = x12x22 + x12x32 + x22x32,

b3 = – y1y2y3 = – x12x22x32 .

Но имеем

x12 + x22 + x32 = (x1 + x2 +x3)2 – 2(x1x2 + x1x3 + x2x3) = (12 - 2(2 = 32 – 2(7 = – 5,

x12x22 + x12x32 + x22x32 = (x1x2 + x1x3 + x2x3)2 – 2x1x2x3(x1 + x2 +x3)= (22 – 2(1(3 = = 72 – 2(3((– 5)= 79,

x12x22x32 = (x1x2x3)2 = (32 = 25.

Значит, b1 = 5, b2 = 79, b3 = – 25, и потому искомое уравнение имеет вид

y3 + 5y2 + 79y – 25 = 0.

Ответ: y3 + 5y2 + 79y – 25 = 0.

Системы уравнений второй степени.

В простейших случаях при решении систем уравнений второй степени удаётся выразить одно неизвестное через другое и подставить это выражение  во второе уравнение.

При решении систем уравнений второй степени часто используется также способ замены переменных.

Пример 6.23. Среди решений (x; y) системы найти то, для которого сумма (x + y) максимальна. Вычислить значение этой суммы.


2x + y = 7,

xy = 6.


Решение. Из первого уравнения получаем y = 7 – 2x. Подставляя значение y во второе уравнение, получаем систему уравнений

y = 7 – 2x,

7x – 2x2 = 6.

Квадратное уравнение  – 2x2 + 7x – 6 = 0 имеет корни X1 = 2; X2 = 3 / 2. Из первого уравнения получаем Y1 = 3; Y2 = 4.

Решения имеют вид (2; 3) и (1,5; 4). Наибольшая сумма  x + y = 1,5 + 4 = 5,5.

Ответ: 5,5.

Пример 6.24. Решить систему уравнений 

x + y + 2xy = 7,

xy + 2(x + y) = 8.

Решение. Обозначим a = x + y; b = xy.

Получаем систему уравнений 


a + 2b = 7,

b + 2a = 8

или
a = 7 – 2b,

b + 14 – 4b = 8.

Отсюда

 
  
a = 3,

b = 2.


Возвращаясь к переменным x и y, получаем

x + y = 3,

xy = 2.

Решив эту систему:
x = 3 – y,

(3 – y)y = 2;

y2 – 3y + 2 = 0,
Y1 = 1; X1 = 2; Y2 = 2; X2 = 1.

Ответ: (2; 1) ,  (1; 2).

Пример 6.25. Решить систему уравнений

y2 – xy = 12,

x2 – xy = – 3.

Решение. Разложим левые части уравнений на  множители:
y(y – x) = 12,

x(x – y) = – 3. 

Выразив из второго уравнения (x ( 0)  x – y = – 3 / x, т.е.  y – x = 3 / x, и подставив его в первое уравнение, получим

y / x = 4,

x(x – y) = – 3,  откуда

y = 4x,

x(x – y) = – 3.

Подставив значение y во второе уравнение последней системы, имеем   

- 3x2 =  – 3,  X1 = 1; X2 = – 1, тогда Y1 = 4; Y2 = – 4.

Ответ: (1; 4), (– 1; – 4).  

Пример 6.26. Решим задачу.

Задача. Найдём длины сторон прямоугольника, если его периметр равен 16 м, а площадь равна  15 м2.

Решение. Обозначим длины сторон прямоугольника буквами х и у. По условию задачи должны выполнятся равенства 2х + 2у = 16, т.е. х + у = 8  и  ху = 15

Таким образом, задача свелась к решению системы уравнений

х + у = 8,

ху = 15,

т.е. к отысканию значений х и у, подстановка которых в оба уравнения системы обращает их в верные числовые равенства.

Из первого уравнения находим, что    у = 8 – у. Подставляя это значение во второе уравнение, получаем   х(8 ( у) = 15, т.е. 8х ( х2 = 15 или

х2 ( 8х + 15 = 0.

Решим это уравнение: D = ((8)2 ( 4(1(15 = 64 ( 60 = 4,

Х1,2 = (8 ( (4) / 2 = (8 ( 2) / 2.

Значит, х1 = 5, х2 = 3. Поскольку у = 8 ( х, то получаем у1 = 3, а у2 = 5. В обоих случаях получаем  один и тот же прямоугольник, длины сторон которого равны  3 м  и  5 м.

Замечание: уравнение   х2 ( 8х + 15 = 0  можно вывести быстрее, используя теорему, обратную теореме Виета: так как сумма чисел х  и  у равна 8, а их произведение равно 15, то эти числа являются корнями уравнения  z2 ( 8z + 15 = 0.

Рассмотрим системы, состоящие из двух уравнений с двумя неизвестными. Если в одно из них какое(нибудь неизвестное входит лишь в первой степени, то из этого уравнения можно выразить это неизвестное через другое и подставить полученное выражение во второе уравнение системы. Получится уравнение с одним неизвестным. Решая его, находим значения этого неизвестного, а потом по ним находим значения оставшегося неизвестного.

Пример 6.27. Решим систему уравнений 

2х + у = 11,

х2 + у2 = 53.

Решение. Из первого уравнения находим, что у = 11 ( 2х. Подставляя это значение во второе уравнение, получаем:  х2 + (11 ( 2х)2 = 53.

Раскроем скобки и приведём подобные члены:
х2 + 121 ( 44х + 4х2 = 53

и потому  5х2 ( 44х + 68 = 0. Значит, для нахождения  х  надо решить уравнение

5х2 ( 44х + 68 = 0.

Решая его, находим  D = ((44)2 ( 4(5(68 = 1936 ( 1360 = 576,

Х1,2 = (44 ( 24) / 10.

Итак х1 = 6,8;  х2 = 2,  ( у1 = 11 ( 2(6,8 = (2,6; у2 = 11 ( 2(2 = 7.

Ответ: х1 = 6,8; у1 = (2,6;  х2 = 2;  у2 = 7.

Метод введения новых неизвестных при решении уравнений и систем уравнений.

При решении биквадратных и возвратных уравнений мы вводили новые неизвестные           (у = х2 для биквадратных уравнений и  у = х + 1 / х  для возвратных уравнений). Введение новых неизвестных применяется также при решении уравнений иного вида и систем уравнений.

Пример 7.28. Решим уравнение    12 / (х2 + 2х) ( 3 / (х2 + 2х ( 2) = 1.

Решение. Если попробовать привести дробь в левой части уравнения к одному знаменателю, то получим уравнение четвёртой степени, которое мы умеем решать. Чтобы решить заданное уравнение, заметим, что в обе дроби входит одно и то же выражение х2 + 2х. Поэтому введём новое неизвестное  у, положив, что  у = х2 + 2х. Тогда уравнение примет вид       

12 / у ( 3 / (у ( 2) = 1  или  (у2 ( 11у + 24) / (у(у ( 2)) = 0, 

откуда  y1 = 3;  y2 = 8. Осталось решить уравнения   х2 + 2х = 3  (его корни  х1 = 1,  х2 = (3)  и              х2 + 2х = 8 (его корни х3 = 2,  х4 = (4).

Применённый метод называется методом введения новых неизвестных, и его полезно применять, когда неизвестное входит в уравнение всюду в виде одной и той же комбинации (особенно если эта комбинация содержит степени неизвестного выше первой).

Пример 7.29. Решим систему уравнений


2 / х + 3 / у = 8,

5 / х ( 2 / у = 1.

Решение. Обозначим  1 / х  через U, а  1 / у через  V. Тогда система примет вид

2U + 3V = 8,

5U ( 2V = 1,

т.е. получится система двух линейных уравнений с двумя неизвестными U и V. Из первого уравнения выражаем U через V: U = 4 ( 3V / 2, и подставляя во второе:       5(4 ( 3V / 2) (2V = 1, откуда V = 2. Теперь находим U = 1 и решаем уравнения  1 / x = 1,              1 / y = 2.

Ответ: x = 1, y = 0,5.

Пример 7.30. 

(x – 4)(x – 5)(x – 6)(x – 7) = 1680.

Решение.  (x – 4)(x – 7)((x – 5)(x – 6) = 1680, т.е.

 (x2 – 11x + 28)(x2 – 11x + 30) = 1680.

Обозначим  x2 – 11x + 28 = t, тогда  t(t + 2) = 1680, t2 + 2t – 1680 = 0, t1 = – 42; t2 = 40. Поэтому  

x2 – 11x + 28 = – 42;  x2 – 11x + 70 = 0;   D = 121 – 280 < 0  ( x1,2 ( (.

x2 – 11x + 28 = 40;  x2 – 11x – 12 = 0; x1 = 12; x2 = – 1. 

Ответ:  x1 = 12; x2 = – 1.

Пример 7.31.

2x4 + 3x3 – 16x2 + 3x + 2 = 0.

Решение. Это  возвратное уравнение. Разделим обе части уравнения на x2 ( 0, получим 

2x2 + 3x – 16 +3 / x + 2 / x2 = 0, т.е.

2(x2 + 1 / x2) + 3(x + 1 / x) – 16 = 0,

обозначим x + 1 / x = t, тогда  x2 + 2 + 1 / x2 = t2, т.е. x2 + 1 / x2 = t2 – 2, получаем   2(t2 – 2) + 3t – 16=0, т.е.  2t2 + 3t – 20 = 0, t1 = – 4; t2 = 5 / 2 = 2,5. Следовательно, имеем

x + 1 / x = – 4; x2 + 4x + 1 = 0; x1,2 = –2 ( (3,

x + 1 / x = 2,5; 2x2 – 5x + 2 = 0; x3 = 2; x4 = 1 / 2.

Ответ: x1,2 = –2 ( (3; x3 = 2; x4 = 1 / 2.

Пример 7.32. 

(x + 3)4 + (x + 5)4 = 16.

Решение. Сделаем подстановку x = t – 4. Тогда получаем  (t – 1)4 + (t + 1)4 = 16, т.е.  

t4 – 4t3 + 6t2 – 4t + 1 + t4 + 4t3 + 6t2 + 4t + 1 = 16,

т.е. 2t4 + 12t2 – 14 = 0, или  t4 + 6t2 – 7 = 0. Положим t2 = z ( 0, тогда 

z2  +6z – 7 = 0, z1 = – 7; z2 = 1.

С учётом t2 = z ( 0 отбрасываем  z1. Итак, z = 1, т.е. t2 = 1, отсюда t1 = –1; t2 = 1. Следовательно,  x1 =  – 1 – 4 = – 5    и  x2 = 1 – 4 = – 3.
Ответ: x1 = – 5    и  x2 = – 3.

Пример 7.33. 

13x / (2x2 + x +3) + 2x / (2x2 – 5x + 3) = 6.

Решение. Разделим числитель и знаменатель дробей на x ( 0:

13 / (2x + 1 + 3 / x) + 2 / (2x – 5 +3 / x) = 6,

обозначим 2x + 3 /x = t. Получаем 13 / (t + 1) + 2 / (t – 5) = 6, т.е. 
13t – 65 + 2t + 2 = 6t2 – 24t – 30, т.е.

6t2 – 39t + 33 = 0, т.е.  2t2 – 13t + 11 = 0,

t1 = 1; t2 = 5,5.

Следовательно: 

2x + 3 / x = 1;  2x2 – x + 3 = 0; D = 1 – 24 < 0   (  x ( (.

2x + 3 / x = 5,5;  4x2 – 11x + 6 = 0; x1 = 2; x2 = 0,75.

Ответ: x1 = 2; x2 = 0,75.

Пример 7.34.

x4 – 2x3 + x – 0,75 = 0.

Решение. Выделим полный квадрат, прибавив и вычтя в левой части уравнения x2:

x4 – 2x3 + x2 – x2 + x – 0,75 = 0, т.е.
(x2 – x)2 – (x2 – x) – 0,75 = 0.

Пусть  x2 – x = t, тогда t2 – t – 0,75 = 0, x1 = – 0,5; x2 = 1,5.

Возвращаясь к старой переменной, получаем:
x2 – x = – 0,5;    x2 – x + 0,5 = 0;    D = 1 – 2 < 0   (  x ( (. 

x2 – x = 1,5;   x2 – x – 1,5 = 0; x1,2 = (1 ( (7) / 2.

Ответ: x1,2 = (1 ( (7) / 2.

Пример 7.35.

x2 + 81x2 / (9 + x)2 = 40. 

Решение. Воспользуемся формулой: a2 + b2 = (a – b)2 + 2ab ((a ( b)2 = a2 ( 2ab + b2( (  a2 + b2 = (a ( b)2 + 2ab). Получаем:
 (x – 9x / (9 + x))2 + 2x(9x / (9 + x) = 40, или

(x2 / (9 + x))2 + 18x2 / (9 + x) = 40. 
Пусть: (x2 / (9 + x)) = t. Тогда  t2 + 18t – 40 = 0, t1 = – 20; t2 = 2. Получаем два уравнения: 

 (x2 / (9 + x)) = 2;   x2 – 2x – 18 = 0;  x1,2 = 1 ( (19,

(x2 / (9 + x)) = – 20;  x2 + 20x + 180 = 0; D = 400 – 720 < 0,  (  x ( (.

Ответ:  x1,2 = 1 ( (19.

Однородные уравнения.

Пример 8.36. Решим систему уравнений

8х2 ( 6ху + у2 = 0,

х2 + у2 = 5.

Решение. заметим, что для решения системы выполняется условие  у ( 0. В самом деле, из первого уравнения следует, что если  у = 0, то и  х = 0, а числа  х = 0 и      у = 0 не удовлетворяют второму уравнению системы. Разделим первое уравнение на  у2. Получится уравнение

8х2 / у2 ( 6ху / у2 + у2 / у2 = 0  или  8х2 / у2 ( 6х / у + 1 = 0.

Введём вспомогательное неизвестное  U = х / у. Уравнение примет вид 

8U2 ( 6U + 1 = 0.

Это квадратное уравнение, имеющее корни U1 = 0,5; U2 = 0,25. Таким образом, из первого уравнения мы получаем что либо  x / y = 1 / 2, либо  x / y = 1 / 4. Осталось подставить выражения у =2х  и  у = 4х (рассмотрев оба случая) во второе уравнение системы. В первом случае получается уравнение 5х2 = 5, откуда х1 = 1, х2 = ( 1; соответственно у1 = 2, у2 = ( 2. Во втором случае получается уравнение17х2 = 5, откуда х3 = ((5 / 17), x4 = (((5 / 17); соответственно y3 = 4((5 / 17), y4 = ( 4((5 /17).

Первое уравнение системы нам удалось представить как уравнение относительно  x / y благодаря тому, что степень всех членов, входящих слагаемыми в это уравнение (8x2, 6xy, y2), одна и та же — она равна двум. Поэтому после деления на y2 каждое слагаемое выразилось через x / y.

Многочлен от двух переменных x и y такой, что степень каждого его члена равна одному и тому же числу k, называется однородным многочленом степени k.

Уравнение вида P (x, y) = 0 называется однородным уравнением степени k  относительно  x и y, если P (x, y) — однородный многочлен степени k. Однородное уравнение относительно x и y делением на  yk (если y = 0 не является корнем уравнения) превращается в уравнение относительно  неизвестного  x / y. Это свойство однородного уравнения помогает решать многие задачи.

Пример 8.37. Решить систему уравнений


y2 ( xy = (12,

x2 ( xy = 28.

Решение. Ни одно из уравнений системы не является однородным. Но если умножить первое уравнение на 7 и прибавить к нему почленно второе уравнение, умноженное на 3, то получится уравнение  7y2 ( 10xy + 3x2 = 0, являющееся следствием исходной системы. Разделим обе части уравнения на x2 и решим уравнение                  7U2 ( 10U + 3 = 0 (здесь U = y / x, причём из второго уравнения системы следует, что x ( 0). Находим, что y = x или  y = 3x / 7. Подставляя это выражение во второе уравнение и, рассмотрев оба случая, найдём решения: 
x1 = 7, y1 = 3; x2 = (7, y2 = (3.

Ответ: x1 = 7, y1 = 3; x2 = (7, y2 = (3.

Мы получили решения системы путём выведения из заданных уравнений вспомогательного следствия. Такой способ решения систем в некоторых случаях приводит к появлению “посторонних” корней — значений x и y, не удовлетворяющих исходной системе. Поэтому найденные корни надо проверить, подставив их исходную систему и убедившись, что уравнения системы обращаются в верные числовые равенства.

Пример 8.38. Решим уравнение   (x ( 1)4 + 9(x + 1)4 = 10(x2 ( 1)2.

Решение. Если раскрыть все скобки и привести подобные члены, то получится уравнение четвёртой степени. Попробуем другой путь: введём новые неизвестные U и V:
U = (x ( 1)2, V = (x + 1)2.

Уравнение примет вид  U2 + 9V2 = 10UV.

Это уравнение однородное, и после деления на V2 оно становится уравнением относительно неизвестного W:
W = U / V = (x ( 1)2 / (x + 1)2.

Решим вспомогательное уравнение 

W2 ( 10W + 9 = 0.

Его корни W1 = 1, W2 = 9. Осталось решить уравнения 

 (x ( 1)2 / (x + 1)2 = 1  и  (x ( 1)2 / (x + 1)2 = 9.

Из первого уравнения следует, что либо  (x ( 1) / (x + 1) = 1, либо                                (x ( 1) / (x + 1) = (1.

Из второго получаем, что либо  (x ( 1) / (x + 1) = 3, либо (x ( 1) / (x + 1) = (3. Решая получившиеся уравнения, видим, что первое из них не имеет корней, а из трёх остальных получаем x1 = 0, x2 = ( 2, x3 = (0,5. 

Ответ: x1 = 0, x2 = ( 2, x3 = (0,5. 

Пример 8.39.

3(x2 – x + 1)2 – 5(x + 1)(x2 – x + 1) – 2(x + 1)2 = 0.

Решение. Это так называемое однородное уравнение, т.е. уравнение вида 
ay2( + by(z( + cz2( = 0, 

где a, b, c, ( — заданные числа, отличные от нуля; y = y(x), z = z(x) — некоторые функции от x. Разделим обе части уравнения на (x2 – x + 1)2 ( 0:

3 – 5(x + 1) / (x2 – x + 1) – 2((x + 1) / (x2 – x + 1))2 = 0.

Пусть  (x + 1) / (x2 – x + 1) = t, тогда  3 – 5t – 2t2 = 0, т.е. t1 = – 3; t2 = 0,5. Следовательно:
 (x + 1) / (x2 – x + 1) = 0,5 = 1 / 2;  2x + 2 = x2 – x + 1;   x2 – 3x – 1 = 0;   x1,2 = (3 ( (13) / 2, 

 (x + 1) / (x2 – x + 1) = – 3;  x + 1 = – 3x2 + 3x – 3;   3x2 – 2x + 4 = 0;  D = 4 – 48 < 0,   (   x ( (.

Ответ:  x1,2 = (3 ( (13) / 2. 

Решение симметрических систем уравнений.

Напомним, что многочлен P (x, y) называется симметрическим, если P (x , y) = P (y, x).

При решении систем уравнений вида  


P1 (x, y) = 0, 

P2 (x, y) = 0,

где P1 (x, y) и P2 (x, y) — симметрические многочлены, полезной оказывается такая замена неизвестных: x + y = U, xy = V. Напомним, что любой симметрический многочлен P (x, y) можно представить как выражение от U и V.

Пример  9.40. Решить систему уравнений 

x2 + xy + y2 = 49,

x + y + xy = 23.

Решение. Заметим, что:

x2 + xy + y2 = x2 + 2xy + y2 ( xy = (x + y)2 ( xy.

Сделаем замену неизвестных: x + y = U, xy =V. Система примет вид:

U2 ( V = 49,

U + V = 23.

Сложив эти уравнения, получим уравнение  U2 + U ( 72 = 0  с корнями U1 = 8,U2 = (9. Соответственно V1 = 15, V2 = 32. Остаётся решить системы уравнений:

x + y = 8,

xy = 15,

x + y = ( 9,

xy = 32.

Система       x + y = 8,  имеет решения: x1 = 3, y1 = 5; x2 = 5, y2 = 3.

                     xy = 15.

Система       x + y = ( 9,  действительных решений не имеет.

                     xy = 32.

Ответ: x1 = 3, y1 = 5; x2 = 5, y2 = 3.

Пример 9.41. Решить систему

1 / x + 1 / y = 5,

1 / x2 + 1 / y2 = 13.

Решение. Сначала введём неизвестные X и Y:
X = 1 / x, Y = 1 / y,

а затем U и V:  U = X + Y = 1 / x + 1 / y,  V = XY = 1 / xy.

Получается система:
U = 5,

U2 ( 2V = 13,

из которой U = 5, V = 6. Далее решая систему 

X + Y = 5,

XY = 6,

находим  X1 = 2, Y1 = 3; X2 = 3, Y2 = 2, откуда получаем x1 = 1 / 2, y1 = 1 / 3; x2 = 1 /3, y2 = 1 / 2. Можно сразу ввести неизвестные U = x + y, V = xy, получится система

U = 5V,

U2 ( 2V = 13V2,

Приводящая к тем же решениям исходной системы.

Ответ: x1 = 1 / 2, y1 = 1 / 3; x2 = 1 /3, y2 = 1 / 2.

Уравнения и системы уравнений с параметрами.

Иногда в уравнениях некоторые коэффициенты заданы не конкретными числовыми значениями, а обозначены буквами. Такие буквы называются параметрами. Предполагается, что эти параметры могут принимать любые числовые значения, т.е. одно уравнения с параметрами задаёт множество уравнений (для всех возможных значений параметров).

Например, линейное уравнение  ax + b = c   с неизвестным  x  можно рассматривать как уравнение с параметрами a, b, и c. Его решением при a ( 0 является  x = (c ( b) / a. Если a = 0, то получается “уравнение” b = c, и если действительно b = c, то корнями данного уравнения являются все действительные числа. Если же b ( c, при этом a = 0, то данное уравнение корней не имеет.
Так, с параметрами учащиеся встречаются при введении некоторых понятий. Не приводя подробных определений, рассмотрим случай в качестве примеров следующие объекты:

· функция прямая пропорциональность: y = kx (x и y — переменные;                    k — параметр,k ( 0); 
· линейная функция: y = kx + b (x и у — переменные, k и b —параметры);
· линейное уравнение: ax + b = 0 (x — переменная; a и b —параметры);
· уравнение первой степени: ax + b = 0 (x — переменная; a и b — параметры,     a ( 0);
· квадратное уравнение: ax2 + bx + c = 0 (x — переменная; a, b и c — параметры, a ( 0).
Решить уравнение с параметрами означает следующее:
1) исследовать, при каких значениях параметров уравнение имеет корни и сколько их при разных значениях параметров.

2) Найти все выражения для корней и указать для каждого из них те значения параметров, при которых это выражение действительно определяет корень уравнения.

Ответ к задаче “решить уравнение с параметрами” должен выглядеть следующим образом: уравнение при  таких(то значениях параметров имеет корни …, при таких(то значениях параметров — корни …, при остальных значениях параметров уравнение корней не имеет.
Пример 10.42. Решим уравнение px = 6 с неизвестным x и параметром p. Если       p ( 0, то можно разделить обе части уравнения на p, и тогда мы находим корень уравнения  x = 6 /p. Если p = 0, то уравнение корней не имеет, потому что  0(x = 0 для любого x.

Ответ: при  p ( 0 уравнение имеет единственный корень  x = 6 / p; при p = 0 уравнение корней не имеет.

Пример 10.43. Сравнить: (a и 3a.

Решение. Естественно рассмотреть три случая:
Если a < 0, то (a > 3a;

Если a = 0, то (a = 3a;

Если a > 0, то (a < 3a.

Пример 10.44. Решить уравнения ax = 1.

Решение. На первый взгляд представляется возможным сразу дать ответ:          x = 1 / a. Однако при a = 0 данное уравнение решений не имеет, и верный ответ выглядит так:
Ответ: Если a = 0, то нет решений; если a ( 0, то x = 1 / a.

Пример 10.45. Решить уравнение (a2 ( 1)x = a + 1.

Решение. Нетрудно сообразить, что при решении этого уравнения достачно рассмотреть такие случаи:
1) a = 1; тогда уравнение принимает вил 0x = 2 и не имеет решений;
2) a = (1; получаем 0x = 0, и очевидно x — любое.

3) a ( (1; имеем x = 1 / (a ( 1).
Сделаем одно замечание. Существенным этапом решения задач с параметрами является запись ответа. Особенно это относится к тем примерам, где решение как бы “ветвится” в зависимости от значений параметра. В подобных случаях составление ответа — это сбор ранее полученных результатов. И здесь очень важно не забыть отразить в ответе все этапы решения.

В только что разобранном примере запись ответа практически повторяет решение. Тем не менее, мы считаем целесобразным привести

Ответ: Если a = (1, то x — любое число; a = 1, то нет решений; если a ( (1,                 то x = 1 / (a ( 1).
Пример 10.46. При каких a уравнение ax2 ( x + 3 = 0 имеет единственное решение?
Решение. Прежде всего обратим внимание на распространённую ошибку: считать исходное уравнение квадратным. На самом деле это уравнение степени, не выше второй. Пользуясь этим соображением, естественно начать решение, рассмотрев случай, когда a = 0, то очевидно данное уравнение имеет единственное решение. Если же a ( 0, то имеем дело с квадратным уравнением. Его дискриминант        1 ( 12a принимает значение, равное нулю, при   a = 1 / 12.

Ответ: a = 0 или  a = 1 / 12.

Пример 10.47. при каких  a уравнение (a ( 2)x2 + (4 ( 2a)x + 3 = 0 имеет единственное решение?
Решение. Понятно, что надо начинать со случая a = 2. Но при a = 2 исходное уравнение вообще не имеет решений. Если a ( 2, то данное уравнение — квадратное, и, казалось бы, искомые значения параметра — это корни дискриминанта. Однако дискриминант обращается в нуль при a = 2 или a = 5. Поскольку мы установили, что    a = 2 не подходит, то

Ответ: a = 5.

Вероятно, в двух последних примерах ничего сложного нет (тем более, ели они уже решены). Однако, на наш взгляд, параметр в этих задачах проявляет своё “коварство”, особенно для начинающих. Поэтому полезно рассмотреть ещё несколько примеров, где параметр “расставляет ловушки”.

Пример 10.48. При каких значениях a уравнение ax2 + 4x + a + 3 = 0 имеет более одного корня?
Решение. При a = 0 уравнение имеет единственный корень, что не удовлетворяет условию. При a(0 исходное уравнение, будучи квадратным, имеет два корня, если его дискриминант 16 ( 4a2 ( 12a — положительный. Отсюда получаем          (4 < a < 1. Однако в полученный промежуток  ((4; 1) входит число 0, которое, как мы уже проверили, неприемлемо.

Ответ: (4 < a < 0 или  0 < a < 1.

Пример 10.49. При каких a уравнение a(a + 3)x2 + (2a + 6)x ( 3a ( 9 = 0 имеет более одного корня?
Решение. Стандартный шаг — начать со случаев a = 0 и a = (3. При a = 0 уравнение имеет единственное решение. Любопытно, что при a = (3 решением уравнения служит любое действительное число. При a = (3 решением уравнения служит любое действительное число. При a ( (3 и a ( 0, разделив обе части данного уравнения на a + 3, получим квадратное уравнение ax2 + 2x ( 3 = 0, дискриминант которого 4(1 + 3a) положителен при a > (1 / 3. Опыт предыдущих примеров подсказывает, что из промежутка ((1 / 3; () надо исключить точку a = 0, а в ответ не забыть включить a = (3.

Ответ: a = (3 или  (1 / 3 < a < 0, или a > 0.

Пример 10.50. При каких значениях a уравнение  (x2 ( ax + 1) / (x + 3) = 0 имеет единственное решение?
Решение. Данное уравнение равносильно системе

x2 ( ax + 1 = 0,

x ( (3.

Наличие квадратного уравнения и условие единственности решения, естественно приведут к поиску корней дискриминанта. Вместе с тем условие x ( (3 должно привлечь внимание. И “тонкий момент” заключается в том, что квадратное уравнение системы может иметь два корня! Но обязательно только один из них должен равняться (3. Имеем D = a2 ( 4, отсюда D = 0, если a = (2; x = (3 — корень уравнения x2 ( ax + 1 = 0  при a = (10 / 3, причём при таком значении a второй корень квадратного уравнения отличен от   (3.

Ответ: a = (2 или a = ( 10 / 3.  

Пример 10.51. При каких a уравнение ax2 = a2 равносильно неравенству          

(x ( 3( ( a?

Решение. При a ( 0 уравнение имеет единственное решение, а неравенство — бесконечно много. Если a = 0, то решением как уравнения, так и неравенства является всё множество действительных чисел. Следовательно, требованию задачи удовлетворяет только  a = 0.

Ответ: a = 0.
Пример 10.52. Решить уравнение с параметрами

 (a2 ( 9)x = a2 + 2a ( 3.

Решение. Уравнение имеет смысл при любых значениях параметра. Запишем уравнение в виде:  
(a ( 3)(a + 3)x = (a + 3)(a ( 1).

Если a = (3, то уравнение принимает вид: 0x = 0. Отсюда следует, что при          x ( R, т.е. решением уравнения является любое действительное число. Если a ( (3, то уравнение принимает вид: (a (3)x = a (1.При a = 3 имеем 0x = 2. Уравнение решения не имеет. При a ( (3 имеем x = (a ( 1) / (a ( 3). Уравнение имеет единственное решение (например, x = 3 при a = 4,         x = 3 / 5 при a= ( 2 и т.д.)

Ответ: a = (3, x ( R; a = 3, x ( (; a ( (3, x = (a ( 1) / (a ( 3).

Пример 10.53. 

(x ( 4) / (x + 1) ( 1 / a(x + 1) = (2 / a.

Решение. Очевидно, (x + 1)a ( 0, т.е. x ( (1, a ( 0. Преобразуем данное уравнение, умножив обе его части на a(x + 1) ( 0:

(x ( 4)a ( 1 =  (2(x + 1), т.е. (a + 2)x = 4a (1.

Если a = (2, то имеем 0х = (9. Следовательно, x( (. Если a ( (2, то                       x = (4a +1) / (a + 2). Но, как мы уже отметили, x ( (1. Поэтому надо проверить, нет ли таких значений a при которых найденное значение  x  равно  (1.

(4a ( 1) / (a + 2) = (1, т.е. 4a ( 1 = (a ( 2, т.е. 5a = (1, a= (1 / 5.

Значит, при a ( 0, a ( (2, a ( (1 / 5 уравнение имеет единственное решение           (4a ( 1) / (a + 2).

Ответ: x ( ( при a ( {(2, 0, (1 / 5}; x = (4a ( 1) / (a + 2) при a( {(2, 0, (1 / 5}.

Пример 10.54. 

(a ( 5)x2 + 3ax ( (a ( 5) = 0.

Решение. При (a ( 5) = 0, т.е. a = 5 имеем 15x ( 0 = 0, т.е. x = 0. При a ( 5 ( 0, т.е. a ( 5 уравнение имеет корни 

X1,2 = ((3a ( ((9a2 + 4(a ( 5)2)) / (2(a ( 5)).

Ответ: x = 0 при a = 5;  x = ((3a ( ((9a2 + 4(a ( 5)2)) / (2(a ( 5)) при a ( 5. 

Пример 10.55. 

1 / (x ( 1) + 1 / (x ( a) = (a + 1) / a.

Решение. Отмечаем, что a(x ( 1)(x ( a) ( 0, т.е. x ( 1, x ( a, a ( 0. При  этих условиях данное уравнение после упрощений принимает вид 

 (a + 1)x2 ( (a2 + 4a + 1)x + (2a2 + 2a) = 0.

Если a +1 = 0, т.е. a = (1, имеем, 2x = 0, т.е. x = 0.

Если a + 1 ( 0, т.е. a ( (1, то находим, что 

x1,2 = (a2 + 4a + 1 ( ((a4 + 2a2 + 1)) / (2(a +1) = (a2 + 4a + 1 ( (a2 + 1) ) / (2(a + 1))

т.е.  x1 = a + 1, x2 = 2a / (a + 1). Найдём значения a, при которых x = 1 и x = a, чтобы исключить их.

a + 1 = 1 ( a = 0 — недопустимо по условию;

a + 1 = a ( 1 = 0 — невозможно;

2 / (a + 1) = 1 ( 2a = a + 1, т.е. a = 1;

2 / (a + 1) = a ( 2a = a2 + a, a = 1 и a = 0 — недопустимо.

Итак, если  a ( (1, a ( 0, a ( 1, то x1 = a + 1, x2 = 2a / (a + 1).

Теперь рассмотрим, что происходит с уравнением при a = 1. Найдём корни уравнения:       x1 = 1 и x2 = 2, причём x1 = 1 не подходит по условию. Теперь выписываем 

Ответ: x1 = a + 1 и x2 = 2 при a ( 0, a ( (1; x = 0 при a = (1; x = 2 при a = 1.

Пример 10.56. При каких значениях a система уравнений

axy + x ( y + 1,5 = 0,

x + 2y + xy + 1 = 0.

Имеет единственное решение?

Решение. Умножим второе уравнение на a и вычтем его из первого уравнения. Получаем равносильную систему

axy + x ( y + 1,5 ( ax ( 2ay (axy ( a = 0,

x + 2y + xy + 1 = 0, т.е.

(1 ( a)x ( (2a + 1)y + 1,5 ( a = 0,

x + 2y + xy + 1

a) Если a = 1, то (3y + 0,5 = 0, т.е. y = 1 /6. Подставив это значение во второе уравнение, находим единственное значение x. Система имеет единственное решение.

b) Если a = (0,5, то система имеет единственное решение.

c) При остальных значениях a сведём систему к квадратному уравнению; из первого уравнения системы находим

y = ((1 ( a)x + 1,5 ( a) / (2a + 1),

подставляем во второе уравнение:
x + ((2 ( 2a)x + 3 ( 2a) / (2a + 1) + ((1 ( a)x2 + 1,5x ( ax) / (2a + 1) +1 = 0, т.е.

2ax + 3x (2ax + 3 (2a + x2 ( ax2 +1,5x ( ax + 2a + 1 = 0,

 (1 ( a)x2 + (4,5 ( a)x + 4 = 0.

Уравнение имеет единственное решение в том случае, когда дискриминант равен нулю:
(9 / 2 ( a)2 ( 4( 4(1 ( a) = 0, т.е.  a2 + 7a + 17 / 4 = 0, т.е.  a = ((7 ( 4(2) / 2.

Ответ: a = 1, a = (1 / 2, a = ((7 ( 4(2) / 2.

Пример 10.57. 

x3 – (a + b + c)x2 + (ab + ac + bc)x – abc =0.

Решение. x3 – ax2 – bx2 – cx2 + abx + acx +bcx – abc = 0,

группируем:   x2(x – a) – bx(x – a) – cx(x – a) – cx(x – a) + bc(x – a),

 (x – a)(x2 – bc – cx + bc).

 (x – a) = 0,

x1 = a.

x2 – bc – cx + bc = 0,

x(x – b) – c(x – b) = 0,

(x – b)(x – c) = 0,

x – b = 0, x2 = b

x – c = 0, x3 = c.

Ответ: x1 = a; x2 = b; x3 = c.

Замечание: корни уравнения можно было легко найти, пользуясь теоремой Виета для кубического уравнения:

если   x3 + px2 + qx + r = 0, то  

x1 + x2 + x3 = - p,

x1x2 + x1x3 + x2x3 = q,

x1x2x3 =  - r .

В нашем случае:
x1 + x2 + x3 = a + b + c,

x1x2 + x1x3 + x2x3 = ab + bc +cd,

x1x2x3 = abc.

Отсюда следует, что  x1 = a; x2 = b; x3 = c.

Графический метод решения систем нелинейных уравнений.

Системы нелинейных уравнений с двумя неизвестными можно решать графически. Для этого нужно начертить графики обоих уравнений и найти координаты точек их пересечения. Нам уже известны графики следующих уравнений:

1) ax + by + c = 0 — прямая линия.

2) xy = k — гипербола.

3) (x ( a)2 + (y ( b)2 = R2 — уравнение окружности с центром A(a, b) и радиусом R.
 К этому виду приводятся с помощью выделения полных квадратов уравнения вида:
x2 + y2 ( 2ax ( 2by + c = 0.

4) ax2 + bx + c = 0 — парабола y = ax2  c вершиной в точке  A(m, n), где m = (b / 2a, а   n =  (4ac ( b2) / 4a.

Пример 11.58. Найдём графически корни системы:
x2 + y2 ( 2x + 4y ( 20 = 0,

2x ( y = (1.

Решение. Выделяя полные квадраты, получаем:
x2 + y2 ( 2x + 4y ( 20 = (x2 ( 2x +1) + (y2 + 4y + 4) (1 ( 4 ( 20 = (x ( 1)2 + (y + 2)2 ( 25.

Значит, систему уравнений можно записать так:
(x ( 1)2 + (y + 2)2 = 25,

2x ( y = (1.

Графиком первого уравнения является окружность с центром A(1; (2) и радиусом 5. А       2x ( y = ( 1  — уравнение прямой, проходящей через точки B(0; 1) и C(2; 5). Строим окружность радиуса 5 с центром в точке A и проводим прямую через точки B и C. Эти линии пересекаются в двух  точках M(1; 3) и N((3; (5). Значит решение системы таково: x1 = 1, y1 = 3; x2 = (3, y2 = (5.














Уравнения содержащие знак модуля.

Два числа, модули которых равны, либо равны между собой, либо отличаются лишь знаком: если  (a( = (b(, то либо a = b, либо a = (b. Применим это замечание к решению уравнения 
(3x ( 1( = (2x + 3(.

В силу сказанного выше из этого уравнения вытекает, что либо 3х ( 1 = 2х + 3, либо            3х ( 1 = ((2х + 3). Корнем первого уравнения является число 4, а второго — число  (2 / 5. Итак, решение уравнения имеет вид  х1 = 4, х2 = (2 / 5.

В других случаях бывает полезно сначала установить, в каких точках обращаются в нуль выражения, стоящие под знаком модуля. Эти точки разбивают числовую ось на промежутки, внутри которых выражения сохраняют постоянный знак (промежутки знакопостоянства). Это позволяет освободиться на каждом из таких промежутков от знака модуля и свести задачу к решению нескольких уравнений — по одному на каждом промежутке.

При решении уравнений с модулем используется определение модуля и метод интервалов. Напомним, что

f (x), если   f (x) ( 0,

( f (x) ( =

 – f (x), если   f (x) < 0.

Пример 12.59. Решим уравнение. 

(x( = (3 ( 2x( ( x ( 1.

Решение. Выражение x обращается в нуль при x = 0, а выражение  3 ( 2x — при x = 3 / 2. Точки 0 и 3 / 2 разбивают числовую ось на промежутки (((; 0),[0; 3 / 2], (3 / 2; (). При (( <  x < 0 имеем x < 0 и  3 ( 2x > 0. Поэтому на этом промежутке  (x( = ( x, (3 ( 2x( = 3 ( 2x и уравнение принимает вид   (x = 3 ( 2x ( x ( 1. Решая его, получаем, что x = 1. Но это значение x не лежит на (((; 0), и потому на этом промежутке уравнение корней не имеет. При 0 ( x ( 3/ 2 имеем         x ( 0, 3 ( 2x ( 0, поэтому (x( = x,                      (3 ( 2x( = 3 ( 2x. И уравнение принимает вид x =  3 ( 2x ( x ( 1. Решая его, находим           x = 0,5. Так как это значение  x принадлежит промежутку [0; 3 / 2], то 1 / 2 является корнем заданного уравнения. Наконец, на промежутке (3 / 2; +() имеем x > 0, 3 ( 2x < 0, а потому (x( = x, (3 ( 2x( = ((3 ( 2x) и уравнение принимает вид  x =  ((3 ( 2x) ( x ( 1, т.е. 0 = ( 4. Значит, на этом промежутке нет корней заданного уравнения.

Мы получили, таким образом, что уравнение имеет лишь один корень, а именно x = 0,5.

Ответ: x = 0,5.

В некоторых случаях уравнение со знаком  модуля имеет бесконечно много решений.

Пример 12.60.   (8 ( 5x( = (3 + x( + (5 (6x(.

Выражения (8 ( 5x), (3 + x) и (5 ( 6x) обращаются в нуль соответственно в точках 8 /5, (3, 5 / 6. Эти точки разбивают числовую ось на  4 промежутка. При этом, в ходе решения, устанавливаем, что на промежутках  (((; (3), (5 / 6; 8 /5], (8 / 5; +() уравнение корней не имеет, а на промежутке [(3; 5 / 6] оно обращается в тождество 8 ( 5x = 3 + x + 5 ( 6x. Поэтому  ответ имеет вид [(3; 5 / 6].

Ответ: [(3; 5/ 6].

Несколько сложнее решаются уравнения, в которых встречается знак модуля под знаком модуля. Однако и в этом случае метод разбиения оси на промежутки знакопостоянства позволяет решить уравнение.

Пример 12.61. Решим уравнение  (2x ( 3 ( (x + 2(( = 8x + 12.

Решение. Выражение  (x + 2) обращается в нуль при x = (2. Если x < (2, то (x + 2) < 0 и потому (x + 2( = ((x + 2). Значит, на промежутке (((; ( 2) заданное уравнение принимает вид         (2x ( 3 + (x + 2)( = 8x + 12, т.е. (3x ( 1( = 8x + 12. Но при x < (2 имеем 3x ( 1 < 0 и потому                 (3x ( 1( = ( (3x ( 1). Получаем уравнение  ((3x ( 1) = 8x + 12, имеющее корень x = (1. Так как это число не лежит на промежутке (((; ( 2), то заданное уравнение не имеет на это промежутке корней.

Пусть теперь x ( ( 2. Тогда (x + 2( = x + 2, и мы получаем уравнение                           (2x ( 3 ( (x + 2)( =8x + 12, т.е. (x ( 5( = 8x + 12. Здесь надо рассмотреть два случая: x < 5 и x ( 5. В  первом случае           (x ( 5( = ((х ( 5), и потому получаем уравнение                    ((x ( 5) = 8x + 12. Его корень равен  (7 / 9. Поскольку (2 ( ((7 / 9) ( 5, то (7 / 9 является корнем заданного уравнения. Если же x ( 5, то (x ( 5( = x ( 5 и уравнение принимает вид   x ( 5 = 8x + 12. Корнем полученного уравнения является число  (17 / 7. Поскольку оно не лежит на луче [5; +(), оно не является корнем заданного уравнения. Итак, решение имеет вид x = ( 7 / 9.

Ответ: x = (7 / 9.

Пример 12.62.

(1 – 2x( + (3x + 2( + (x( = 5.

Решение. Приравниваем к нулю выражения, стоящие под знаком  модуля, отмечаем на числовой оси полученные значения, исследуем уравнения в каждом из полученных интервалов:


А) если x < – 2 / 3, то 1 – 2x > 0,  3x + 2 < 0, x < 0 и уравнение переписывается так:

1 – 2x – 3x – 2 – x = 5, т.е.  – 6x = 6,  x = – 1 ((–(; – 2 / 3).

Б) если    – 2 / 3  ( x < 0, то 1 – 2x > 0, 3x + 2 ( 0, x < 0 и поэтому имеем:

1 – 2x + 3x + 2 – x = 5, и т.к. 3 ( 5, то в промежутке [– 2 / 3; 0) корней нет.

В) если  0 ( x < 0,5, то получаем: 1 – 2x + 3x + 2 + x = 5, т.е.  2x = 2;  x = 1 ([0; 0,5).

Г) если 0,5 ( x, то   – 1 +2x + 3x + 2 + x = 5, 6x = 4,  x = 2 / 3  ((0,5; ().

Ответ: x1 = – 1; x2 = 2 / 3.

Пример 12.63. 

( x ( + ( x – 1 ( = 1. 

Решение. (x – 1) = 0, x = 1;  ( получаем интервалы:



A) x ((((; 0), тогда    – x – x +1 = 1;  – 2x = 0;  x = 0 ((((; 0).

Б) x ([0; 1), тогда  x – x +1 = 1; 1 = 1   (  x — любое число из [0; 1).

В) x ([1; (), тогда  x + x – 1 = 1; 2x = 2;   x = 1 ([1; ().

Ответ: x ([0; 1].

Основные методы решения рациональных уравнений.

1) Простейшие: решаются путём обычных упрощений — приведение к общему знаменателю, приведение подобных членов и так далее. Квадратные уравнения ax2 + bx + c = 0 решаются по выведенной нами формуле   

Также используется теорема Виета: x1 + x2 = – b / a; x1x2 = c / a.

2) Группировка: путём группировки слагаемых, применения формул сокращённого умножения привести (если удастся) уравнение к виду, когда слева записано произведение нескольких сомножителей, а справа — ноль. Затем приравниваем к нулю каждый из сомножителей.

3) Подстановка: ищем в уравнении некоторое повторяющееся выражение, которое обозначим новой переменной, тем самым упрощая вид уравнения. В некоторых случаях очевидно что удобно обозначить. Например, уравнение 

 (x2 + x – 5) / x + 3x / (x2 + x – 5) + 4 = 0, 

легко решается с помощью подстановки    (x2 + x – 5) / x = t, получаем                       t + (3 / t) + 4 = 0.

Или: 21 / (x2 – 4x  + 10) – x2 + 4x = 6. Здесь можно сделать подстановку   x2 – 4 = t.                        Тогда     21 / (t + 10) - t = 6 и т.д.

В более сложных случаях подстановка видна лишь после нескольких преобразований. Например, дано уравнение

(x2 + 2x)2 – (x +1)2 = 55. 

Переписав его иначе, а именно  (x2 + 2x)2 – (x2 + 2x + 1) = 55, сразу увидим подстановку  x2 + 2x=t.

Имеем t2 – t – 56 = 0, t1 = – 7, t2 = 8. Осталось решить x2 + 2x = – 7   и  x2 + 2x = 8.

В ряде других случаев удобную подстановку желательно знать “заранее”. Например 

1) Уравнение (x + a)4 + (x + b)4 = c  сводится к биквадратному, если сделать подстановку  
x = t – (a + b) / 2.

2) Симметрическое уравнение (возвратное)  a0xn + a1xn – 1 + … + a1x + a0 = 0  (коэффициенты членов, равностоящих от концов, равны) решается с помощью подстановки x + 1 / x = t, если n  —чётное; если n — нечётное, то уравнение имеет корень x = – 1.

3) Уравнение вида  (x + a)(x + b)(x + c)(x + d) = l сводится к квадратному, если               a + b = c + d   и т.д.
4) Подбор: при решении уравнений высших степеней рациональные корни уравнения 


anxn + an – 1xn – 1 + … + a1x + a0 = 0 ищем в виде  p / q, где              p —  делитель a0, q — делитель an, p и q  взаимно просты, p(Z, q(N.

5) “Искусство”, т.е. решать пример нестандартно, придумать “свой метод”, догадаться что-то прибавить и отнять, выделить полный квадрат, на что-то разделить и умножить и т.д. 

6) Уравнения с  модулем: при решении уравнений с модулем используется определение модуля и метод интервалов. Напомним, что

f (x), если   f (x) ( 0,

( f (x) ( =

 – f (x), если   f (x) < 0.

Рациональные неравенства.

Пусть ((() ( числовая функция одного или нескольких переменных (аргументов). Решить неравенство 


((() < 0           (((() > 0)                                             (1)

( это значит найти все значения аргумента (аргументов) функции (, при которых неравенство (1) справедливо. Множество всех значении аргумента (аргументов) функции (, при которых неравенство (1) справедливо, называется множеством решении неравенства или просто решением неравенства.


Множество решении нестрого неравенства 





((() ( 0
(((() ( 0)



 (2) 

представляет собой объединение множества решении неравенства (1) и множества решении уравнения ((() = 0.


Два неравенства считаются эквивалентными, если множества их решении совпадают.


Под множеством допустимых значении неизвестных, входящих в неравенство, понимают область определения функции ((().


Неравенства вида (1) или (2), составленные для различных функции (i((), могут быть сведены в систему неравенств. Решить систему неравенств ( это значит найти множество всех значении аргументов функции (i((), при которых справедливы  все неравенства системы одновременно. 


Говорят, что системы неравенств эквивалентны, если множества их решении совпадают.

Свойства равносильных неравенств.

При решении неравенств используют свойства равносильности.


Неравенства с одной переменной называются равносильными, если множества их решении совпадают.


Например, неравенства 3х > 6 и х – 2 > 0 имеют одинаковые множества решении х([2; +(]. Эти неравенства – равносильные.


Неравенства х > 0 и х2 > 0 – неравносильные, так как решение первого неравенства есть множество х([0; +(], а решение второго неравенства есть множество х([-(; 0]([0; +(]. Эти множества не совпадают.


При решении неравенств выполняются только такие преобразования, при которых получаются более простые равносильные неравенства. Эти преобразования возможны при выполнении следующих свойств равносильных неравенств.


Свойство 1. Если к обеим частям неравенства прибавить одно и то же число  или одно и то же выражение, которое имеет смысл при всех значениях переменной, то получим неравенство, равносильное данному.


Дано. Р(х) > Q(x) – неравенство, Т(х) – выражение, которое имеет смысл при всех действительных значениях х, х(R.


Доказать. Неравенства Р(х) > Q(x) и Р(х) + Т(х) > Q(x) + T(x) – равносильные.


Доказательство. а) Пусть при х = а неравенство Р(а) > Q(a) – верное числовое равенство, т.е. х =а – одно из решении неравенства Р(х) > Q(x), Т(а) – значение Т(х) при х =а.


По свойству числовых неравенств Р(а) + Т(а) > Q(a) + T(a) – верное числовое неравенство.


Следовательно, х = а – одно из решений неравенства Р(х) + Т(х) > Q(x) + T(x). Поэтому, если х =а есть решение первого неравенства, то это значение есть также решение второго неравенства.


б) Пусть х = b – одно из решений неравенства Р(х) + Т(х) > Q(x) + T(x), т.е. P(b) + T(b) > Q(b) + T(b) –верное числовое неравенство. По свойству числовых неравенств P(b) > Q(b) – тоже верное числовое неравенство. Следовательно, х = b – решение неравенства P(x) > Q(x).


Так как множества решений неравенства P(x) > Q(x) и P(x) + T(x) >         > Q(x) + T(x) совпадают, то эти неравенства равносильные.

Свойство 2. Если в неравенстве любое слагаемое, которое имеет смысл при вех х(R, перенести из одно части в другую с противоположным знаком, то получим неравенство, равносильно данному.


Дано.  P(x) + T(x) > Q(x) – неравенство, Т(х) – слагаемое, которое имеет смысл при всех х(R.


Доказать. Неравенства P(x) + T(x) > Q(x) и P(x) > Q(x) – T(x) – равносильные.


Доказательство. По свойству 1 можно к обеим частям неравенства    P(x) + T(x) > Q(x) прибавить слагаемое (-Т(х)), так как это слагаемое имеет смысл при всех х(R; получим равносильное неравенство:

P(x) + T(x) – T(x) > Q(x) – T(x), отсюда P(x) > Q(x) – T(x).
Свойство 3. Если обе части неравенства умножить на одно и то же положительное число или на одно и то же выражение, положительное при всех значениях переменной, то получим неравенство, равносильное данному.

Дано. P(x) > Q(x) – неравенство (1),

T(x) > 0, x(R,

P(x)(T(x) > Q(x)(T(x) – неравенство (2).


Доказать. Неравенства (1) и (2) равносильные.


Доказательство. Пусть при х = а P(a) > Q(a) – верное числовое неравенство, т.е. х = а – одно из решении первого неравенства. T(a) – значение Т(х) при х = а Т(а) > 0.


По свойству числовых неравенств P(a)(T(a) > Q(a)(T(a) – тоже верное числовое неравенство, т.е. х = а –одно из решении первого неравенства. Следовательно, если х= а – решение первого неравенства, то х = а – также решение второго неравенства.


Пусть при х = b неравенство P(b)(T(b) > Q(b)(T(b) – верное числовое неравенство, т.е. х = b – одно из решении второго неравенства.


По свойству числовых неравенств P(b) > Q(b) – тоже верное числовое неравенство, так как T(b) > 0. Следовательно, х = b – одно из решении первого неравенства.


Поскольку множества решении первого и второго неравенств совпадают, то они равносильные.

Свойство 4. Если обе части неравенства умножить на одно и то же отрицательное число или на одно и то же выражение, отрицательное при всех значениях переменной, и изменить знак неравенства на противоположный, то получим неравенство, равносильное данному.

Это свойство доказывается аналогично 3 свойству.

Алгебраические неравенства.

Линейными (строгими и нестрогими) называются неравенства вида

ax + b > 0,  ax + b < 0, ax + b ( 0, ax + b ( 0, a ( 0,

решениями которых будут:

при a > 0

x((-  EQ \F(b;a) ; ( ), x(( -(; -  EQ \F(b;a)  ), x([ -  EQ \F(b;a) ; ( ),  x(( -(; -  EQ \F(b;a)  ],

при а < 0

x(( -(; -  EQ \F(b;a)  ), x(( -  EQ \F(b;a) ; ( ), x(( -(; -  EQ \F(b;a)  ],  x([ -  EQ \F(b; a) ; ( ).

Квадратными (строгими и нестрогими) называются неравенства вида 

ax2 + bx + c > 0,
ax2 + bx + c < 0,

ax2 + bx + c ( 0,
ax2 + bx + c ( 0,

где a, b, c ( некоторые действительные числа и а ( 0.


Квадратное неравенство ax2 + bx + c > 0 в зависимости от значении своих коэффициентов a, b и c имеет решения:

при а > 0 и D = b2 – 4ac ( 0

x(( -(; EQ \R(D)  EQ 

 EQ \F(-b -  ;2a ) 
)((
[image: image1.wmf] 
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D

b
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-

; ();

при а > 0 и D < 0   x ( любое действительное число;

при а < 0 и D ( 0

x(( EQ \R(D)  EQ \F(-b + ;2a) 
 ; EQ \R(D)  EQ \F(-b -  ;2a ) 
 );

при а < 0 и D < 0 




       x = ( (т. е. решении нет ).


Решение неравенства ax2 + bx + c < 0 сводится к решению рассмотренного неравенства, если обе части неравенства умножить на (-1).

Метод интервалов.

Пусть Рn(x) ( многочлен n-й степени с действительными коэффициентами, а c1, c2, ( , ci ( все действительные корни  многочлена  с кратностями k1, k2, ( , ki соответственно, причем с1 > c2 > ( > ci. Многочлен Pn(x) можно представить в виде



Рn(x) = (x - c1) k1(x - c2) k2 ( (x – ci)ki Qm(x),

(3)

где многочлен Qm(x) действительных корней не имеет и либо положителен, либо отрицателен при всех х(R. Положим для определенности, что Qm(x) > 0. Тогда при х > c1 все сомножители в разложении (3) положительны и Рn(х) > 0. Если с1 ( корень нечетной кратности (k1 ( нечетное), то при х((с2; с1) все сомножители в разложении (3), за исключением первого, положительны и Рn(х)<0. В этом случае говорят, что многочлен Рn(х) меняет знак при переходе через корень с1. Если же с1 ( корень четной кратности (k1 ( четное), то все сомножители (в том числе и первый) при х((с2; с1) положительны и, следовательно,  Рn(х) > 0 при х((c2; с1). В этом случае говорят, что многочлен Рn(х) не меняет знак при переходе через корень с1.

Аналогичным способом, используя разложение (3), нетрудно убедится, что при переходе через корень с2 многочлен Рn(х) меняет знак, если k2 ( нечетное, и не меняет знака, если k2 ( четное. Рассмотренное свойство многочленов используется для решения неравенств методом интервалов. Для того чтобы найти все решения 



Рn(х) > 0,




(4)

достаточно знать все действительные корни многочлена Рn(х)  их кратности и знак многочлена Рn(х) в произвольно выбранной точке, не совпадающей с корнем многочлена.

Пример: Решить неравенство




              х4 + 3х3 – 4х > 0.




(*)

Решение. Разложим на множители многочлен Р4(х), стоящий в левой части неравенства (*). Вынося множитель х за скобку, получаем

Р4(х) = х(х3 + 3х2 – 4).


Второй сомножитель, представляющий собой кубический многочлен, имеет корень х = 1. Следовательно, он может быть представлен в виде

х3 + 3х2 – 4 = (х-1)(х2 + 4х + 4) = (х-1)(х + 2) 2.


Таким образом, Р4(х) = х(х - 1)(х + 2) 2 и неравенство (*) может быть записано в виде 





    х(х –1)(х + 2)2  > 0.


        (**)


Решим неравенство (**) методом интервалов. При х > 1 все сомножители, стоящие в левой части неравенства, положительны. 


Будем двигаться по оси Ох справа налево. При переходе через точку х = 1 многочлен Р4(х) меняет знак и принимает отрицательные значения, так как х = 1 ( простой корень (корень кратности 1); при переходе  через точку х = 0 многочлен также меняет знак и принимает положительные значения, так как х = 0 ( также простой корень; при переходе через точку х = -2 многочлен знака не меняет, так как х = -2 ( корень кратности 2. Промежутки знакопостоянства многочлена Р4 (х) схематически представлены на рис 1. Используя этот рисунок, легко выписать множество решений исходного неравенства.

Ответ. х ( (-(; -2) ( (-2; 0) ( (1; ().
Пример: Решить неравенство

 (х2 – 3х – 2)(х2 – 3х + 1) < 10.

Решение: Пусть х2 – 3х – 2 = y. Тогда неравенство примет вид y(y +3) < 10, или y2 + 3y – 10 < 0, откуда (y + 5)(y – 2) < 0. Решением этого неравенства служит интервал –5<y<2. Таким образом, получаем систему неравенств

x2 – 3x – 2 < 2,


x2 – 3x – 4 < 0,

или
x2 – 3x –2 > -5, 


x2 – 3x + 3 > 0,

откуда

(x – 4)(x + 1) < 0,

(x +  EQ 

 EQ \F(3;2) )2 +  EQ \F(3;4)  > 0.


Поскольку второе неравенство выполняется при всех х, решение этой системы есть интервал (-1; 4).

Ответ: (-1; 4).

Пример: Решить неравенство

х4 – 34х2 + 225 < 0.

Решение. Сначала решим биквадратное уравнение х4 – 34х2 + 225 < 0. Полагая    х2 = z, получаем квадратное уравнение z2 – 34z + 225 = 0, из  которого находим: z1 = 9 и z2 = 25. Решая уравнения х2 = 9 и х2 = 25, получаем 4 корня биквадратного уравнения: -3, 3, -5, 5. Значит, х4 – 34х2 + 225 = (х + 5)(х + 3)(х – 3)(х – 5), и поэтому заданное неравенство иммет  вид:
 (х + 5)(х + 3)(х – 3)(х – 5) < 0.


Изображаем на координатной прямой точки –5, -3, 3, 5 и проводим кривую знаков. Решение неравенства является объединение интервалов (-5; -3) и   (3; 5). 

Ответ: (-5; -3)((3; 5).

Пример: Решить неравенство

х4 – 3 < 2х(2х2 – х – 2).

Решение. Дано целое рациональное неравенство. Перенесем все слагаемые в левую часть и приведем многочлен к стандартному виду. Получим равносильное неравенство

х4 – 4х3 + 2х2 + 4х – 3 < 0.


Решая уравнение х4 – 4х3 + 2х2 + 4х – 3 = 0, находим корни х1 = -1, х2,3 = 1, х4 = 3. Тогда неравенство можно переписать в виде

 (х – 1) 2(х + 1)(х – 3) < 0.


Найденные корни разбивают числовую ось на четыре промежутка, на каждом из которых левая часть неравенства, а значит, и исходного неравенства сохраняет знак. Выбирая пробные точки в каждом из промежутков (достаточно значения х подставлять только в последний два сомножителя), получаем знаки, указанные на рисунке. Видим, что неравенство выполняется на промежутках (-1; 1) и   (1; 3).


Так как неравенство строгое, то числа –1, 1, 3 не входят в решение неравенства.

Ответ: (-1; 1)((1; 3).      
Дробно-рациональные неравенства.

Решение рационального неравенства





        EQ \F(Рn(х);Qm(x))  > 0





 (5)

где Рn(х) и Qm(х) ( многочлены, сводится к решению эквивалентного неравенства (4) следующим образом: умножив обе части неравенства (5) на многочлен [Qm(x)]2, который положителен при всех допустимых значениях неизвестного х (т.е. при тех х, при которых Qm(x) ( 0), получим неравенство





Рn(х) ( Qm(x) > 0,

эквивалентное неравенству (5).


Дробно-линейным называется неравенство вида

 EQ \F(ax + b;cx + d) > k
где a, b, c, d, k ( некоторые действительные числа и с ( 0,  EQ    (если с = 0, то дробно-линейное неравенство превращается в линейное, неравенство (6) не содержит аргумента). К дробно-линейным неравенствам относятся и неравенства вида (6), где вместо знака  > стоят знаки <, (, (. Решение дробно-линейного неравенства сводится к решению квадратного неравенства. Для этого необходимо умножить обе части неравенства (6) на выражение  (сх + d)2, положительное при всех х(R и x ( -d/c.       

Пример: Решить неравенство

 EQ \F(х + 2 ; х2 – х – 2) < -1.


Решение: Прибавляя к обеим частям неравенства 1, получим неравенство вида (5).

 EQ \F(х2;х2 – х – 2)< 0,

которое эквивалентно неравенству

х2(х2 – х – 2) < 0.


Множество решений последнего неравенства находится методом интервалов: х(( -1;0)((0;2).

Ответ: х((-1;0)((0;2).    
Пример: Решить неравенство
 EQ \F(х2 + 4х - 1; х2 + 4х + 3)  (  EQ \F(1;х + 1) .

Решение: Перенеся все члены неравенства в левую часть, получим
  EQ \F(х2 + 4х - 1;(х + 1)(х + 3)) - -  EQ \F(1;х + 1)  ( 0, или   EQ \F(х2 + 3х - 4;(х + 1)(х + 3))  ( 0, откуда   EQ \F((х - 1)( х + 4);(х + 1)(х + 3))  ( 0.
 Пользуясь методом интервалов и учитывая знак неравенства, заключаем, что решением неравенства является  объединение полуинтервалов:             [-4; -3)((-1; 1].

Ответ: [-4; -3)((-1; 1]. 

Пример: Решить неравенство:
 EQ \F(х2(2х - 9)(х - 1)3;(х + 4)5(2х - 6)4 ) ( 0.

Решение: Полагая х ( 0 и х ( 3, разделим обе части  неравенства на положительную дробь   и получим   и сразу заметим, что  х = 0 удовлетворяет заданному неравенству, а х = 3 не удовлетворяет. Кроме того, множители с нечетными показателями степени заменим соответствующими множителями первой степени (ясно, что при этом знак выражения в левой части неравенства не изменится). В результате получим более простое неравенство, равносильное заданному для всех х(0 и х(3:
 EQ \F((2х - 9)(х - 1);(х + 4))  ( 0.

Начертив кривую знаков, заштрихуем промежутки удовлетворяющие этому неравенству, и отметим на той же оси точки х = 0 и х = 3. Учитывая, что значение х = 0 является решением заданного неравенства, но не принадлежит заштрихованному промежутку, его следует дополнительно включать в ответ. Значение х = 3 не является решением неравенства, но принадлежит заштрихованному промежутку; следовательно, это значение нужно исключить. Итак, получаем ответ: (-(; -4)([1; 3)(       ((3; 4,5]U0.

Ответ: (-(; -4)([1; 3)((3; 4,5]U0.
Пример: Решить неравенство
 EQ \F(х4 - 3х3 + 2х2;х2 - х - 30)  < 0.

Решение. Разлагая числитель и знаменатель на множители, переписываем данное неравенство в виде
 EQ \F(х2(х - 1)(х - 2);(х - 6)(х + 5))  < 0.

Точками, в которых множители меняют знаки, являются –5, 1, 2, 6. Они разбивают числовую ось не интервалы (-(; -5), (-5; 1), (1; 2), (2; 6),(6; +().        С помощью кривой знаков находим интервалы, где выполняется неравенство: (-5; 1) и (2; 6). При этом из (-5; 1) надо удалить точку 0, так как в этой точке выражение обращается в нуль. Итак, получаем ответ в виде (-5; 0)((0; 1)((2; 6).

Ответ: (-5; 0)((0; 1)((2; 6).

Пример: Решить неравенство

 EQ 

 EQ \F(х4 - 3х3 + 2х2;х3 - 5х2)   < 0.
Решение. Разлагая числитель и знаменатель на множители, перепишем данное неравенство в виде

 EQ \F(х2(х - 1)(х - 2);х2(х - 5))   < 0.

Нанесем числа 0, 1, 2, 5, при которых числитель и знаменатель обращаются в нуль, на числовую ось. Они разбивают числовую ось на пять промежутков.

С помощью “пробных” точек найдем знак выражения в каждом промежутке.

Выпишем интервалы, где выполняется неравенство: (-(; 0), (0; 1),   (2; 5).

Ответ: (-(; 0)((0; 1)((2; 5).

Неравенства, содержащие неизвестное под знаком абсолютной величины.

При решении неравенства, содержащих неизвестное под знаком абсолютной величены, используется тот же прием, что и при решении уравнении, содержащих неизвестное под знаком абсолютной величены, именно: решение исходного неравенства сводится к решению нескольких неравенств, рассматриваемых на промежутках знакопостоянства выражений, стоящих под знаков абсолютной величены. 


Пример: Решить неравенство




(х2 - 2( + х < 0.




(*)

Решение: Рассмотрим промежутки знакопостоянства выражения  х2 – 2, стоящего под знаком абсолютной величены.

1) Предположим, что

х2 – 2 ( 0,

тогда неравенство (*) принимает вид





 х2 + х –2 < 0.

Пересечение множества решений этого неравенства и неравенства х2 –2 ( 0 представляет собой первое множество решений исходного неравенства (рис  1): х((-2; - EQ \R(,2) ].
2) Предположим, что х2 – 2 < 0, тогда согласно определению абсолютной величены имеем (х2 - 2(= 2 – х2, и неравенство (*) приобретает вид

2 – х2 + х < 0.



Пересечение множества решений этого неравенства и неравенства х2 – 2 < 0 дает второе множество решений исходного неравенства (рис. 2): х((- EQ \R(,2) ; -1).


Объединяя найденные множества решений, окончательно получаем   х((-2; -1)

Ответ: х((-2; -1).


В отличие от уравнений неравенства не допускают непосредственной проверки. Однако в большинстве случаев можно убедиться в правильности полученных результатов графическим способом. Действительно, запишем неравенство примера в виде





(х - 2( < -х.

Построим функции   y1 =(х2 - 2( и  y2 = -х, входящие в левую и правую часть рассматриваемого неравенства, и найдем те значения аргумента, при которых y1<y2. 

На рис. 3 заштрихованная область оси абсцисс содержит искомые значения х.


Решение неравенств, содержащих знак абсолютной величены, иногда можно значительно сократить, используя равенство (х(2= х2. 
Пример: Решить неравенство





( EQ \F(х –1;х +2) ( > 1.





(*)
Решение: Исходное неравенство при всех  х (​ -2 эквивалентно неравенству

(​х - 1(> (х + 2(.



           (**)

Возведя обе части неравенства (**) в квадрат, после приведения подобных членов получаем неравенство

6х < -3,

т.е. х < -1/2.


Учитывая множество допустимых значений исходного неравенства, определяемого условием х ( -2, окончательно получаем, что неравенство (*) выполняется при всех х((-(; -2)((-2; -1/2).

Ответ: (-(; -2)((-2; -1/2).

 Пример: Найти наименьшее целое х, удовлетворяющее неравенству:

 EQ \F(2х + 5;(х +1()  > 1.

Решение: Так как (х +1( ( 0 и, по условию, (х +1( ( 0, то данное неравенство равносильно следующему: 2х + 5 > (х +1(. Последнее в свою очередь, эквивалентно системе неравенств –(2х + 5) < х + 1 < 2х + 5, 

откуда 

Наименьшим целым числом х удовлетворяющей этой системе 
будет неравенств, является 0. Заметим, что х ( -1, иначе выражение в левой части данного неравенства не имеет смысла.

Ответ: 0.

Пример: Решить неравенство:

 EQ \F(-2;(х(+1)  ( (х( - 2 .

Решение: Пусть (х( = y. Заметим далее, что (х( + 1 > 0. Поэтому данное неравенство эквивалентно следующему: -2 ( (y –2)(y + 1), или y2 – y ( 0, или 0 (y( 1, или 0 ((х(( 1. Отсюда -1( х ( 1.

Ответ: [-1; 1]. 

Пример: Решить неравенство

(х2 – 3х + 2(+ (2х + 1( ( 5.

Решение. х2 – 3х + 2 отрицателен при 1 < x < 2 и неотрицателен при остальных х, 2х + 1 меняет знак при х = -Ѕ. Следовательно, нам надо рассмотреть четыре случая.

1. х < -Ѕ. В этом случае х2 – 3х + 2 > 0, 2х +1 < 0. Получаем неравенство           х2 – 3х + 2 – 2х – 1 ( 5, х2 – 5х – 4 ( 0. С учетом условия х < -Ѕ находим   EQ \F(5 - ;2) 
 ( х ( -Ѕ.
2. – Ѕ ( х ( 1. Имеем неравенство х2 – х – 2 ( 0. Его решение  –1 ( х ( 2. Следовательно, весь отрезок –Ѕ ( x ( 1удовлетворяет неравенству .
3. 1 < x < 2. Получаем х2 – 5х + 6 ( 0; х ( 2 или х ( 3. Вновь подходит весь интервал.
4. х ( 2. Неравенство то же, что и в случае 2. Подходит лишь х = 2.
Ответ:  EQ \F(5 - ;2) 
 ( х ( 2.

Пример: Решить  неравенство.

((х3 + х - 3(- 5(( х3 – х + 8.

Решение. Решим это неравенство не стандартным образом.


(х3 + х - 3( - 5 ( х3 – х + 8,                (х3 + х - 3( ( х3 – х + 13

(х3 + х - 3( - 5 ( -х3 + х – 8                (х3 + х - 3( ( - х3 + х – 3


     х3 + х – 3 ( х3 – х + 13

       х ( 8,


     х3 + х – 3 ( -х3 + х – 13,

       х3 ( -5,


     х3 + х – 3 ( -х3 + х – 3,

       х3 ( 0,


     х3 + х – 3 ( х3 – х + 3 

       х ( 3


- EQ \R(3,5) ( х ( 8, 

- EQ \R(3,5) ( х ( 8.


х – любое

Ответ: - EQ \R(3,5) ( х ( 8.  

Неравенства с параметрами.

Неравенства с параметрами являются наиболее трудными задачами курса элементарной математики. Это объясняется тем, что их решения следует получать при всех допустимых значениях входящих в них параметров.

Пример: Для всех значений а решить неравенство

aх > 1/x.

Решение: Запишем неравенство в виде

 EQ 

 EQ \F(ax2 – 1;x ) > 0,

тогда исходное неравенство эквивалентно двум системам неравенств:

ax2 – 1 > 0,
ax2 – 1 < 0,

x > 0;        x < 0.  

Рассмотрим первую систему. Первое неравенство запишем в виде:

ax2 > 1.

При а > 0  оно эквивалентно неравенству х2 > 1/a, множество решений которого х < -1/ EQ \R(,а)  и x > 1/ EQ \R(,а) . В этом случае решения первой системы: х((1/ EQ \R(,а) ; (). При    а ( 0 левая часть неравенства ах2 –1 > 0 отрицательна при любом  х и неравенство решений не имеет, а следовательно, не имеет решений и вся система неравенств.


Рассмотрим вторую систему. При а > 0 решениями неравенства ах2 – 1<0 будут значения х((-1/ EQ \R(,а) ; 1/ EQ \R(,а) ), а решениями системы ( значения х((-1/ EQ \R(,а) ; 0). При a( 0 левая часть неравенства ах2 –1 < 0 отрицательна при 

любых значениях х, т.е. это неравенство выполняется при все х(R и, следовательно, решениями системы будут значения х((-(; 0).


Приведем графическую иллюстрацию решения этого примера. 

Для этого рассмотрим отдельно два случая а > 0 и а ( 0 и для каждого из них построим графики функций, стоящих в левой и правой частях исходного неравенства. Заштрихованные промежутки оси Ох представляют собой решение неравенства в рассматриваемых случаях.


Графическая иллюстрация облегчает решение уравнений и неравенств с параметрами.    

Ответ: Если а ( 0, то х((-(; 0); если а > 0, то х((-1/ EQ \R(,а) ; 0)((1/ EQ \R(,а) ; (). 

Пример: Решить неравенство:

 EQ 

 EQ \F(m2x + 1;2)  (  EQ \F(m2x + 3;3)  <  EQ \F(m + 9x;6) .

Решение: Преобразуем данное неравенство: 3m2х + 3 – 2mx2 – 6 < m + 9x;        mx2 – 9x < m + 3; (m – 3)(m + 3)x < m + 3. Далее находим решение неравенства при различных значения параметра m:

1) Пусть (m – 3)(m + 3) > 0, т.е. m < -3 или m > 3. Тогда неравенство имеет решение х < 1/(m – 3).

2) Пусть (m – 3)(m + 3) < 0, т.е. –3 < m < 3. Тогда неравенство имеет решение   х > 1/(m – 3).

3) Пусть (m – 3)(m + 3) = 0, т.е. m = 3 или m = -3. Тогда если m = 3, то неравенство примет вид 0(х < 6 и, значит выполняется при любом х(R. Если же       m = -3, то неравенство примет вид 0(х < 0 и, следовательно, не имеет решении.  

Пример: Для каждого неотрицательного значения параметра а решить неравенство

4а3х4 + 4а2х2 + 32х + а + 8 ( 0.

Решение. Левая часть неравенства представляет собой многочлен как относительно х, так и относительно параметра а. Степени соответственно равны 4 и 3. Однако если умножить многочлен на а, а затем сделать замену y = ax, то в новом многочлене максимальная степень параметра а будет равна 2. Случай а = 0 дает нам ответ х ( - ј. Будем теперь считать, что а > 0. Умножив обе части неравенства на а и сделав замену y = ax, получим

4y4 + 4ay2 + 32y + a2 + 8a ( 0.

Левая часть представляет собой квадратный трехчлен относительно а:

a2 + (4y2 + 8)a + 4y2 + 32y ( 0,

јD = (2y2 + 4) 2 – 4y2 – 32y = 16(y – 1) 2.

Раскладывая левую часть неравенства на множители, получим

(а + 2y2 + 4y)(a + 2y2 – 4y + 8) ( 0,

или
 (2y2 + 4y + a)(2y2 – 4y + 8 + a) ( 0.

Второй множитель положителен при всех y, если а > 0. Приходим к неравенству 2y2 + 4y + a ( 0, откуда, если 0 < a < 2, y ( Ѕ(-2 - EQ \R(,4 – 2a) ) или y ( Ѕ(-2+ EQ \R(,4 – 2a) ); если а ( 2,  y – любое. Возвращаясь к х, получим ответ.

Ответ: Если а = 0, то х ( - ј; если 0 < a < 2, то х ( 1/2a*(-2 -  EQ \R(,4 – 2a) ) или          х ( 1/2a(-2 +  EQ \R(,4 – 2a) ); если а ( 2, то х – любое.    

Пример: Решить систему неравенств

х2 – 3х + 2 ( 0,

ах2 – 2(а + 1)х + а – 1 ( 0.

 Решение: Поскольку решением первого неравенства является 1 ( х ( 2, то задача сводится (при а ( 0) к выяснению расположения корней квадратного трехчлена f(x) = ах2 – 2(а + 1)х + а –1 относительно отрезка [1; 2]. Имеем

јD = (а + 1) 2 – а(а – 1) = 3а + 1, f(1) = -3, f(2) = а – 5.


Область изменения параметра а оказалось разделенной на 4 части (не считая граничных точек).

1) Если а < - 1/3, второе неравенство, а следовательно и данная система не имеют решения. То же имеет место и при а = -1/3.

2) Если –1/3 < a < 0, то f(1) < 0, f(2) < 0. Для вершины параболы выполняется неравенство хв =  EQ \F(а + 1;а)  < 0 (рис. 1,а ). Следовательно, множество решении второго неравенства не содержит точек отрезка [1; 2]. Система 

не имеет решения. То же имеет место и при а = 0.

3) Если 0 < a < 5, то f(1) < 0, f(2) < 0 (рис. 1, б). Значит, на всем отрезке [1; 2] f(x) < 0. Система вновь не имеет решения.

4) Если а ( 5, то f(1) < 0, f(2) ( 0 (рис. 1, в). Решением системы будет х2 ( х ( 2 где х2 – больший корень уравнения f(x) = 0.
Ответ: Если а < 5, система не имеет решения; если а ( 5, то 1/а(а + 1 + EQ \R(,3а  +1) ) ( х ( 2.

Пример: Решить неравенство

(2х2 + х – а - 8( ( х2 + 2х – 2а – 4.

Решить:  Напомним, что неравенство (а( ( b эквивалентно двойному неравенству –b ( a ( b. В нашем случае после преобразования приходим к системе неравенств

а ( -х2 + х + 4,

а ( х2 + х – 4.

Изобразим на плоскости (х; а) множество точек, координаты которых удовлетворяют полученной системе. При конкретном значении параметра        а = ( решением нашего неравенства будут абциссы тех точек горизонтальной прямой а = (, которые находятся в заштрихованной области. Найдем точки пересечения А(2; 2), В(-2; -2) наших точек парабол и вершину С(-0,5; -4,25) параболы а = х2 +х – 4.


Далее получаем: если а > 2, то соответствующая прямая пересекается с заштрихованной областью.


Если –2 < a ( 2, то соответствующая прямая пересекается с заштрихованной областью по отрезку. Концами этого отрезка будут точки с абциссами Ѕ(-1 +  EQ \R(,17 + 4а) ) (больший корень уравнения а = х2 + х – 4 или х2 – х – 4 + а= 0).


Если –4ј ( a ( -2, то горизонтальная прямая, соответствующая таким а, пересекается с заштрихованной областью по двум отрезкам. Решением неравенства будет

Ѕ(1 -  EQ \R(,17 - 4а) ) ( х ( - Ѕ(1 +  EQ \R(,17 + 4а) ),

Ѕ(-1 +  EQ \R(,17 - 4а) ) ( х ( -Ѕ(1 +  EQ \R(,17 + 4а) ).

Если а < -4ј, то Ѕ(1 -  EQ \R(,17 - 4а) ) ( x ( Ѕ(1 +  EQ \R(,17 - 4а) ).
Системы рациональных неравенств.

Пусть надо найти числовые значения х, при которых превращаются в верные числовые неравенства одновременно несколько рациональных неравенств. В таких случаях говорят, что надо решить систему рациональных неравенств с одним неизвестным х.


Чтобы решить систему рациональных неравенств, надо найти все решения каждого неравенства системы. Тогда общая часть всех найденных решений и будет решением системы.    

Пример: Решить систему неравенств


(х –1)(х – 5)(х – 7) < 0,

 EQ \F((x - 2)(x - 3);x - 4)  > 0.

Сначала решаем неравенство

 (х – 1)(х – 5)(х – 7) < 0.

Применяя метод интервала (рис. 1), находим, что множество всех решении неравенства (2) состоит из двух интервалов: (-(, 1) и (5, 7).


Теперь решим неравенство

 EQ \F((x - 2)(x - 3);x - 4)  > 0.

Применяя метод интервалов (рис. 2), находим, что множество всех решении неравенства (3) также состоит их двух интервалов: (2, 3) и         (4, +().


Теперь надо найти общую часть решении неравенств (2) и (3). Нарисуем координатную ось х и отметим на ней найденные решения. Теперь ясно, что общей частью решении неравенств (2) и (3) является интервал      (5, 7) (рис. 3).


Следовательно, множество всех решении системы неравенств (1) составляет интервал (5, 7).

Пример: Решить систему неравенств

  х2 – 6х + 10 < 0, 

 EQ \F(x9 - x3 + x + 2;x4 - x2 + 1)  > 0.

Решим сначала неравенство

х2 – 6х + 10 < 0.

Применяя метод выделения полного квадрата, можно написать, что

х2 – 6х + 10 = х2 - 2(х(3 + 32 - 32 + 10 = (х – 3) 2 +1.

Поэтому неравенство (2) можно записать в виде

 (х – 3) 2+ 1 < 0,

откуда видно, что оно не имеет решении.


Теперь можно не решать неравенство

 EQ \F(x9 - x3 + x + 2;x4 - x2 + 1)  > 0,

так как ответ уже ясен: система (1) не имеет решении.

Пример: Решить систему неравенств

  EQ \F(х2 + х - 4;х)  < 1,

x2 < 64.

Рассмотрим сначала первое неравенство; имеем 

 EQ \F(х2 + х - 4;х)  - 1 < 0,  EQ \F((х - 2)(х + 2);х) < 0.

С помощью кривой знаков (рис. 4) находим решения этого неравенства: х < -2;  0 < x < 2.


Решим теперь второе неравенство заданной системы. Имеем x2 - 64 < 0, или (х – 8)(х + 8) < 0. С помощью кривой знаков (рис. 5) находим решения неравенства: -8 < x < 8.

Отметив найденные решения первого и второго неравенства на общей числовой прямой (рис. 6), найдем такие промежутки, где эти решения совпадают (пресечение решении): -8 < x < -2; 0 < x < 2. Это и есть решение системы.

Пример: Решить систему неравенств

х2 ( 100х3; 

 EQ \F((х + 9)(5х - х2 - 18);х2 - 18х +45)  ( 0.

Преобразуем первое неравенство системы:

х3(х – 10)(х + 10) ( 0,  или  х(х – 10)(х + 10) ( 0

 (т.к. множители в нечетных степенях можно заменять соответствующими множителями первой степени); с помощью метода интервалов (рис. 7) найдем решения последнего неравенства: -10 ( х ( 0, х ( 10.


Рассмотрим второе неравенство системы; имеем  

 EQ \F((х + 9)( х2 - 5х + 18);(х - 3)(х - 15) ) ( 0.


Находим (рис. 8) х ( -9; 3 < x < 15.
Объединив найденные решения, получим (рис. 9) х ( 0; х > 3.

Пример: Найти целочисленные решения системы неравенств:

х + y < 2,5,

x – y > -3,

y –1 > 0.

Решение: Приведем систему к виду

  x + y < 2,5,

  y – x < 3,

y > 1.

Складывая первое и второе неравенства, имеем y < 2, 75, а учитывая третье неравенство, найдем 1 < y < 2,75. В этом интервале содержится только одно целое число 2. При y = 2 из данной системы неравенств получим

х < 0,5,

x > -1,

откуда –1 < x < 0,5. В этом интервале содержится только одно целое число 0.

Ответ: х = 0, y =2.
ГРАФИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ НЕРАВЕНСТВ

Неравенства с одной или двумя переменными можно решать графически.

Неравенство с одной переменой можно записать так: f(x) > g(x),  где f(x) и g(x) – выражения, содержащие переменную.

Построим в одной системе координат графики функций y =  f(x) и       у = g(x).

 Решение неравенства есть множество значений переменой х, при которых график функций  у=g(x), так как f(x)>g(x).Это показано на рисунках 1 и 2. 

 Решение неравенства с двумя переменными f(x,y)>0 есть множество 
точек плоскости, координаты которых удовлетворяют этому неравенству. Рассмотрим на примерах решение некоторых неравенств с двумя переменными.

Пример 1. Решить графически неравенство
x + у > 0.
Решение. Запишем неравенство в виде  у> -х. Построим прямую у= -х. Координаты точек плоскости, которые лежат выше этой прямой, есть решение неравенства ( на рисунке 3 – заштрихованная область).

Пример 2. Решить графически неравенство 


х2 – у > 0.

Решение. Запишем неравенство в виде у < x2 .
Построим кривую у = х2 (парабола) (рисунок 4).

Решение неравенства есть координаты точек плоскости, которые лежат в заштрихованной области (ниже построенной параболы).

При решении систем неравенств с двумя переменными находят пересечение областей решений этих неравенств.

          
  Пример 3.Решить графически систему неравенств

x2 + у2 – 4 > 0,

y > 0,

x > 0.

Решение. Решение первого неравенства системы есть координаты точек плоскости (рисунок 5), которые лежат вне окружности х+у=4; решение второго неравенства есть координаты точек верхней полуплоскости; решение третьего неравенства есть координаты точек правой полуплоскости.

          Решением системы являются координаты точек, которые лежат в заштрихованной области.

ТЕСТ

1) Решить уравнение:    EQ \F(x - 1;x - 1)  = 1.

А) 0,


Б) 1,

В)  Нет решений,

Г) x( (((; 1)((1; ().

2) Решить уравнение:  EQ 

 EQ \f (x2 + 6x + 5;x + 1)  = 0.

А ) Нет решений,

Б) (1,

В) (5,

Г) (1; (5.

3) Решить уравнение:  EQ \f (2x - 3;x - 3)  +  EQ \f (5 - x;x - 3)  (  EQ \f (x + 2;x - 3)  = 0.

А) (2;   EQ \F(3;2) ;   /f (3;2) 5,

Б)  Нет решений,

В)  x( (((; 3)((3; (),
Г)  x (R.
4) Решить уравнение: ax = 1.

А) Если a ( 0, то x(R; если a = 0, то нет решений,

Б) Если a = 0, то нет решений; если a ( 0, то x =  EQ \F(1;a) ,

В) Если a = 0 , то x(R; если a ( 0, то x =   EQ \F(1;a) .

Г) Нет решений.

5) При каких  a  уравнение  ax2 ( 4x + a + 3 = 0 имеет более одного корня?

А) ( 4 < a < 0,

Б) 0 < a < 1,
В) a((((; 0)((0; (),

Г) ( 4 < a < 0; 0 < a < 1.

6) При каких a уравнение (a ( 2)x2 + (4 ( 2a)x + 3 = 0 имеет единственное решение?

А) 2,

Б) а((((; 2)((2; (),

В) 5,

Г) ( 4.

7) Решить уравнение: (x2 ( 1( + (a(x ( 1)( = 0. 

А) Если a ( 0, то x =1; если a = 0, то x = (1,

Б) Если а ( 0, то нет решений; если a = 0, то x = 1.

В) x = (1,

Г) Нет решений.

8) Решить систему: 

 EQ \F(1;y - 1)  (  EQ \F(1;y + 1)  =   EQ \F(1;x) ,

y2 ( x ( 5 = 0.

А) (4; 3), (4; ( 3),

Б) (1; 2),

В) Нет решений,

Г) x(R, y = (3.

9) Решить систему:

x2 + y2 ( 2x = 0,

x2 ( 2xy + 1 = 0.

А) (1; (1), (5; 5)

Б) Нет решений,

В) (1;1),

Г) ((2; 3), (3; (2).

10) При каких a неравенство 2x + a > 0 является следствием неравенства        x + 1 ( 3a > 0?

А)  EQ \f(2;7) , 

Б) а (  EQ \f(2;7) ,

В) при любых a,

Г) а (  EQ \f(2;7) .

11) Найти наибольшее целое х, удовлетворяющие неравенству:

 EQ 

 EQ \F(2х + 1;3)  -  EQ \F(3х - 1;2) > 1.

а) х((-(; -3,5),

 б) –3, 
в) –4, 
г) нет решений.

12) Найти наибольшее целое х, удовлетворяющие неравенству:

 EQ \F(5х - 1;4) -  EQ \F(8х - 3;5)  > - EQ \F(3;2) .

а)5, 
б) –3, 
в) 4, 
г)нет решений.

13) Найти целочисленные решения неравенств:

 EQ \F(7х - 15;3х + 3) < 0.

а) 0, 1, 2,

 б) 4, 5,

 в) 7,

 г)нет решений.

14)  Найти целочисленные решения неравенств:

 

17 – 4х < 0,

10х – 67 < 0.
а)5,

 б) –3, -4, -5,

 в) 5,6, 
г)нет решений.

15)  Решить неравенство:

 EQ \F(х;9)  -   EQ \F(1;х)  < 0.

а) (-(; -3)((0; 3,

 б) (–3, 0)((0; (),

 в) (5; 7),

 г) нет решений.

16) Решить неравенство:

 EQ \F(4;х - 5) < - EQ \F(5;х) .

а) (-(; -3/25)((0; (), 
б) (–12, 0)((7;9),

 в) (-(;)( (  EQ \F(25;9) ; 5),

 г) нет решений.

17) Решить неравенство:

 EQ \F(19х + 53;х2 - 4х + 3) < -1.

а) (-9; -5)((0; 8),

 б) (–8, -7)((1;3),

 в) (-(; -7)((1; 3),

 г) нет решений.

18) Решить неравенство:

 EQ \F(2х2 - 7х + 41;х2 + 7х + 12) (  EQ \F(х + 2;х + 4) .

а) [-4; -2)((0;5], 
б) (–1, 0]([1;7),

 в) (-4; -3)([5; 7], 
г) нет решений.

19) Решить неравенство

(1,5 – 3х( < 3.

а) (-2,5; -2)((0; 3,5],

 б) (–0,5; 1,5),

в) (-4,5; -3,5),

г) нет решений.

20) Решить неравенство:

 EQ \F(6;(х + 2( + 5)  > (х + 2(.

а) (-3; -1), 
б) (0; 1),

в) (-7; -10),

 г) нет решений.
Ответы:  1 ( Г; 2 ( В; 3 ( В; 4 ( Б; 5 ( Г; 6 ( В; 7 ( А; 8 ( А; 9 ( В;10 – Б;

11 – В; 12 – А; 13 – А; 14 – В; 15 – А; 16 – В; 17 – Б; 18 – В; 19 – Б; 20 – А. 
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План.
1. Введение.

2. Историческая справка.

3. Уравнения. Алгебраически уравнения. 

                        а) Основные определения.

                        б) Линейное уравненение и способ его решения.

                        в) Квадратные уравнения и способы его решения.

                        г) Двучленные уравнения способ их решения.

                        д) Кубические уравнения и способы его решения.

                        е) Биквадратное уравнение и способ его решения.

                        ё) Уравнения четвертой степени и способы его решения.

                        ж) Уравнения высоких степеней и способы из решения.

                        з) Рациональноное алгебраическое уравнение и способ его 

                            решения.

                        и) Иррациональные уравнения и способы его решения.

                        к) Уравнения, содержащие неизвестное под знаком. 

                            абсолютной величины и способ его решения.

4. Трансцендентные уравнения.

                        а) Показательные уравнения и способ их решения.

                        б) Логарифмические уравнения и способ их решения.

Введение
Математическое образование, получаемое в общеобразовательной школе, является важнейшим компонентом общего образования и общей культуры современного человека. Практически все, что окружает современного человека – это все так или иначе связано с математикой. А последние достижения в физике, технике и информационных технологиях не оставляют никакого сомнения, что и в будущем положение вещей останется прежним. Поэтому решение многих практических задач сводится к решению различных видов уравнений, которые необходимо научиться решать.

Данная работа является попыткой обобщить и систематизировать изученный материал по выше указанной теме. Я расположил материал по степени его сложности, начиная с самого простого. В него вошли как известные нам виды уравнений из школьного курс алгебры, так и дополнительный материал. При этом я попытался показать виды уравнений, которые не изучаются в школьном курсе, но знание которых может понадобиться при поступлении в высшее учебное заведение. В своей работе при решении уравнений я не стал ограничиваться только действительным решением, но и указал комплексное, так как считаю, что иначе уравнение просто недорешено. Ведь если в уравнении нет действительных корней, то это еще не значит, что оно не имеет решений. К сожалению, из-за нехватки времени я не смог изложить весь имеющийся у меня материал, но даже по тому материалу, который здесь изложен, может возникнуть множество вопросов. Я надеюсь, что моих знаний хватит для того, чтобы дать ответ на большинство вопросов. Итак, я приступаю к изложению материала.

Математика... выявляет порядок,

симметрию и определенность,

а это – важнейшие виды прекрасного.

Аристотель.

Историческая справка
В те далекие времена, когда мудрецы впервые стали задумываться о равенствах содержащих неизвестные величины, наверное, еще не было ни монет, ни кошельков. Но зато были кучи, а также горшки, корзины, которые прекрасно подходили на роль тайников-хранилищ, вмещающих неизвестное количество предметов. "Ищется куча, которая вместе с двумя третями ее, половиной и одной седьмой составляет 37...", - поучал во II тысячелетии до новой эры египетский писец Ахмес. В древних математических задачах Междуречья, Индии, Китая, Греции неизвестные величины выражали число павлинов в саду, количество быков в стаде, совокупность вещей, учитываемых при разделе имущества. Хорошо обученные науке счета писцы, чиновники и посвященные в тайные знания жрецы довольно успешно справлялись с такими задачами.

            Дошедшие до нас источники свидетельствуют, что древние ученые владели какими-то общими приемами решения задач с неизвестными величинами. Однако ни в одном папирусе, ни в одной глиняной табличке не дано описания этих приемов. Авторы лишь изредка снабжали свои числовые выкладки скупыми комментариями типа: "Смотри!", "Делай так!", "Ты правильно нашел". В этом смысле исключением является "Арифметика" греческого математика Диофанта Александрийского (III в.) – собрание задач на составление уравнений с систематическим изложением их решений.

Однако первым руководством по решению задач, получившим широкую известность, стал труд багдадского ученого IX в. Мухаммеда бен Мусы аль-Хорезми. Слово "аль-джебр" из арабского названия этого трактата – "Китаб аль-джебер валь-мукабала" ("Книга о восстановлении и противопоставлении") – со временем превратилось в хорошо знакомое всем слово "алгебра", а само сочинение аль-Хорезми послужило отправной точкой в становлении науки о решении уравнений.


.

Уравнения высоких степеней
Разрешимость в радикалах
Формула корней квадратного уравнения известна с незапамятных времен, а в XVI в. итальянские алгебраисты решили в радикалах уравнения третьей и четвертой степеней. Таким образом, было установлено, что корни любого уравнения не выше четвертой степени выражаются через коэффициенты уравнения формулой, в которой используются только четыре арифметические операции (сложение, вычитание, умножение, деление) и извлечение корней степени, не превышающей степень уравнения. Более того, все уравнения данной степени 
 (
) можно "обслужить" одной общей формулой. При подстановке в нее коэффициентов уравнения получим все корни – и действительные, и комплексные.

            После этого естественно возник вопрос: а есть ли похожие общие формулы для решения уравнений пятой степени и выше Ответ на него смог найти норвежский математик Нильс Хенрик Абель в начале XIX в. Чуть раньше этот результат был указан, но недостаточно обоснован итальянцем Паоло Руффини. Теорема Абеля-Руффини звучит так: 

Общее уравнение степени 
 при 
 неразрешимо в радикалах.
            
Таким образом, общей формулы, применимой ко всем уравнениям данной степени 
, не существует. Однако это не значит, что невозможно решить в радикалах те или иные частные виды уравнений высоких степеней. Сам Абель нашел такое решение для широкого класса уравнений произвольно высокой степени – так называемых абелевых уравнений. Теорема Абеля-Руффини не исключает даже и того, что корни каждого конкретного алгебраического уравнения можно записать через его коэффициенты с помощью знаков арифметических операций и радикалов, в частности, что любое алгебраическое число, т.е. корень уравнения вида


, 
,

с целыми коэффициентами, можно выразить в радикалах через рациональные числа. На самом деле такое выражение существует далеко не всегда. Это следует из теоремы разрешимости алгебраических уравнений, построенной выдающимся французским математиком Эваристом Галуа в его "Мемуаре об условиях разрешимости уравнений в радикалах" (1832 г.; опубликован в 1846 г.).

            Подчеркнем, что в прикладных задачах нас интересует только приближенные значения корней уравнения. Поэтому его разрешимость в радикалах здесь обычно роли не играет. Имеются специальные вычислительные методы, позволяющие найти корни любого уравнения с любой наперед заданной точностью, ничуть не меньшей, чем дают вычисления по готовым формулам.

Уравнения, которые решаются
Хотят уравнения высоких степеней в общем случае неразрешимы в радикалах, да и формулы Кардано и Феррари для уравнений третьей и четвертой степеней в школе не проходят, в учебниках по алгебре, на вступительных экзаменах в институты иногда встречаются задачи, где требуется решить уравнения выше второй степени. Обычно их специально подбирают так, чтобы корни уравнений можно было найти с помощью некоторых элементарных приемов.

            В основе одного из таких приемов лежит теорема о рациональных корнях многочлена: 

Если несократимая дробь 
 является корнем многочлена 
 с целыми коэффициентами, то ее числитель 
 является делителем свободного члена 
, а знаменатель 
 - делителем старшего коэффициента 
.
            

Для доказательства достаточно подставить в уравнение 
 
 и умножить уравнение на 
. Получим


.

Все слагаемые в левой части, кроме последнего, делятся на 
, поэтому и 
 делится на 
, а поскольку 
 и 
 - взаимно простые числа, 
 является делителем 
. Доказательство для 
 аналогично.

            С помощью этой теоремы можно найти все рациональные корни уравнения с целыми коэффициентами испытанием конечного числа "кандидатов". Например, для уравнения 


,

старший коэффициент которого равен 1, "кандидатами" будут делители числа –2. Их всего четыре: 1, -1, 2 и –2. Проверка показывает, что корнем является только одно из этих чисел: 
.

Если один корень найден, можно понизить степень уравнения. Согласно теореме Безу,

остаток от деления многочлена 
 на двучлен 
 равен 
, т. е. 
.
Из теоремы непосредственно следует, что

Если 
 - корень многочлена 
, то многочлен делится на 
, т. е. 
, где 
 - многочлен степени, на 1 меньшей, чем 
.
            

Продолжая наш пример, вынесем из многочлена 

множитель 
. Чтобы найти частное 
, можно выполнить деление "уголком":


                                                         
 

                                                         
              

           

                                                                    

                                                                    

                                                                         

                                                                         

                                                                                   0

Но есть и более простой способ. Он станет понятен из примера:


Теперь остается решить квадратное уравнение 
. Его корни:


.

Метод неопределенных коэффициентов
Если у многочлена с целыми коэффициентами рациональных корней не оказалось, можно попробовать разложить его на множители меньшей степени с целыми коэффициентами. Рассмотрим, например, уравнение


.

Представим левую часть в виде произведения двух квадратных трехчленов с неизвестными (неопределенными) коэффициентами:


.

Раскроем скобки в правой части и приведем подобные:


.

Теперь, приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях 
 в обеих частях, получим систему уравнений

Попытка решить эту систему в общем виде вернула бы нас назад, к решению исходного уравнения. Но целые корни, если они существуют, нетрудно найти и подбором. Не ограничивая общности, можно считать, что 
, тогда последнее уравнение показывает, что надо рассмотреть лишь два варианта: 
, 
 и 

. Подставляя эти пары значений в остальные уравнения, убеждаемся, что первая из них дает искомое разложение: 
. Этот способ решения называется методом неопределенных коэффициентов.

            Если уравнение имеет вид 
, где 
 и 
 - многочлены, то замена 
 сводит его решение к решению двух уравнений меньших степеней: 
 и 
.

Возвратные уравнения
Возвратным алгебраическим уравнением называется уравнение четной степени вида


,

в которых коэффициенты, одинаково отстоят от концов, равны: 
, 
 и т. д. Такое уравнение сводится к уравнению вдвое меньшей степени делением на 
 и последующей заменой 
.

            Рассмотрим, например, уравнение


.

Поделив его на 
 (что законно, так как 
 не является корнем), получаем


.

Заметим, что


.

Поэтому величина 
 удовлетворяет квадратному уравнению


,

решив которое можно найти 
 из уравнения 
.

            При решении возвратных уравнений более высоких степеней обычно используют тот факт, что выражение 
 при любом 
 можно представить как многочлен степени 
 от 
.

Рациональные алгебраические уравнения
Рациональным алгебраическим уравнением называется уравнение вида

                                                                  
,                                                                  (17)

где 
 и 
 - многочлены. Далее для определенности будем полагать, что 
 - многочлен m-й степени, а 
 - многочлен n-й степени.

            Множество допустимых значений рационального алгебраического уравнения (17)

задается условием 
, т. е. 
, 
, ..., 
 где 
, 
, ..., 
 - корни многочлена 
.

            Метод решения уравнения (17) заключается в следующем. Решаем уравнение


,

корни которого обозначим через


.

Сравниваем множества корней многочленов 
 и 
. Если никакой корень многочлена 
 не является корнем многочлена 
, то все корни многочлена 
 являются корнями уравнения (17). Если какой-нибудь корень многочлена 
 является корнем многочлена
, то необходимо сравнить из кратности: если кратность корня многочлена 
 больше кратности корня многочлена 
, то этот корень является корнем (17) с кратностью, равной разности кратностей корней делимого и делителя; в противном случае корень многочлена 
 не является корнем рационального уравнения (17).

            П р и м е р. Найдем действительные корни уравнения


,

где 
, 
.

Многочлен 
 имеет два действительных корня (оба простые):


, 
.

Многочлен 
 имеет один простой корень 
. Следовательно, уравнение имеет один действительный корень 
.

            Решая то же самое уравнение в множестве комплексных чисел, получим, что уравнение 
 имеет, кроме указанного действительного корня, два комплексно сопряженных корня:


, 
.

Иррациональные уравнения
Уравнение, содержащее неизвестное (либо рациональное алгебраическое выражение от неизвестного) под знаком радикала, называют иррациональным уравнением. В элементарной математике решения иррациональных уравнений отыскивается в множестве действительных чисел.

Всякое иррациональное уравнение с помощью элементарных алгебраических операций (умножение, деление, возведение в целую степень обеих частей уравнения) может быть сведено к рациональному алгебраическому уравнению. При этом следует иметь в виду, что полученное рациональное алгебраическое уравнение может оказаться неэквивалентным исходному иррациональному уравнению, а именно может содержать "лишние" корни, которые не будут корнями исходного иррационального уравнения. Поэтому, найдя корни полученного рационального алгебраического уравнения, необходимо проверить, а будут ли все корни рационального уравнения корнями иррационального уравнения.         

            В общем случае трудно указать какой-либо универсальный метод решения любого иррационального уравнения, так как желательно, чтобы в результате преобразований исходного иррационального уравнения получилось не просто какое-то рациональное алгебраическое уравнение, среди корней которого будут и корни данного иррационального уравнения, а рациональное алгебраическое уравнение образованное из многочленов как можно меньшей степени. Желание получить то рациональное алгебраическое уравнение, образованное из многочленов как можно меньшей степени, вполне естественно, так как нахождение всех корней рационального алгебраического уравнения само по себе может оказаться довольно трудной задачей, решить которую полностью мы можем лишь в весьма ограниченном числе случаев.

Приведем некоторые стандартные, наиболее часто применяемые методы решения иррациональных алгебраических уравнений.

1) Одним из самых простых приемов решения иррациональных уравнений является метод освобождения от радикалов путем последовательного возведения обеих частей уравнения в соответствующую натуральную степень. При этом следует иметь в виду, что при возведении обеих частей уравнения в нечетную степень полученное уравнение, эквивалентное исходному, а при возведении обеих частей уравнения в четную степень полученное уравнение будет, вообще говоря, неэквивалентным исходному уравнению. В этом легко убедиться, возведя обе части уравнения

в любую четную степень. В результате этой операции получается уравнение

множество решений которого представляет собой объединение множеств решений:


 и 
.

Однако, несмотря на этот недостаток, именно процедура возведения обеих частей уравнения в некоторую (часто четную) степень является самой распространенной процедурой сведения иррационального уравнения к рациональному уравнению.

П р и м е р 1. Решить уравнение

                                                    
,                                                    (18)

где 
, 
, 
 - некоторые многочлены.

В силу определения операции извлечения корня в множестве действительных чисел допустимые значения неизвестного 
 определяются условиями 


, 
.

Возведя обе части уравнения (18) в квадрат, получим уравнение


.

После повторного возведения в квадрат уравнение превращается в алгебраическое уравнение

                                       
.                                       (19)

Так как обе части уравнения (18) возводились в квадрат, может оказаться, что не все корни уравнения (19) будет являться решениями исходного уравнения, необходима проверка корней.

            2) Другим примером решения иррациональных уравнений является способ введения новых неизвестных, относительно которых получается либо более простое иррациональное уравнение, либо рациональное уравнение.

            П р и м е р 2. Решить иррациональное уравнение


.

            Множество допустимых значений этого уравнения:


.

            Положив 
, после подстановки получим уравнение

или эквивалентное ему уравнение 


,

которое можно рассматривать как квадратное уравнение относительно 
. Решая это уравнение, получим


,           
.

Следовательно, множество решений исходного иррационального уравнения представляет собой объединение множеств решений следующих двух уравнений:


, 
.

            Возведя обе части каждого из этих уравнений в куб, получим два рациональных алгебраических уравнения:


,                  
.

            Решая эти уравнения, находим, что данное иррациональное уравнение имеет единственный корень 
.

            В заключение заметим, что при решении иррациональных уравнений не следует начинать решение уравнение с возведения обеих частей уравнений в натуральную степень, пытаясь свести решение иррационального уравнения к решению рационального алгебраического уравнения. Сначала необходимо посмотреть, нельзя ли сделать какое-нибудь тождественное преобразование уравнения, которое может существенно упростить его решение.

            П р и м е р 3. Решить уравнение

                                                 
.                                                 (20)

Множество допустимых значений данного уравнения: 
. Сделаем следующие преобразования данного уравнения:






.

Далее, записывая уравнение в виде


,

получим:

            при 
 уравнение решений иметь не будет;

            при 
 уравнение может быть записано в виде


.

            При 
 данное уравнение решений не имеет, так как при любом 
, принадлежащем множеству допустимых значений уравнения, выражение, стоящее в левой части уравнения, положительно.

            При 
 уравнение имеет решение


.

            Принимая во внимание, что множество допустимых решений уравнения определяется условием 
, получаем окончательно:

            При 
 решением иррационального уравнения (20) будет


.

            При всех остальных значениях 
 уравнение решений не имеет, т. е. множество его решений – пустое множество.

Уравнения, содержащие неизвестное под знаком абсолютной величины
Уравнения, содержащие неизвестное под знаком абсолютной величины, можно свести к уравнениям, не содержащим знака абсолютной величины, используя определение модуля. Так, например, решение уравнения

                                                       
                                                       (21)

сводится к решению двух уравнений с дополнительными условиями.

            1) Если 
, то уравнение (21) приводится к виду

                                                            
.                                                            (22)

            Решения этого уравнения: 
, 
. Условию 
 удовлетворяет второй корень квадратного уравнения (22), и число 3 является корнем уравнения (21).

            2) Если 
, уравнение (21) приводится к виду


.

            Корнями этого уравнения будут числа 
 и 
. Первый корень 
 не удовлетворяет условию 
 и поэтому не является решением данного уравнения (21).

            Таким образом, решениями уравнения (21) будут числа 3 и 
.

            Заметим, что коэффициенты уравнения, содержащего неизвестное под знаком абсолютной величины, можно подобрать таким образом, что решениями уравнения будут все значения неизвестного, принадлежащие некоторому промежутку числовой оси. Например, решим уравнение

                                                             
.                                                             (23)

            Рассмотрим числовую ось Ох и отметим на ней точки 0 и 3 (ноли функций, стоящих под знаком абсолютной величины). Эти точки разобьют числовую ось на три промежутка  (рис. 1): 


, 
, 
.

	

	
	


                                                            0                       3                              x

рис. 1.

            1) При  
 уравнение (23) приводится к виду 


.

            В промежутке 
 последнее уравнение решений не имеет. 

Аналогично, при 
 уравнение (23) приводится к виду

и в промежутке 
 решений не имеет.

            2) При 
 уравнение (23)  приводится к виду


,

т. е. обращается в тождество. Следовательно, любое значение 
 является решением уравнения (23).

Трансцендентные уравнения
            Уравнение, не сводящееся к алгебраическому уравнению с помощью алгебраических преобразований, называется трансцендентным уравнением [4]).

            Простешими трансцендентными уравнениями являются показательные, логарифмические и тригонометрические уравнения.

Показательные уравнения
Показательным уравнением называется уравнение, в котором неизвестное входит только в показатели степеней при некоторых постоянных основаниях.

Простейшим показательным уравнением, решение которого сводится к решению алгебраического уравнения, является уравнение вида

                                                                   
,                                                                   (24)

где 
 и 
 - некоторые положительные числа 
. Показательное уравнение (24) эквивалентно алгебраическому уравнению


.

            В простейшем случае, когда 
, показательное уравнение (24) имеет решение

            Множество решений показательного уравнения вида

                                                                 
,                                                                 (25)

где 
 - некоторый многочлен, находится следующим образом.

            Вводится новая переменная 
, и уравнение (25) решается как алгебраическое относительно неизвестного 
. После этого решение исходного уравнения (25) сводится к решению простейших показательных уравнений вида (24).

            П р и м е р 1. Решить уравнение


.

Записывая уравнение в виде

и вводя новую переменную 
, получаем кубическое уравнение относительно переменной 
:


.

Нетрудно убедиться, что данное кубическое уравнение имеет единственный рациональный корень 
 и два иррациональных корня: 
 и 
.

Таким образом, решение исходного уравнения сведено к решению простейших показательных уравнений:


, 
, 
.

Последнее из перечисленных, уравнений решений не имеет. Множество решений первого и второго уравнений:


 и 
.

Н е к о т о р ы е   п р о с т е й ш и е  п о к а з а т е л ь н ы е  у р а в н е н и я:

            1) Уравнение вида

заменой 
 сводится к квадратному уравнению


.

            2) Уравнение вида

заменой 
 сводится к квадратному уравнению


.

3) Уравнение вида

заменой 
 сводится к квадратному уравнению


.

Логарифмические уравнения
Логарифмическим уравнением называется уравнение, в котором неизвестное входит в виде аргумента логарифмической функции.

            Простейшим логарифмическим уравнением является уравнение вида

                                                              
,                                                              (26)

где 
 - некоторое положительно число, отличное от единицы, 
 - любое действительное число. Логарифмическое уравнение (26) эквивалентно алгебраическому уравнению


.

В простейшем случае, когда 
, логарифмическое уравнение (26) имеет решение


.

Множество решений логарифмического уравнения вида 
, где 
 - некоторый многочлен указанного неизвестного, находится следующим образом.

Вводится новая переменная 
, и уравнение (25) решается как алгебраическое уравнение относительно 
. После этого решаются простейшие логарифмические уравнения вида (25).

П р и м е р 1. Решить уравнение 

                                                    
.                                                    (27)

            Относительно неизвестного 
 данное уравнение – квадратное:


.

            Корни этого уравнения: 
, 
.

            Решая логарифмические уравнения


, 
,

получаем решения логарифмического уравнения (27): 
, 
.

            В некоторых случаях, для того чтобы свести решение логарифмического уравнения к последовательному решению алгебраического и простейших логарифмических уравнений, необходимо предварительно сделать подходящие преобразования логарифмов, входящих в уравнение. Такими преобразованиями могут быть преобразование суммы логарифмов двух величин в логарифм произведения этих величин, переход от логарифма с одним основанием к логарифму с другим основанием и т. д.

            П р и м е р 2. Решить уравнение 

                                            
.                                            (28)

            Для того чтобы свести решение данного уравнения к последовательному решению алгебраического и простейших логарифмических уравнений, необходимо прежде всего привести все логарифмы к одному основанию (здесь, например, к основанию 2). Для этого воспользуемся формулой


,

в силу которой 
. Подставив в уравнение (28) вместо 
 равную ему величину
, получаем уравнение



.

            Заменой 
 это уравнение сводится к квадратному уравнению относительно неизвестного 
:


.

Корни этого квадратного уравнения: 
, 
. Решаем уравнения 
 и 
:






,






,

            П р и м е р 3. Решить уравнение


.

            Преобразуя разность логарифмов двух величин в логарифм частного этих величин:


,

сводим данное уравнение к простейшему логарифмическому уравнению






.

Заключение
            Математика, как и любая другая наука не стоит на месте, вместе с развитием общества меняются и взгляды людей, возникают новые мысли и идеи. И XX век не стал в этом смысле исключением. Появление компьютеров внесло свои корректировки в способы решения уравнений и значительно их облегчило. Но компьютер не всегда может быть под рукой (экзамен, контрольная), поэтому знание хотя бы самых главных способов решения уравнений необходимо знать. Использование уравнений в повседневной жизни – редкость. Они нашли свое применение во многих отраслях хозяйства и практически во всех новейших технологиях. 

В данной работе были представлены далеко не все, способы решения уравнений и даже не все их виды, а только самые основные. Я надеюсь, что мое сочинение может послужить неплохим справочным материалом при решении тех или иных уравнений. В заключении хотелось бы отметить, что при написании данного сочинения я не ставил себе цели показать все виды уравнений, а излагал лишь имеющийся у меня материал.
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Рациональные уравнения

Функция вида

P(x) = a0xn + a1xn – 1 + a2xn – 2 + … + an – 1x + an,

где n — натуральное, a0, a1,…, an — некоторые действительные числа, называется целой рациональной функцией.

Уравнение вида P(x) = 0, где P(x) — целая рациональная функция, называется целым рациональным уравнением.

Уравнение вида

P1(x) / Q1(x) + P2(x) / Q2(x) + … + Pm(x) / Qm(x) = 0,

где P1(x), P2(x), … ,Pm(x), Q1(x), Q2(x), …, Qm(x) — целые рациональные функции, называется рациональным уравнением.

Решение рационального уравнения P (x) / Q (x) = 0, где P (x) и Q (x) — многочлены (Q (x)  0), сводится к решению уравнения P (x) = 0 и проверке того, что корни удовлетворяют условию Q (x)  0.

Линейные уравнения.

Уравнения вида ax+b=0, где a и b — некоторые постоянные, называется линейным уравнением.

Если a 0, то линейное уравнение имеет единственный корень: x = -b /a.

Если a=0; b 0, то линейное уравнение решений не имеет.

Если a=0; b=0, то, переписав исходное уравнение в виде ax = -b, легко видеть, что любое x является решением линейного уравнения.

Уравнение прямой имеет вид: y = ax + b.

Если прямая проходит через точку с координатами X0 и Y0, то эти координаты удовлетворяют уравнению прямой, т. е. Y0 = aX0 + b.

Пример 1.1. Решить уравнение 

2x – 3 + 4(x – 1) = 5.

Решение. Последовательно раскроем скобки, приведём подобные члены и найдём x: 2x – 3 + 4x – 4 = 5, 2x + 4x = 5 + 4 + 3,

6x = 12, x = 2.

Ответ: 2.

Пример 1.2. Решить уравнение 

2x – 3 + 2(x – 1) = 4(x – 1) – 7.

Решение. 2x + 2x – 4x = 3 +2 – 4 – 7, 0x = – 6.

Ответ:  . 

Пример 1.3. Решить уравнение.

2x + 3 – 6(x – 1) = 4(x – 1) + 5.

Решение. 2x – 6x + 3 + 6 = 4 – 4x + 5, 

– 4x + 9 = 9 – 4x,

-4x + 4x = 9 – 9,

0x = 0.

Ответ: Любое число.

Системы линейных уравнений.

Уравнение вида 

a1x1 + a2x2 + … + anxn = b,

где a1, b1, … ,an, b —некоторые постоянные, называется линейным уравнением с n неизвестными x1, x2, …, xn.

Система уравнений называется линейной, если все уравнения, входящие в систему, являются линейными. Если система из n неизвестных, то возможны следующие три случая:

1. система не имеет решений; 

2. система имеет ровно одно решение; 

3. система имеет бесконечно много решений.

Пример 2.4. решить систему уравнений

[image: image2.png]



Решение. Решить систему линейных уравнений можно способом подстановки, который состоит в том, что какого-либо уравнения системы выражают одно неизвестное через другие неизвестные, а затем подставляют значение этого неизвестного в остальные уравнения.

Из первого уравнения выражаем: x= (8 – 3y) / 2. Подставляем это выражение во второе уравнение и получаем систему уравнений 

[image: image3.png]1





Из второго уравнения получаем y = 2. С учётом этого из первого уравнения x = 1.

Ответ: (1; 2).

Пример 2.5. Решить систему уравнений

[image: image4.png]x+y=3,
2x+2y=7




Решение. Система не имеет решений, так как два уравнения системы не могут удовлетворяться одновременно (из первого уравнения x + y = 3, а из второго x + y = 3,5).

Ответ: Решений нет.

Пример 2.6. решить систему уравнений

[image: image5.png]x+y=5,
2+ 2y =10




Решение. Система имеет бесконечно много решений, так как второе уравнение получается из первого путём умножения на 2 (т.е. фактически есть всего одно уравнение с двумя неизвестными).

Ответ: Бесконечно много решений.

Пример 2.7. решить систему уравнений

[image: image6.png]



Решение. При решении систем линейных уравнений удобно пользоваться методом Гаусса, который состоит в преобразовании системы к треугольному виду.

Умножаем первое уравнение системы на – 2 и, складывая полученный результат со вторым уравнением, получаем – 3y + 6z = – 3. Это уравнение можно переписать в виде y – 2z = 1. Складывая первое уравнение с третьим, получаем 7y = 7, или y = 1.

Таким образом, система приобрела треугольный вид
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Подставляя y = 1 во второе уравнение, находим z = 0. Подставляя y =1 и z = 0 в первое уравнение, находим x = 1.

Ответ: (1; 1; 0).

Пример 2.8. при каких значениях параметра a система уравнений
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имеет бесконечно много решений?

Решение. Из первого уравнения выражаем x:

x = – (a / 2)y + a / 2 +1.

Подставляя это выражение во второе уравнение, получаем 

(a + 1)( – (a / 2)y + a / 2 +1) + 2ay = 2a + 4.

Далее умножим обе части уравнения на 2 и упростим его:

(a + 1)(a + 2 – ay) + 4ay = 4a + 8,

4ay – a(a + 1)y = 4(a + 2) – (a + 1)(a + 2),

ya(4 – a – 1 ) = (a + 2)(4 – a – 1),

ya(3 – a) = (a + 2)(3 – a).

Анализируя последнее уравнение, отметим, что при a = 3 оно имеет вид 0y = 0, т.е. оно удовлетворяется при любых значениях y.

Ответ: 3.

Квадратные уравнения и уравнения, сводящиеся к ним.

Уравнение вида ax2 + bx + c = 0, где a, b и c — некоторые числа (a 0); 

x — переменная, называется квадратным уравнением. 

Формула решения квадратного уравнения.

Сначала разделим обе части уравнения ax2 + bx + c = 0 на a — от этого его корни не изменятся. Для решения получившегося уравнения

x2 + (b / a)x + (c / a) = 0 

выделим в левой части полный квадрат 

x2 + (b / a) + (c / a) = (x2 + 2(b / 2a)x + (b / 2a)2) – (b / 2a)2 + (c / a) =

= (x + (b / 2a))2 – (b2) / (4a2) + (c / a) = (x + (b / 2a))2 – ((b2 – 4ac) / (4a2)).

Для краткости обозначим выражение (b2 – 4ac) через D. Тогда полученное тождество примет вид

x2 + (b / a)x + (c / a) = (x + (b / 2a))2 – (D / (4a2)).

Возможны три случая:

1. если число D положительно (D > 0), то в этом случае можно извлечь из D квадратный корень и записать D в виде D = ( D)2. Тогда 

D / (4a2) = ( D)2 / (2a)2 = ( D / 2a)2, потому тождество принимает вид

x2 + (b / a)x + (c / a) = (x + (b / 2a))2 – ( D / 2a)2.

По формуле разности квадратов выводим отсюда:

x2 + (b / a)x + (c / a) = (x + (b / 2a) – ( D / 2a))(x + (b / 2a) + ( D / 2a)) =

= (x – (( -b +  D) / 2a)) (x – (( – b –  D) / 2a)).

Теорема: Если выполняется тождество

ax2 + bx + c = a(x – x1)(x – x2),

то квадратное уравнение ax2 + bx + c = 0 при X1  X2 имеет два корня X1 и X2, а при X1 = X2 — лишь один корень X1.

В силу этой теоремы из, выведенного выше, тождества следует, что уравнение 

x2 + (b / a)x + (c / a) = 0,

а тем самым и уравнение ax2 + bx + c = 0, имеет два корня:

X1=(-b +  D) / 2a; X2= (-b -  D) / 2a.

Таким образом x2 + (b / a)x + (c / a) = (x – x1)(x – x2).

Обычно эти корни записывают одной формулой:

где b2 – 4ac = D.

2. если число D равно нулю (D = 0), то тождество 

x2 + (b / a)x + (c / a) = (x + (b / 2a))2 – (D / (4a2))

принимает вид x2 + (b / a)x + (c / a) = (x + (b / 2a))2.

Отсюда следует, что при D = 0 уравнение ax2 + bx + c = 0 имеет один корень кратности 2: X1 = – b / 2a 

3) Если число D отрицательно (D < 0), то – D > 0, и потому выражение 

x2 + (b / a)x + (c / a) = (x + (b / 2a))2 – (D / (4a2))

является суммой двух слагаемых, одно из которых неотрицательно, а другое положительно. Такая сумма не может равняться нулю, поэтому уравнение 

x2 + (b / a)x + (c / a) = 0

не имеет действительных корней. Не имеет их и уравнение ax2 + bx + c = 0.

Таким образом, для решения квадратного уравнения следует вычислить дискриминант 

D = b2 – 4ac.

Если D = 0, то квадратное уравнение имеет единственное решение:

X=-b / (2a).

Если D > 0, то квадратное уравнение имеет два корня:

X1=(-b +  D) / (2a); X2= (-b -  D) / (2a).

Если D < 0, то квадратное уравнение не имеет корней.

Если один из коэффициентов b или c равен нулю, то квадратное уравнение можно решать, не вычисляя дискриминанта:

1. b = 0; c  0; c / a <0; X1,2 =   (-c / a ) 

2. b  0; c = 0; X1 = 0, X2= -b / a.

Корни квадратного уравнения общего вида ax2 + bx + c = 0 находятся по формуле
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Квадратное уравнение, в котором коэффициент при x2 равен 1, называется приведённым. Обычно приведённое квадратное уравнение обозначают так:

x2 + px + q = 0.

Теорема Виета.

Мы вывели тождество

x2 + (b / a)x + (c / a) = (x – x1)(x – x2),

где X1 и X2 — корни квадратного уравнения ax2 + bx + c =0. Раскроем скобки в правой части этого тождества.

x2 + (b / a)x + (c / a) = x2 – x1x – x2x + x1x2 = x2 – (x1 + x2)x +x1x2.

Отсюда следует, что X1 + X2 = – b / a и X1X2 = c / a. Мы доказали следующую теорему, впервые установленную французским математиком Ф. Виетом (1540 – 1603):

Теорема 1 (Виета). Сумма корней квадратного уравнения равна коэффициенту при X, взятому c противоположным знаком и делённому на коэффициент при X2; произведение корней этого уравнения равно свободному члену, делённому на коэффициент при X2.

Теорема 2 (обратная). Если выполняются равенства 

X1 + X2 = – b / a и X1X2 = c / a,

то числа X1 и X2 являются корнями квадратного уравнения ax2 + bx + c = 0.

Замечание. Формулы X1 + X2 = – b / a и X1X2 = c / a остаются верными и в случае, когда уравнение ax2 + bx + c = 0 имеет один корень X1 кратности 2, если положить в указанных формулах X2 = X1. Поэтому принято считать, что при D = 0 уравнение ax2 + bx +c = 0 имеет два совпадающих друг с другом корня.

При решении задач, связанных с теоремой Виета, полезно использовать соотношения 

(1 / X1) + (1/ X2)= ( X1 + X2)/ X1X2 ;

X12 + X22 = (X1 + X2)2 – 2 X1X2;

X1 / X2 + X2 / X1 = (X12 + X2 2) / X1X2 = ((X1 + X2)2 – 2X1X2) / X1X2;

X13 + X23 = (X1 + X2)(X12 – X1X2 + X22) =

= (X1 + X2)((X1 + X2)2 – 3X1X2).

Пример 3.9. Решить уравнение 2x2 + 5x – 1 = 0.

Решение. D = 25 – 42(– 1) = 33 >0;

X1 = (- 5 +  33) / 4; X2 = (- 5 - 33) / 4. 

Ответ: X1 = (- 5 +  33) / 4; X2 = (- 5 - 33) / 4.

Пример 3.10. Решить уравнение x3 – 5x2 + 6x = 0

Решение. Разложим левую часть уравнения на множители x(x2 – 5x + 6) = 0,

отсюда x = 0 или x2 – 5x + 6 = 0.

Решая квадратное уравнение, получаем X1 = 2 , X2 = 3.

Ответ: 0; 2; 3.

Пример 3.11.

x3 – 3x + 2 = 0.

Решение. Перепишем уравнение, записав –3x = – x – 2x, x3 – x – 2x + 2 = 0, а теперь группируем

x(x2 – 1) – 2(x – 1) = 0,

(x – 1)(x(x + 1) – 2) = 0,

x – 1 = 0, x1 = 1,

x2 + x – 2 = 0, x2 = – 2, x3 = 1.

Ответ: x1 = x3 = 1, x2 = – 2.

Пример 3.12. Решить уравнение 
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Решение. Найдём область допустимых значений x:

X + 2  0; x – 6  0; 2x – 7  0 или x  – 2; x  6; x  3,5.

Приводим уравнение к виду (7x – 14)(x2 – 7x + 12) = (14 – 4x)(x2 – 4x – 12), раскрываем скобки.

7x3 – 49x2 + 84x – 14x2 + 98x – 168 + 4x3 – 16x2 – 48x – 14x2 + 56x + 168 = 0,

11x3 – 93x2 + 190x = 0,

x(11x2 – 93x + 190) = 0,

x1 = 0

11x2 – 93x + 190 = 0,
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т.е. x1 = 5; x2 = 38 / 11.

Найденные значения удовлетворяют ОДЗ.

Ответ: x1 = 0; x2 = 5; x3 = 38 / 11.

Пример 3.13. Решить уравнение x6 – 5x3 + 4 = 0

Решение. Обозначим y = x3, тогда исходное уравнение принимает вид 

y2 – 5y + 4 = 0, решив которое получаем Y1 = 1; Y2 = 4.

Таким образом, исходное уравнение эквивалентно совокупности 

уравнений: x3 = 1 или x3 = 4, т. е. X1 = 1 или X2 = 3 4

Ответ: 1; 3 4.

Пример 3.14. Решить уравнение (x3 – 27) / (x – 3) = 27

Решение. Разложим числитель на множители (по формуле разности кубов):

(x – 3)(x2 + 3x + 9) / (x – 3) = 27 . Отсюда:
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Квадратное уравнение x2 + 3 x – 18 = 0 имеет корни X1 = 3; X2 = -6

(X1 не входит в область допустимых значений).

Ответ: -6

Пример 3.15. Решить уравнение 

(x2 + x –5) / x + (3x) / (x2 + x – 5) = 4.

Решение. Обозначим y= (x2 + x – 5) / x, тогда получаем уравнение y + 3 / y = 4.

Преобразуем его: y + 3 / y – 4 = 0, (y2 – 4y + 3) / y = 0, отсюда 
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Квадратное уравнение y2 – 4y + 3 = 0 имеет корни Y1 = 1; Y2 = 3 (оба корня входят в область допустимых значений). 

Таким образом корни, исходное уравнение эквивалентно (равносильно) совокупности уравнений 

(x2 + x – 5) / x = 1 или (x2 + x – 5) / x = 3.

Преобразуем их:

(x2 + x – 5) / x – 1 = 0 или (x2 + x – 5) / x – 3 = 0;
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X1 =  5; X2 = –  5 или X3 = 1 +  6; X4 = 1 –  6

(все найденные корни уравнения входят в область допустимых значений).

Ответ:  5; –  5; 1 +  6; 1 –  6 .

Пример 3.16. Решить уравнение x(x + 2)(x + 3)(x + 5) = 72.

Решение. Перегруппируем сомножители и преобразуем полученное уравнение

(x + 2)(x + 3)(x + 5)x = 72, (x2 + 5x + 6)(x2 + 5x) = 72.

Обозначим y = x2 + 5x, тогда получим уравнение (y + 6)y = 72, или 

y2 + 6y – 72 = 0.

Корни этого уравнения: Y1 = 6; Y2 = – 12.

Таким образом, исходное уравнение эквивалентно совокупности уравнений 

x2 + 5x = 6 или x2 + 5x = – 12.

Первое уравнение имеет корни X1 = 1; X2 = – 6. Второе уравнение корней не имеет, так как D = 26 – 48 = – 23 < 0.

Ответ: – 6; 1. 

Пример 3.17. Решить уравнение 4x2 + 12x + 12 / x + 4 / x2 = 47.

Решение. Сгруппируем слагаемые: 4(x2 + 1 / (x2)) + 12(x + 1 / x) = 47.

Обозначим y = x + 1 / x, при этом заметим, что 

y2 = (x +1 / x)2 = x2 +2 + 1 / (x2),

отсюда x2 + 1 / (x2) = y2 – 2. С учётом этого получаем уравнение 

4(y2 – 2) + 12y = 47, или 4y2 + 12y - 55 = 0.

Это квадратное уравнение имеет корни Y1 = 5 / 2; Y2 = – 11 / 2. 

Исходное уравнение эквивалентно совокупности уравнений 

x + 1 / x = 5 / 2 или x + 1 / x = – 11 / 2.

Решим их:

x + 1 / x – 5 /2 = 0 или x + 1 / x + 11 / 2 = 0;
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X1 = 2; X2 = 1 / 2 или X3 = ( - 11 +  105) / 4; X4 = ( -11 -  105) / 4 

(все найденные корни уравнения входят в область допустимых значений).

Ответ: 2; 0,5; ( - 11 +  105) / 4; (-11 -  105) / 4. 

Пример 3.18. Решить уравнениеx3 – x2 – 9x – 6 = 0.

Решение. Угадаем хотя бы один корень данного уравнения. “Кандидатами” в целочисленные корни (а только их есть надежда отгадать) являются числа

 1,  2,  3,  6.

Подстановкой в исходное уравнение убеждаемся, что X = -2 является его корнем.
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Разделим многочлен x3 – x2 – 9x – 6 на двучлен x + 2

x3 – x2 – 9x – 6 = (x + 2)(x2 – 3x – 3) = 0.

Решив теперь уравнение x2 – 3x – 3 = 0,

получаем X2 = (3 -  21) / 2, X3 = (3 +  21) / 2.

Ответ: x {-2; (3 -  21) / 2; (3 +  21) / 2}.

Пример 3.19. 

x3 – x2 – 8x + 6 = 0.

Решение. Здесь an = 1, a0 = 6. Поэтому, если данное уравнение имеет рациональные корни, то их следует искать среди делителей числа 6:  1,  2,  3,  6. Проверкой убеждаемся, что x = 3, т.к. 27 – 9 – 24 + 6 = 0.

Делим (x3 – x2 – 8x + 6) на (x – 3)

Получаем: x3 – x2 – 8x + 6 = (x – 3)(x2 + 2x – 2), т.е. данное уравнение можно представить в виде (x – 3)(x2 + 2x – 2) = 0. Отсюда находим, что x1 = 3 — решение, найденное подбором, x2,3 = – 1   3 — из уравнения x2 + 2x – 2 = 0.

Ответ: x1 = 3; x2,3 = – 1   3.

Пример 3.20.

4x4 + 8x3 + x2 – 3x – 1 = 0.

Решение. Здесь an = 4, a0 = –1. Поэтому рациональные корни уравнения следует искать среди чисел:  1;  0,5;  0,25 (делители 4 есть  1;  2;  4, делители (– 1) есть  1). Если x = +1, то 4 + 8 + 1 – 3 – 1  0; если x = – 0,5, то 

4 / 16 – 8 / 8 + 1 / 4 + 3 / 2 – 1 = 0, т.е. x = – 0,5 корень уравнения. Делим 

(4x4 + 8x3 + x2 – 3x – 1) на (x + 0,5):

Данное уравнение можно представить в виде: (x + 0,5)(4x3 + 6x2 – 2x – 2) = 0.

Отсюда x1 = – 0,5 (решение, найденное подбором) и 4x3 + 6x2 – 2x – 2 = 0, т.е. 2x3 + 3x2 – x – 1 = 0. Аналогично находим корень этого уравнения: x = – 0,5. Снова делим.

Имеем: (x + 0,5)(2x2 + 2x – 2) = 0. Отсюда x2 = – 0,5 и x3,4 = (– 1   5) / 2.

Ответ: x1 = x2 = – 0,5; x3,4 = (– 1   5) / 2.

Замечание: зная, что x = – 0,5, можно не заниматься делением, а просто выделить за скобки множитель (x + 0,5). Из 2x3 + 3x2 – x – 1 = 0 следует:

2x3 + 3x2 – x – 1 = 2x3 + x2 +2x2 + x – 2x – 1 = 2x2(x + 0,5) + 2x(x + 0,5) – 2(x+0,5) = 

= (x +2)(2x2 + 2x – 2) = 0.

x1 = – 0,5; x3,4 = (– 1   5) / 2.

Возвратные уравнения.

Уравнение вида 

anxn + an – 1 xn – 1 + … +a1x + a0 = 0

называется возвратным, если его коэффициенты, стоящие на симметричных позициях, равны, то есть если 

an – 1 = ak, при k = 0, 1, …, n.

Рассмотрим возвратное уравнение четвёртой степени вида

ax4 + bx3 + cx2 + bx + a = 0,

где a, b и c — некоторые числа, причём a  0. Его удобно решать с помощью следующего алгоритма:

· разделить левую и правую части уравнения на x2. При этом не происходит потери решения, так как x = 0 не является корнем исходного уравнения при a  0; 

· группировкой привести полученное уравнение к виду 

a(x2 + 1 / x2) + b(x + 1 / x) + c = 0;

· ввести новую переменную t = x + 1 / x, тогда выполнено

t2 = x2 + 2 + 1 / x2, то есть x2 + 1 / x2 = t2 – 2; 

в новых переменных рассматриваемое уравнение является квадратным:

at2 + bt + c – 2a = 0;

· решить его относительно t, возвратиться к исходной переменной.

Для возвратных уравнений более высоких степеней верны следующие утверждения.

Возвратное уравнение чётной степени сводится к уравнению вдвое меньшей степени подстановкой

x + 1 / x = t.

Возвратное уравнение нечётной степени обязательно имеет корень x= -1 и после деления многочлена, стоящего в левой части этого уравнения, на двучлен x + 1, приводится к возвратному уравнению чётной степени.

Пример 4.21. Рассмотрим, например, возвратное уравнение пятой степени

ax5 + bx4 + cx3 + cx2 + bx + a = 0

Легко видеть, что x = – 1 является корнем этого уравнения, а потому по теореме Безу многочлен в левой части уравнения делится на x + 1. В результате такого деления получится возвратное уравнение четвёртой степени.

Довольно часто в процессе решения задач вступительных экзаменов возникают рациональные уравнения степени выше второй, которые не удаётся решить с помощью очевидной замены переменной. В этом случае попытайтесь отгадать какой-нибудь корень уравнения. Если попытка окажется успешной, то Вы воспользуетесь следствием 1 теоремы Безу и понизите на единицу степень исходного уравнения. “Кандидатов” в корни многочлена с целочисленными коэффициентами следует искать среди делителей свободного члена этого многочлена. Если же попытка угадать корни не удалась, то, возможно, Вы избрали “не тот” метод решения, и существует иной метод, реализация которого не требует решения уравнения третьей или большей степени.

Формулы Виета для многочленов высших степеней.

Пусть многочлен P (x) = a0xn + a1xn – 1 + … + an
имеет n различных корней X1, X2, …, Xn. В этом случае он имеет разложение на множители вида

a0xn + a1xn – 1 + … + an = a0(x – x1)(x – x2)…(x – xn).

Разделим обе части этого равенства на a0  0 и раскроем скобки. Получим равенство

Xn + (a1 / a0)xn – 1 + … + (an / a0) = 

= xn – (x1 + x2 + … +xn)xn – 1 + (x1x2 +x1x3 + … +xn-1xn)xn – 2 + 

+ … + (-1)nx1x2…xn.

Но два многочлена тождественно равны в том и только в том случае, когда коэффициенты при одинаковых степенях равны. Отсюда следует, что выполняются равенства

x1 + x2 + … + xn = -a1 / a0,

x1x2 + x1x3 + … + xn – 1xn = a2 / a0,

…………………….

x1x2 …  xn = (-1)nan / a0.

Пример 5.22. Напишем кубическое уравнение, корни которого являются квадратами корней уравнения x3 – 3x2 + 7x + 5 = 0.

Решение. Обозначим корни заданного уравнения через x1, x2 и x3. Тогда по формулам Виета имеем

 1 = x1 + x2 +x3 = 3,

 2 = x1x2 + x1x3 + x2x3 = 7,

 3 = x1x2x3 = – 5. 

Корни искомого уравнения обозначим буквами y1, y2, y3, а его коэффициенты — буквами b1, b2, b3, положив коэффициент при y3 равным 1. По условию должны выполняться равенства y1 = x12, y2 = x22, y3 = x32 и поэтому

b1 = – (y1 + y2 + y3) = – (x12 + x22 + x32),

b2 = y1y2 + y1y3 + y2y3 = x12x22 + x12x32 + x22x32,

b3 = – y1y2y3 = – x12x22x32 .

Но имеем

x12 + x22 + x32 = (x1 + x2 +x3)2 – 2(x1x2 + x1x3 + x2x3) =  12 - 2 2 = 32 – 2 7 = – 5,

x12x22 + x12x32 + x22x32 = (x1x2 + x1x3 + x2x3)2 – 2x1x2x3(x1 + x2 +x3)=  22 – 2 1 3 = = 72 – 2 3 (– 5)= 79,

x12x22x32 = (x1x2x3)2 =  32 = 25.

Значит, b1 = 5, b2 = 79, b3 = – 25, и потому искомое уравнение имеет вид

y3 + 5y2 + 79y – 25 = 0.

Ответ: y3 + 5y2 + 79y – 25 = 0.

Системы уравнений второй степени.

В простейших случаях при решении систем уравнений второй степени удаётся выразить одно неизвестное через другое и подставить это выражение во второе уравнение.

При решении систем уравнений второй степени часто используется также способ замены переменных.

Пример 6.23. Среди решений (x; y) системы найти то, для которого сумма (x + y) максимальна. Вычислить значение этой суммы.
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Решение. Из первого уравнения получаем y = 7 – 2x. Подставляя значение y во второе уравнение, получаем систему уравнений

[image: image19.png]



Квадратное уравнение – 2x2 + 7x – 6 = 0 имеет корни X1 = 2; X2 = 3 / 2. Из первого уравнения получаем Y1 = 3; Y2 = 4.

Решения имеют вид (2; 3) и (1,5; 4). Наибольшая сумма x + y = 1,5 + 4 = 5,5.

Ответ: 5,5.

Пример 6.24. Решить систему уравнений 
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Решение. Обозначим a = x + y; b = xy.

Получаем систему уравнений 
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Отсюда
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Возвращаясь к переменным x и y, получаем

[image: image23.png]



Решив эту систему:

[image: image24.png]G-y=2




y2 – 3y + 2 = 0,Y1 = 1; X1 = 2; Y2 = 2; X2 = 1.

Ответ: (2; 1) , (1; 2).

Пример 6.25. Решить систему уравнений
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Решение. Разложим левые части уравнений на множители:
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Выразив из второго уравнения (x  0) x – y = – 3 / x, т.е. y – x = 3 / x, и подставив его в первое уравнение, получим

[image: image27.png]v/=
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Подставив значение y во второе уравнение последней системы, имеем 

- 3x2 = – 3, X1 = 1; X2 = – 1, тогда Y1 = 4; Y2 = – 4.

Ответ: (1; 4), (– 1; – 4). 

Пример 6.26. Решим задачу.

Задача. Найдём длины сторон прямоугольника, если его периметр равен 16 м, а площадь равна 15 м2.

Решение. Обозначим длины сторон прямоугольника буквами х и у. По условию задачи должны выполнятся равенства 2х + 2у = 16, т.е. х + у = 8 и ху = 15

Таким образом, задача свелась к решению системы уравнений
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т.е. к отысканию значений х и у, подстановка которых в оба уравнения системы обращает их в верные числовые равенства.

Из первого уравнения находим, что у = 8 – у. Подставляя это значение во второе уравнение, получаем х(8  у) = 15, т.е. 8х  х2 = 15 или

х2  8х + 15 = 0.

Решим это уравнение: D = ( 8)2  4 1 15 = 64  60 = 4,

Х1,2 = (8   4) / 2 = (8  2) / 2.

Значит, х1 = 5, х2 = 3. Поскольку у = 8  х, то получаем у1 = 3, а у2 = 5. В обоих случаях получаем один и тот же прямоугольник, длины сторон которого равны 3 м и 5 м.

Замечание: уравнение х2  8х + 15 = 0 можно вывести быстрее, используя теорему, обратную теореме Виета: так как сумма чисел х и у равна 8, а их произведение равно 15, то эти числа являются корнями уравнения z2  8z + 15 = 0.

Рассмотрим системы, состоящие из двух уравнений с двумя неизвестными. Если в одно из них какое нибудь неизвестное входит лишь в первой степени, то из этого уравнения можно выразить это неизвестное через другое и подставить полученное выражение во второе уравнение системы. Получится уравнение с одним неизвестным. Решая его, находим значения этого неизвестного, а потом по ним находим значения оставшегося неизвестного.

Пример 6.27. Решим систему уравнений 
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Решение. Из первого уравнения находим, что у = 11  2х. Подставляя это значение во второе уравнение, получаем: х2 + (11  2х)2 = 53.

Раскроем скобки и приведём подобные члены:

х2 + 121  44х + 4х2 = 53

и потому 5х2  44х + 68 = 0. Значит, для нахождения х надо решить уравнение

5х2  44х + 68 = 0.

Решая его, находим D = ( 44)2  4 5 68 = 1936  1360 = 576,

Х1,2 = (44  24) / 10.

Итак х1 = 6,8; х2 = 2,  у1 = 11  2 6,8 =  2,6; у2 = 11  2 2 = 7.

Ответ: х1 = 6,8; у1 =  2,6; х2 = 2; у2 = 7.

Метод введения новых неизвестных при решении уравнений и систем уравнений.

При решении биквадратных и возвратных уравнений мы вводили новые неизвестные (у = х2 для биквадратных уравнений и у = х + 1 / х для возвратных уравнений). Введение новых неизвестных применяется также при решении уравнений иного вида и систем уравнений.

Пример 7.28. Решим уравнение 12 / (х2 + 2х)  3 / (х2 + 2х  2) = 1.

Решение. Если попробовать привести дробь в левой части уравнения к одному знаменателю, то получим уравнение четвёртой степени, которое мы умеем решать. Чтобы решить заданное уравнение, заметим, что в обе дроби входит одно и то же выражение х2 + 2х. Поэтому введём новое неизвестное у, положив, что у = х2 + 2х. Тогда уравнение примет вид 

12 / у  3 / (у  2) = 1 или (у2  11у + 24) / (у(у  2)) = 0, 

откуда y1 = 3; y2 = 8. Осталось решить уравнения х2 + 2х = 3 (его корни х1 = 1, х2 =  3) и х2 + 2х = 8 (его корни х3 = 2, х4 =  4).

Применённый метод называется методом введения новых неизвестных, и его полезно применять, когда неизвестное входит в уравнение всюду в виде одной и той же комбинации (особенно если эта комбинация содержит степени неизвестного выше первой).

Пример 7.29. Решим систему уравнений
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Решение. Обозначим 1 / х через U, а 1 / у через V. Тогда система примет вид
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т.е. получится система двух линейных уравнений с двумя неизвестными U и V. Из первого уравнения выражаем U через V: U = 4  3V / 2, и подставляя во второе: 5(4  3V / 2)  2V = 1, откуда V = 2. Теперь находим U = 1 и решаем уравнения 1 / x = 1, 1 / y = 2.

Ответ: x = 1, y = 0,5.

Пример 7.30. 

(x – 4)(x – 5)(x – 6)(x – 7) = 1680.

Решение. (x – 4)(x – 7) (x – 5)(x – 6) = 1680, т.е.

(x2 – 11x + 28)(x2 – 11x + 30) = 1680.

Обозначим x2 – 11x + 28 = t, тогда t(t + 2) = 1680, t2 + 2t – 1680 = 0, t1 = – 42; t2 = 40. Поэтому 

x2 – 11x + 28 = – 42; x2 – 11x + 70 = 0; D = 121 – 280 < 0  x1,2   .

x2 – 11x + 28 = 40; x2 – 11x – 12 = 0; x1 = 12; x2 = – 1. 

Ответ: x1 = 12; x2 = – 1.

Пример 7.31.

2x4 + 3x3 – 16x2 + 3x + 2 = 0.

Решение. Это возвратное уравнение. Разделим обе части уравнения на x2  0, получим 

2x2 + 3x – 16 +3 / x + 2 / x2 = 0, т.е.

2(x2 + 1 / x2) + 3(x + 1 / x) – 16 = 0,

обозначим x + 1 / x = t, тогда x2 + 2 + 1 / x2 = t2, т.е. x2 + 1 / x2 = t2 – 2, получаем 2(t2 – 2) + 3t – 16=0, т.е. 2t2 + 3t – 20 = 0, t1 = – 4; t2 = 5 / 2 = 2,5. Следовательно, имеем

x + 1 / x = – 4; x2 + 4x + 1 = 0; x1,2 = –2   3,

x + 1 / x = 2,5; 2x2 – 5x + 2 = 0; x3 = 2; x4 = 1 / 2.

Ответ: x1,2 = –2   3; x3 = 2; x4 = 1 / 2.

Пример 7.32. 

(x + 3)4 + (x + 5)4 = 16.

Решение. Сделаем подстановку x = t – 4. Тогда получаем (t – 1)4 + (t + 1)4 = 16, т.е. 

t4 – 4t3 + 6t2 – 4t + 1 + t4 + 4t3 + 6t2 + 4t + 1 = 16,

т.е. 2t4 + 12t2 – 14 = 0, или t4 + 6t2 – 7 = 0. Положим t2 = z  0, тогда 

z2 +6z – 7 = 0, z1 = – 7; z2 = 1.

С учётом t2 = z  0 отбрасываем z1. Итак, z = 1, т.е. t2 = 1, отсюда t1 = –1; t2 = 1. Следовательно, x1 = – 1 – 4 = – 5 и x2 = 1 – 4 = – 3.

Ответ: x1 = – 5 и x2 = – 3.

Пример 7.33. 

13x / (2x2 + x +3) + 2x / (2x2 – 5x + 3) = 6.

Решение. Разделим числитель и знаменатель дробей на x  0:

13 / (2x + 1 + 3 / x) + 2 / (2x – 5 +3 / x) = 6,

обозначим 2x + 3 /x = t. Получаем 13 / (t + 1) + 2 / (t – 5) = 6, т.е. 

13t – 65 + 2t + 2 = 6t2 – 24t – 30, т.е.

6t2 – 39t + 33 = 0, т.е. 2t2 – 13t + 11 = 0,

t1 = 1; t2 = 5,5.

Следовательно: 

2x + 3 / x = 1; 2x2 – x + 3 = 0; D = 1 – 24 < 0  x   .

2x + 3 / x = 5,5; 4x2 – 11x + 6 = 0; x1 = 2; x2 = 0,75.

Ответ: x1 = 2; x2 = 0,75.

Пример 7.34.

x4 – 2x3 + x – 0,75 = 0.

Решение. Выделим полный квадрат, прибавив и вычтя в левой части уравнения x2:

x4 – 2x3 + x2 – x2 + x – 0,75 = 0, т.е.

(x2 – x)2 – (x2 – x) – 0,75 = 0.

Пусть x2 – x = t, тогда t2 – t – 0,75 = 0, x1 = – 0,5; x2 = 1,5.

Возвращаясь к старой переменной, получаем:

x2 – x = – 0,5; x2 – x + 0,5 = 0; D = 1 – 2 < 0  x   . 

x2 – x = 1,5; x2 – x – 1,5 = 0; x1,2 = (1   7) / 2.

Ответ: x1,2 = (1   7) / 2.

Пример 7.35.

x2 + 81x2 / (9 + x)2 = 40. 

Решение. Воспользуемся формулой: a2 + b2 = (a – b)2 + 2ab ((a  b)2 = a2  2ab + b2  a2 + b2 = (a  b)2 + 2ab). Получаем:

(x – 9x / (9 + x))2 + 2x 9x / (9 + x) = 40, или

(x2 / (9 + x))2 + 18x2 / (9 + x) = 40. 

Пусть: (x2 / (9 + x)) = t. Тогда t2 + 18t – 40 = 0, t1 = – 20; t2 = 2. Получаем два уравнения: 

(x2 / (9 + x)) = 2; x2 – 2x – 18 = 0; x1,2 = 1   19,

(x2 / (9 + x)) = – 20; x2 + 20x + 180 = 0; D = 400 – 720 < 0,  x   .

Ответ: x1,2 = 1   19.

Однородные уравнения.

Пример 8.36. Решим систему уравнений
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Решение. заметим, что для решения системы выполняется условие у  0. В самом деле, из первого уравнения следует, что если у = 0, то и х = 0, а числа х = 0 и у = 0 не удовлетворяют второму уравнению системы. Разделим первое уравнение на у2. Получится уравнение

8х2 / у2  6ху / у2 + у2 / у2 = 0 или 8х2 / у2  6х / у + 1 = 0.

Введём вспомогательное неизвестное U = х / у. Уравнение примет вид 

8U2  6U + 1 = 0.

Это квадратное уравнение, имеющее корни U1 = 0,5; U2 = 0,25. Таким образом, из первого уравнения мы получаем что либо x / y = 1 / 2, либо x / y = 1 / 4. Осталось подставить выражения у =2х и у = 4х (рассмотрев оба случая) во второе уравнение системы. В первом случае получается уравнение 5х2 = 5, откуда х1 = 1, х2 =  1; соответственно у1 = 2, у2 =  2. Во втором случае получается уравнение17х2 = 5, откуда х3 =  (5 / 17), x4 =   (5 / 17); соответственно y3 = 4 (5 / 17), y4 =  4 (5 /17).

Первое уравнение системы нам удалось представить как уравнение относительно x / y благодаря тому, что степень всех членов, входящих слагаемыми в это уравнение (8x2, 6xy, y2), одна и та же — она равна двум. Поэтому после деления на y2 каждое слагаемое выразилось через x / y.

Многочлен от двух переменных x и y такой, что степень каждого его члена равна одному и тому же числу k, называется однородным многочленом степени k.

Уравнение вида P (x, y) = 0 называется однородным уравнением степени k относительно x и y, если P (x, y) — однородный многочлен степени k. Однородное уравнение относительно x и y делением на yk (если y = 0 не является корнем уравнения) превращается в уравнение относительно неизвестного x / y. Это свойство однородного уравнения помогает решать многие задачи.

Пример 8.37. Решить систему уравнений
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Решение. Ни одно из уравнений системы не является однородным. Но если умножить первое уравнение на 7 и прибавить к нему почленно второе уравнение, умноженное на 3, то получится уравнение 7y2  10xy + 3x2 = 0, являющееся следствием исходной системы. Разделим обе части уравнения на x2 и решим уравнение 7U2  10U + 3 = 0 (здесь U = y / x, причём из второго уравнения системы следует, что x  0). Находим, что y = x или y = 3x / 7. Подставляя это выражение во второе уравнение и, рассмотрев оба случая, найдём решения: 

x1 = 7, y1 = 3; x2 =  7, y2 =  3.

Ответ: x1 = 7, y1 = 3; x2 =  7, y2 =  3.

Мы получили решения системы путём выведения из заданных уравнений вспомогательного следствия. Такой способ решения систем в некоторых случаях приводит к появлению “посторонних” корней — значений x и y, не удовлетворяющих исходной системе. Поэтому найденные корни надо проверить, подставив их исходную систему и убедившись, что уравнения системы обращаются в верные числовые равенства.

Пример 8.38. Решим уравнение (x  1)4 + 9(x + 1)4 = 10(x2  1)2.

Решение. Если раскрыть все скобки и привести подобные члены, то получится уравнение четвёртой степени. Попробуем другой путь: введём новые неизвестные U и V:

U = (x  1)2, V = (x + 1)2.

Уравнение примет вид U2 + 9V2 = 10UV.

Это уравнение однородное, и после деления на V2 оно становится уравнением относительно неизвестного W:

W = U / V = (x  1)2 / (x + 1)2.

Решим вспомогательное уравнение 

W2  10W + 9 = 0.

Его корни W1 = 1, W2 = 9. Осталось решить уравнения 

(x  1)2 / (x + 1)2 = 1 и (x  1)2 / (x + 1)2 = 9.

Из первого уравнения следует, что либо (x  1) / (x + 1) = 1, либо (x  1) / (x + 1) =  1.

Из второго получаем, что либо (x  1) / (x + 1) = 3, либо (x  1) / (x + 1) =  3. Решая получившиеся уравнения, видим, что первое из них не имеет корней, а из трёх остальных получаем x1 = 0, x2 =  2, x3 =  0,5. 

Ответ: x1 = 0, x2 =  2, x3 =  0,5. 

Пример 8.39.

3(x2 – x + 1)2 – 5(x + 1)(x2 – x + 1) – 2(x + 1)2 = 0.

Решение. Это так называемое однородное уравнение, т.е. уравнение вида 

ay2 + by z + cz2 = 0, 

где a, b, c,  — заданные числа, отличные от нуля; y = y(x), z = z(x) — некоторые функции от x. Разделим обе части уравнения на (x2 – x + 1)2  0:

3 – 5(x + 1) / (x2 – x + 1) – 2((x + 1) / (x2 – x + 1))2 = 0.

Пусть (x + 1) / (x2 – x + 1) = t, тогда 3 – 5t – 2t2 = 0, т.е. t1 = – 3; t2 = 0,5. Следовательно:

(x + 1) / (x2 – x + 1) = 0,5 = 1 / 2; 2x + 2 = x2 – x + 1; x2 – 3x – 1 = 0; x1,2 = (3   13) / 2, 

(x + 1) / (x2 – x + 1) = – 3; x + 1 = – 3x2 + 3x – 3; 3x2 – 2x + 4 = 0; D = 4 – 48 < 0,  x   .

Ответ: x1,2 = (3   13) / 2. 

Решение симметрических систем уравнений.

Напомним, что многочлен P (x, y) называется симметрическим, если P (x , y) = P (y, x).

При решении систем уравнений вида 
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где P1 (x, y) и P2 (x, y) — симметрические многочлены, полезной оказывается такая замена неизвестных: x + y = U, xy = V. Напомним, что любой симметрический многочлен P (x, y) можно представить как выражение от U и V.

Пример 9.40. Решить систему уравнений 
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Решение. Заметим, что:

x2 + xy + y2 = x2 + 2xy + y2  xy = (x + y)2  xy.

Сделаем замену неизвестных: x + y = U, xy =V. Система примет вид:
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Сложив эти уравнения, получим уравнение U2 + U  72 = 0 с корнями U1 = 8,U2 =  9. Соответственно V1 = 15, V2 = 32. Остаётся решить системы уравнений:
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Ответ: x1 = 3, y1 = 5; x2 = 5, y2 = 3.

Пример 9.41. Решить систему
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Решение. Сначала введём неизвестные X и Y:

X = 1 / x, Y = 1 / y,

а затем U и V: U = X + Y = 1 / x + 1 / y, V = XY = 1 / xy.

Получается система:
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из которой U = 5, V = 6. Далее решая систему 
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находим X1 = 2, Y1 = 3; X2 = 3, Y2 = 2, откуда получаем x1 = 1 / 2, y1 = 1 / 3; x2 = 1 /3, y2 = 1 / 2. Можно сразу ввести неизвестные U = x + y, V = xy, получится система
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Приводящая к тем же решениям исходной системы.

Ответ: x1 = 1 / 2, y1 = 1 / 3; x2 = 1 /3, y2 = 1 / 2.

Уравнения и системы уравнений с параметрами.

Иногда в уравнениях некоторые коэффициенты заданы не конкретными числовыми значениями, а обозначены буквами. Такие буквы называются параметрами. Предполагается, что эти параметры могут принимать любые числовые значения, т.е. одно уравнения с параметрами задаёт множество уравнений (для всех возможных значений параметров).

Например, линейное уравнение ax + b = c с неизвестным x можно рассматривать как уравнение с параметрами a, b, и c. Его решением при a  0 является x = (c  b) / a. Если a = 0, то получается “уравнение” b = c, и если действительно b = c, то корнями данного уравнения являются все действительные числа. Если же b  c, при этом a = 0, то данное уравнение корней не имеет.

Так, с параметрами учащиеся встречаются при введении некоторых понятий. Не приводя подробных определений, рассмотрим случай в качестве примеров следующие объекты:

· функция прямая пропорциональность: y = kx (x и y — переменные; k — параметр,k  0); 

· линейная функция: y = kx + b (x и у — переменные, k и b —параметры); 

· линейное уравнение: ax + b = 0 (x — переменная; a и b —параметры); 

· уравнение первой степени: ax + b = 0 (x — переменная; a и b — параметры, a  0); 

· квадратное уравнение: ax2 + bx + c = 0 (x — переменная; a, b и c — параметры, a  0).

Решить уравнение с параметрами означает следующее:

1. исследовать, при каких значениях параметров уравнение имеет корни и сколько их при разных значениях параметров. 

2. Найти все выражения для корней и указать для каждого из них те значения параметров, при которых это выражение действительно определяет корень уравнения.

Ответ к задаче “решить уравнение с параметрами” должен выглядеть следующим образом: уравнение при таких то значениях параметров имеет корни …, при таких то значениях параметров — корни …, при остальных значениях параметров уравнение корней не имеет.

Пример 10.42. Решим уравнение px = 6 с неизвестным x и параметром p. Если p  0, то можно разделить обе части уравнения на p, и тогда мы находим корень уравнения x = 6 /p. Если p = 0, то уравнение корней не имеет, потому что 0 x = 0 для любого x.

Ответ: при p  0 уравнение имеет единственный корень x = 6 / p; при p = 0 уравнение корней не имеет.

Пример 10.43. Сравнить:  a и 3a.

Решение. Естественно рассмотреть три случая:

Если a < 0, то  a > 3a;

Если a = 0, то  a = 3a;

Если a > 0, то  a < 3a.

Пример 10.44. Решить уравнения ax = 1.

Решение. На первый взгляд представляется возможным сразу дать ответ: x = 1 / a. Однако при a = 0 данное уравнение решений не имеет, и верный ответ выглядит так:

Ответ: Если a = 0, то нет решений; если a  0, то x = 1 / a.

Пример 10.45. Решить уравнение (a2  1)x = a + 1.

Решение. Нетрудно сообразить, что при решении этого уравнения достачно рассмотреть такие случаи:

1. a = 1; тогда уравнение принимает вил 0x = 2 и не имеет решений; 

2. a =  1; получаем 0x = 0, и очевидно x — любое. 

3. a   1; имеем x = 1 / (a  1).

Сделаем одно замечание. Существенным этапом решения задач с параметрами является запись ответа. Особенно это относится к тем примерам, где решение как бы “ветвится” в зависимости от значений параметра. В подобных случаях составление ответа — это сбор ранее полученных результатов. И здесь очень важно не забыть отразить в ответе все этапы решения.

В только что разобранном примере запись ответа практически повторяет решение. Тем не менее, мы считаем целесобразным привести

Ответ: Если a =  1, то x — любое число; a = 1, то нет решений; если a   1, то x = 1 / (a  1).

Пример 10.46. При каких a уравнение ax2  x + 3 = 0 имеет единственное решение?

Решение. Прежде всего обратим внимание на распространённую ошибку: считать исходное уравнение квадратным. На самом деле это уравнение степени, не выше второй. Пользуясь этим соображением, естественно начать решение, рассмотрев случай, когда a = 0, то очевидно данное уравнение имеет единственное решение. Если же a  0, то имеем дело с квадратным уравнением. Его дискриминант 1  12a принимает значение, равное нулю, при a = 1 / 12.

Ответ: a = 0 или a = 1 / 12.

Пример 10.47. при каких a уравнение (a  2)x2 + (4  2a)x + 3 = 0 имеет единственное решение?

Решение. Понятно, что надо начинать со случая a = 2. Но при a = 2 исходное уравнение вообще не имеет решений. Если a  2, то данное уравнение — квадратное, и, казалось бы, искомые значения параметра — это корни дискриминанта. Однако дискриминант обращается в нуль при a = 2 или a = 5. Поскольку мы установили, что a = 2 не подходит, то

Ответ: a = 5.

Вероятно, в двух последних примерах ничего сложного нет (тем более, ели они уже решены). Однако, на наш взгляд, параметр в этих задачах проявляет своё “коварство”, особенно для начинающих. Поэтому полезно рассмотреть ещё несколько примеров, где параметр “расставляет ловушки”.

Пример 10.48. При каких значениях a уравнение ax2 + 4x + a + 3 = 0 имеет более одного корня?

Решение. При a = 0 уравнение имеет единственный корень, что не удовлетворяет условию. При a 0 исходное уравнение, будучи квадратным, имеет два корня, если его дискриминант 16  4a2  12a — положительный. Отсюда получаем  4 < a < 1. Однако в полученный промежуток ( 4; 1) входит число 0, которое, как мы уже проверили, неприемлемо.

Ответ:  4 < a < 0 или 0 < a < 1.

Пример 10.49. При каких a уравнение a(a + 3)x2 + (2a + 6)x  3a  9 = 0 имеет более одного корня?

Решение. Стандартный шаг — начать со случаев a = 0 и a =  3. При a = 0 уравнение имеет единственное решение. Любопытно, что при a =  3 решением уравнения служит любое действительное число. При a =  3 решением уравнения служит любое действительное число. При a   3 и a  0, разделив обе части данного уравнения на a + 3, получим квадратное уравнение ax2 + 2x  3 = 0, дискриминант которого 4(1 + 3a) положителен при a >  1 / 3. Опыт предыдущих примеров подсказывает, что из промежутка ( 1 / 3;  ) надо исключить точку a = 0, а в ответ не забыть включить a =  3.

Ответ: a =  3 или  1 / 3 < a < 0, или a > 0.

Пример 10.50. При каких значениях a уравнение (x2  ax + 1) / (x + 3) = 0 имеет единственное решение?

Решение. Данное уравнение равносильно системе
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Наличие квадратного уравнения и условие единственности решения, естественно приведут к поиску корней дискриминанта. Вместе с тем условие x   3 должно привлечь внимание. И “тонкий момент” заключается в том, что квадратное уравнение системы может иметь два корня! Но обязательно только один из них должен равняться  3. Имеем D = a2  4, отсюда D = 0, если a =  2; x =  3 — корень уравнения x2  ax + 1 = 0 при a =  10 / 3, причём при таком значении a второй корень квадратного уравнения отличен от  3.

Ответ: a =  2 или a =  10 / 3. 

Пример 10.51. При каких a уравнение ax2 = a2 равносильно неравенству 

 x  3  a?

Решение. При a  0 уравнение имеет единственное решение, а неравенство — бесконечно много. Если a = 0, то решением как уравнения, так и неравенства является всё множество действительных чисел. Следовательно, требованию задачи удовлетворяет только a = 0.

Ответ: a = 0.

Пример 10.52. Решить уравнение с параметрами

(a2  9)x = a2 + 2a  3.

Решение. Уравнение имеет смысл при любых значениях параметра. Запишем уравнение в виде: 

(a  3)(a + 3)x = (a + 3)(a  1).

Если a =  3, то уравнение принимает вид: 0x = 0. Отсюда следует, что при x  R, т.е. решением уравнения является любое действительное число. Если a   3, то уравнение принимает вид: (a  3)x = a  1.При a = 3 имеем 0x = 2. Уравнение решения не имеет. При a   3 имеем x = (a  1) / (a  3). Уравнение имеет единственное решение (например, x = 3 при a = 4, x = 3 / 5 при a=  2 и т.д.)

Ответ: a =  3, x  R; a = 3, x   ; a   3, x = (a  1) / (a  3).

Пример 10.53. 

(x  4) / (x + 1)  1 / a(x + 1) =  2 / a.

Решение. Очевидно, (x + 1)a  0, т.е. x   1, a  0. Преобразуем данное уравнение, умножив обе его части на a(x + 1)  0:

(x  4)a  1 =  2(x + 1), т.е. (a + 2)x = 4a  1.

Если a =  2, то имеем 0х =  9. Следовательно, x  . Если a   2, то x = (4a +1) / (a + 2). Но, как мы уже отметили, x   1. Поэтому надо проверить, нет ли таких значений a при которых найденное значение x равно  1.

(4a  1) / (a + 2) =  1, т.е. 4a  1 =  a  2, т.е. 5a =  1, a=  1 / 5.

Значит, при a  0, a   2, a   1 / 5 уравнение имеет единственное решение (4a  1) / (a + 2).

Ответ: x   при a  { 2, 0,  1 / 5}; x = (4a  1) / (a + 2) при a { 2, 0,  1 / 5}.

Пример 10.54. 

(a  5)x2 + 3ax  (a  5) = 0.

Решение. При (a  5) = 0, т.е. a = 5 имеем 15x  0 = 0, т.е. x = 0. При a  5  0, т.е. a  5 уравнение имеет корни 

X1,2 = ( 3a   (9a2 + 4(a  5)2)) / (2(a  5)).

Ответ: x = 0 при a = 5; x = ( 3a   (9a2 + 4(a  5)2)) / (2(a  5)) при a  5. 

Пример 10.55. 

1 / (x  1) + 1 / (x  a) = (a + 1) / a.

Решение. Отмечаем, что a(x  1)(x  a)  0, т.е. x  1, x  a, a  0. При этих условиях данное уравнение после упрощений принимает вид 

(a + 1)x2  (a2 + 4a + 1)x + (2a2 + 2a) = 0.

Если a +1 = 0, т.е. a =  1, имеем, 2x = 0, т.е. x = 0.

Если a + 1  0, т.е. a   1, то находим, что 

x1,2 = (a2 + 4a + 1   (a4 + 2a2 + 1)) / (2(a +1) = (a2 + 4a + 1  (a2 + 1) ) / (2(a + 1))

т.е. x1 = a + 1, x2 = 2a / (a + 1). Найдём значения a, при которых x = 1 и x = a, чтобы исключить их.

a + 1 = 1  a = 0 — недопустимо по условию;

a + 1 = a  1 = 0 — невозможно;

2 / (a + 1) = 1  2a = a + 1, т.е. a = 1;

2 / (a + 1) = a  2a = a2 + a, a = 1 и a = 0 — недопустимо.

Итак, если a   1, a  0, a  1, то x1 = a + 1, x2 = 2a / (a + 1).

Теперь рассмотрим, что происходит с уравнением при a = 1. Найдём корни уравнения: x1 = 1 и x2 = 2, причём x1 = 1 не подходит по условию. Теперь выписываем 

Ответ: x1 = a + 1 и x2 = 2 при a  0, a   1; x = 0 при a =  1; x = 2 при a = 1.

Пример 10.56. При каких значениях a система уравнений
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Имеет единственное решение?

Решение. Умножим второе уравнение на a и вычтем его из первого уравнения. Получаем равносильную систему
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Если a = 1, то  3y + 0,5 = 0, т.е. y = 1 /6. Подставив это значение во второе уравнение, находим единственное значение x. Система имеет единственное решение. 

a. Если a =  0,5, то система имеет единственное решение. 

b. При остальных значениях a сведём систему к квадратному уравнению; из первого уравнения системы находим 

y = ((1  a)x + 1,5  a) / (2a + 1),

подставляем во второе уравнение:

x + ((2  2a)x + 3  2a) / (2a + 1) + ((1  a)x2 + 1,5x  ax) / (2a + 1) +1 = 0, т.е.

2ax + 3x  2ax + 3  2a + x2  ax2 +1,5x  ax + 2a + 1 = 0,

(1  a)x2 + (4,5  a)x + 4 = 0.

Уравнение имеет единственное решение в том случае, когда дискриминант равен нулю:

(9 / 2  a)2  4 4(1  a) = 0, т.е. a2 + 7a + 17 / 4 = 0, т.е. a = ( 7  4 2) / 2.

Ответ: a = 1, a =  1 / 2, a = ( 7  4 2) / 2.

Пример 10.57. 

x3 – (a + b + c)x2 + (ab + ac + bc)x – abc =0.

Решение. x3 – ax2 – bx2 – cx2 + abx + acx +bcx – abc = 0,

группируем: x2(x – a) – bx(x – a) – cx(x – a) – cx(x – a) + bc(x – a),

(x – a)(x2 – bc – cx + bc).

(x – a) = 0,

x1 = a.

x2 – bc – cx + bc = 0,

x(x – b) – c(x – b) = 0,

(x – b)(x – c) = 0,

x – b = 0, x2 = b

x – c = 0, x3 = c.

Ответ: x1 = a; x2 = b; x3 = c.

Замечание: корни уравнения можно было легко найти, пользуясь теоремой Виета для кубического уравнения:

если x3 + px2 + qx + r = 0, то 

x1 + x2 + x3 = - p,

x1x2 + x1x3 + x2x3 = q,

x1x2x3 = - r .

В нашем случае:

x1 + x2 + x3 = a + b + c,

x1x2 + x1x3 + x2x3 = ab + bc +cd,

x1x2x3 = abc.

Отсюда следует, что x1 = a; x2 = b; x3 = c.

Графический метод решения систем нелинейных уравнений.

Системы нелинейных уравнений с двумя неизвестными можно решать графически. Для этого нужно начертить графики обоих уравнений и найти координаты точек их пересечения. Нам уже известны графики следующих уравнений:

1. ax + by + c = 0 — прямая линия. 

2. xy = k — гипербола. 

3. (x  a)2 + (y  b)2 = R2 — уравнение окружности с центром A(a, b) и радиусом R. 

К этому виду приводятся с помощью выделения полных квадратов уравнения вида:

x2 + y2  2ax  2by + c = 0.

4. ax2 + bx + c = 0 — парабола y = ax2 c вершиной в точке A(m, n), где m =  b / 2a, а n = (4ac  b2) / 4a.

Пример 11.58. Найдём графически корни системы:
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Решение. Выделяя полные квадраты, получаем:

x2 + y2  2x + 4y  20 = (x2  2x +1) + (y2 + 4y + 4)  1  4  20 = (x  1)2 + (y + 2)2  25.

Значит, систему уравнений можно записать так:

[image: image47.png]&= 1P+ (y+27 =25
2x-y=-1




Графиком первого уравнения является окружность с центром A(1;  2) и радиусом 5. А 2x  y =  1 — уравнение прямой, проходящей через точки B(0; 1) и C(2; 5). Строим окружность радиуса 5 с центром в точке A и проводим прямую через точки B и C. Эти линии пересекаются в двух точках M(1; 3) и N( 3;  5). Значит решение системы таково: x1 = 1, y1 = 3; x2 =  3, y2 =  5.
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Уравнения содержащие знак модуля.

Два числа, модули которых равны, либо равны между собой, либо отличаются лишь знаком: если  a =  b , то либо a = b, либо a =  b. Применим это замечание к решению уравнения 

 3x  1 =  2x + 3 .

В силу сказанного выше из этого уравнения вытекает, что либо 3х  1 = 2х + 3, либо 3х  1 =  (2х + 3). Корнем первого уравнения является число 4, а второго — число  2 / 5. Итак, решение уравнения имеет вид х1 = 4, х2 =  2 / 5.

В других случаях бывает полезно сначала установить, в каких точках обращаются в нуль выражения, стоящие под знаком модуля. Эти точки разбивают числовую ось на промежутки, внутри которых выражения сохраняют постоянный знак (промежутки знакопостоянства). Это позволяет освободиться на каждом из таких промежутков от знака модуля и свести задачу к решению нескольких уравнений — по одному на каждом промежутке.

При решении уравнений с модулем используется определение модуля и метод интервалов. Напомним, что

f (x), если f (x)  0,

 f (x)  =– f (x), если f (x) < 0.

Пример 12.59. Решим уравнение. 

 x =  3  2x  x  1.

Решение. Выражение x обращается в нуль при x = 0, а выражение 3  2x — при x = 3 / 2. Точки 0 и 3 / 2 разбивают числовую ось на промежутки (  ; 0),[0; 3 / 2], (3 / 2;  ). При   < x < 0 имеем x < 0 и 3  2x > 0. Поэтому на этом промежутке  x =  x,  3  2x = 3  2x и уравнение принимает вид  x = 3  2x  x  1. Решая его, получаем, что x = 1. Но это значение x не лежит на (  ; 0), и потому на этом промежутке уравнение корней не имеет. При 0  x  3/ 2 имеем x  0, 3  2x  0, поэтому  x = x,  3  2x = 3  2x. И уравнение принимает вид x = 3  2x  x  1. Решая его, находим x = 0,5. Так как это значение x принадлежит промежутку [0; 3 / 2], то 1 / 2 является корнем заданного уравнения. Наконец, на промежутке (3 / 2; + ) имеем x > 0, 3  2x < 0, а потому  x = x,  3  2x =  (3  2x) и уравнение принимает вид x =  (3  2x)  x  1, т.е. 0 =  4. Значит, на этом промежутке нет корней заданного уравнения.

Мы получили, таким образом, что уравнение имеет лишь один корень, а именно x = 0,5.

Ответ: x = 0,5.

В некоторых случаях уравнение со знаком модуля имеет бесконечно много решений.

Пример 12.60.  8  5x =  3 + x +  5  6x .

Выражения (8  5x), (3 + x) и (5  6x) обращаются в нуль соответственно в точках 8 /5,  3, 5 / 6. Эти точки разбивают числовую ось на 4 промежутка. При этом, в ходе решения, устанавливаем, что на промежутках (  ;  3), (5 / 6; 8 /5], (8 / 5; + ) уравнение корней не имеет, а на промежутке [ 3; 5 / 6] оно обращается в тождество 8  5x = 3 + x + 5  6x. Поэтому ответ имеет вид [ 3; 5 / 6].

Ответ: [ 3; 5/ 6].

Несколько сложнее решаются уравнения, в которых встречается знак модуля под знаком модуля. Однако и в этом случае метод разбиения оси на промежутки знакопостоянства позволяет решить уравнение.

Пример 12.61. Решим уравнение  2x  3   x + 2  = 8x + 12.

Решение. Выражение (x + 2) обращается в нуль при x =  2. Если x <  2, то (x + 2) < 0 и потому  x + 2 =  (x + 2). Значит, на промежутке (  ;  2) заданное уравнение принимает вид  2x  3 + (x + 2) = 8x + 12, т.е.  3x  1 = 8x + 12. Но при x <  2 имеем 3x  1 < 0 и потому  3x  1 =  (3x  1). Получаем уравнение  (3x  1) = 8x + 12, имеющее корень x =  1. Так как это число не лежит на промежутке (  ;  2), то заданное уравнение не имеет на это промежутке корней.

Пусть теперь x   2. Тогда  x + 2 = x + 2, и мы получаем уравнение  2x  3  (x + 2) =8x + 12, т.е.  x  5 = 8x + 12. Здесь надо рассмотреть два случая: x < 5 и x  5. В первом случае  x  5 =  (х  5), и потому получаем уравнение  (x  5) = 8x + 12. Его корень равен  7 / 9. Поскольку  2  ( 7 / 9)  5, то  7 / 9 является корнем заданного уравнения. Если же x  5, то  x  5 = x  5 и уравнение принимает вид x  5 = 8x + 12. Корнем полученного уравнения является число  17 / 7. Поскольку оно не лежит на луче [5; + ), оно не является корнем заданного уравнения. Итак, решение имеет вид x =  7 / 9.

Ответ: x =  7 / 9.

Пример 12.62.

 1 – 2x +  3x + 2 +  x = 5.

Решение. Приравниваем к нулю выражения, стоящие под знаком модуля, отмечаем на числовой оси полученные значения, исследуем уравнения в каждом из полученных интервалов:
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А) если x < – 2 / 3, то 1 – 2x > 0, 3x + 2 < 0, x < 0 и уравнение переписывается так:

1 – 2x – 3x – 2 – x = 5, т.е. – 6x = 6, x = – 1  (– ; – 2 / 3).

Б) если – 2 / 3  x < 0, то 1 – 2x > 0, 3x + 2  0, x < 0 и поэтому имеем:

1 – 2x + 3x + 2 – x = 5, и т.к. 3  5, то в промежутке [– 2 / 3; 0) корней нет.

В) если 0  x < 0,5, то получаем: 1 – 2x + 3x + 2 + x = 5, т.е. 2x = 2; x = 1  [0; 0,5).

Г) если 0,5  x, то – 1 +2x + 3x + 2 + x = 5, 6x = 4, x = 2 / 3  (0,5;  ).

Ответ: x1 = – 1; x2 = 2 / 3.

Пример 12.63.

 x  +  x – 1  = 1. 

Решение. (x – 1) = 0, x = 1;  получаем интервалы:
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A) x  (  ; 0), тогда – x – x +1 = 1; – 2x = 0; x = 0  (  ; 0).

Б) x  [0; 1), тогда x – x +1 = 1; 1 = 1  x — любое число из [0; 1).

В) x  [1;  ), тогда x + x – 1 = 1; 2x = 2; x = 1  [1;  ).

Ответ: x  [0; 1].

Основные методы решения рациональных уравнений.

1) Простейшие: решаются путём обычных упрощений — приведение к общему знаменателю, приведение подобных членов и так далее. Квадратные уравнения ax2 + bx + c = 0 решаются по выведенной нами формуле 
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Также используется теорема Виета: x1 + x2 = – b / a; x1x2 = c / a.

2) Группировка: путём группировки слагаемых, применения формул сокращённого умножения привести (если удастся) уравнение к виду, когда слева записано произведение нескольких сомножителей, а справа — ноль. Затем приравниваем к нулю каждый из сомножителей.

3) Подстановка: ищем в уравнении некоторое повторяющееся выражение, которое обозначим новой переменной, тем самым упрощая вид уравнения. В некоторых случаях очевидно что удобно обозначить. Например, уравнение 

(x2 + x – 5) / x + 3x / (x2 + x – 5) + 4 = 0, 

легко решается с помощью подстановки (x2 + x – 5) / x = t, получаем t + (3 / t) + 4 = 0.

Или: 21 / (x2 – 4x + 10) – x2 + 4x = 6. Здесь можно сделать подстановку x2 – 4 = t. Тогда 21 / (t + 10) - t = 6 и т.д.

В более сложных случаях подстановка видна лишь после нескольких преобразований. Например, дано уравнение

(x2 + 2x)2 – (x +1)2 = 55. 

Переписав его иначе, а именно (x2 + 2x)2 – (x2 + 2x + 1) = 55, сразу увидим подстановку x2 + 2x=t.

Имеем t2 – t – 56 = 0, t1 = – 7, t2 = 8. Осталось решить x2 + 2x = – 7 и x2 + 2x = 8.

В ряде других случаев удобную подстановку желательно знать “заранее”. Например 

1. Уравнение (x + a)4 + (x + b)4 = c сводится к биквадратному, если сделать подстановку 

x = t – (a + b) / 2.

2. Симметрическое уравнение (возвратное) a0xn + a1xn – 1 + … + a1x + a0 = 0 (коэффициенты членов, равностоящих от концов, равны) решается с помощью подстановки x + 1 / x = t, если n —чётное; если n — нечётное, то уравнение имеет корень x = – 1. 

3. Уравнение вида (x + a)(x + b)(x + c)(x + d) = l сводится к квадратному, если a + b = c + d и т.д.

4) Подбор: при решении уравнений высших степеней рациональные корни уравнения anxn + an – 1xn – 1 + … + a1x + a0 = 0 ищем в виде p / q, где p — делитель a0, q — делитель an, p и q взаимно просты, p Z, q N.

5) “Искусство”, т.е. решать пример нестандартно, придумать “свой метод”, догадаться что-то прибавить и отнять, выделить полный квадрат, на что-то разделить и умножить и т.д. 

6) Уравнения с модулем: при решении уравнений с модулем используется определение модуля и метод интервалов. Напомним, что

f (x), если f (x)  0,

 f (x)  =– f (x), если f (x) < 0.

Рациональные неравенства.

Пусть  ( )  числовая функция одного или нескольких переменных (аргументов). Решить неравенство 
 ( ) < 0 ( ( ) > 0) (1)

 это значит найти все значения аргумента (аргументов) функции  , при которых неравенство (1) справедливо. Множество всех значении аргумента (аргументов) функции  , при которых неравенство (1) справедливо, называется множеством решении неравенства или просто решением неравенства.

Множество решении нестрого неравенства 

 ( )  0( ( )  0) (2) 

представляет собой объединение множества решении неравенства (1) и множества решении уравнения  ( ) = 0.

Два неравенства считаются эквивалентными, если множества их решении совпадают.

Под множеством допустимых значении неизвестных, входящих в неравенство, понимают область определения функции  ( ).

Неравенства вида (1) или (2), составленные для различных функции  i( ), могут быть сведены в систему неравенств. Решить систему неравенств  это значит найти множество всех значении аргументов функции  i( ), при которых справедливы все неравенства системы одновременно. 

Говорят, что системы неравенств эквивалентны, если множества их решении совпадают.

Свойства равносильных неравенств.

При решении неравенств используют свойства равносильности.

Неравенства с одной переменной называются равносильными, если множества их решении совпадают.

Например, неравенства 3х > 6 и х – 2 > 0 имеют одинаковые множества решении х [2; + ]. Эти неравенства – равносильные.

Неравенства х > 0 и х2 > 0 – неравносильные, так как решение первого неравенства есть множество х [0; + ], а решение второго неравенства есть множество х [- ; 0] [0; + ]. Эти множества не совпадают.

При решении неравенств выполняются только такие преобразования, при которых получаются более простые равносильные неравенства. Эти преобразования возможны при выполнении следующих свойств равносильных неравенств.

Свойство 1. Если к обеим частям неравенства прибавить одно и то же число или одно и то же выражение, которое имеет смысл при всех значениях переменной, то получим неравенство, равносильное данному.

Дано. Р(х) > Q(x) – неравенство, Т(х) – выражение, которое имеет смысл при всех действительных значениях х, х R.

Доказать. Неравенства Р(х) > Q(x) и Р(х) + Т(х) > Q(x) + T(x) – равносильные.

Доказательство. а) Пусть при х = а неравенство Р(а) > Q(a) – верное числовое равенство, т.е. х =а – одно из решении неравенства Р(х) > Q(x), Т(а) – значение Т(х) при х =а.

По свойству числовых неравенств Р(а) + Т(а) > Q(a) + T(a) – верное числовое неравенство.

Следовательно, х = а – одно из решений неравенства Р(х) + Т(х) > Q(x) + T(x). Поэтому, если х =а есть решение первого неравенства, то это значение есть также решение второго неравенства.

б) Пусть х = b – одно из решений неравенства Р(х) + Т(х) > Q(x) + T(x), т.е. P(b) + T(b) > Q(b) + T(b) –верное числовое неравенство. По свойству числовых неравенств P(b) > Q(b) – тоже верное числовое неравенство. Следовательно, х = b – решение неравенства P(x) > Q(x).

Так как множества решений неравенства P(x) > Q(x) и P(x) + T(x) > > Q(x) + T(x) совпадают, то эти неравенства равносильные.

Свойство 2. Если в неравенстве любое слагаемое, которое имеет смысл при вех х R, перенести из одно части в другую с противоположным знаком, то получим неравенство, равносильно данному.

Дано. P(x) + T(x) > Q(x) – неравенство, Т(х) – слагаемое, которое имеет смысл при всех х R.

Доказать. Неравенства P(x) + T(x) > Q(x) и P(x) > Q(x) – T(x) – равносильные.

Доказательство. По свойству 1 можно к обеим частям неравенства P(x) + T(x) > Q(x) прибавить слагаемое (-Т(х)), так как это слагаемое имеет смысл при всех х R; получим равносильное неравенство:

P(x) + T(x) – T(x) > Q(x) – T(x), отсюда P(x) > Q(x) – T(x).

Свойство 3. Если обе части неравенства умножить на одно и то же положительное число или на одно и то же выражение, положительное при всех значениях переменной, то получим неравенство, равносильное данному.

Дано. P(x) > Q(x) – неравенство (1),

T(x) > 0, x R,

P(x) T(x) > Q(x) T(x) – неравенство (2).

Доказать. Неравенства (1) и (2) равносильные.

Доказательство. Пусть при х = а P(a) > Q(a) – верное числовое неравенство, т.е. х = а – одно из решении первого неравенства. T(a) – значение Т(х) при х = а Т(а) > 0.

По свойству числовых неравенств P(a) T(a) > Q(a) T(a) – тоже верное числовое неравенство, т.е. х = а –одно из решении первого неравенства. Следовательно, если х= а – решение первого неравенства, то х = а – также решение второго неравенства.

Пусть при х = b неравенство P(b) T(b) > Q(b) T(b) – верное числовое неравенство, т.е. х = b – одно из решении второго неравенства.

По свойству числовых неравенств P(b) > Q(b) – тоже верное числовое неравенство, так как T(b) > 0. Следовательно, х = b – одно из решении первого неравенства.

Поскольку множества решении первого и второго неравенств совпадают, то они равносильные.

Свойство 4. Если обе части неравенства умножить на одно и то же отрицательное число или на одно и то же выражение, отрицательное при всех значениях переменной, и изменить знак неравенства на противоположный, то получим неравенство, равносильное данному.

Это свойство доказывается аналогично 3 свойству.

Алгебраические неравенства.

Линейными (строгими и нестрогими) называются неравенства вида

ax + b > 0, ax + b < 0, ax + b  0, ax + b  0, a  0,

решениями которых будут:

при a > 0

x (-b/a  ;  ), x ( - ; -b/a   ), x [ -b/a ;  ), x ( - ; -b/a],

при а < 0

x ( - ; -b/a), x ( -b/a ;  ), x ( - ; -b/a], x [ -b/a ;  ).

Квадратными (строгими и нестрогими) называются неравенства вида 

ax2 + bx + c > 0,ax2 + bx + c < 0,

ax2 + bx + c  0,ax2 + bx + c  0,

где a, b, c  некоторые действительные числа и а  0.

Квадратное неравенство ax2 + bx + c > 0 в зависимости от значении своих коэффициентов a, b и c имеет решения:

при а > 0 и D = b2 – 4ac  0

x ( - ; [image: image52.png]
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;  );

при а > 0 и D < 0 x  любое действительное число;

при а < 0 и D  0

x ([image: image54.png]
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);

при а < 0 и D < 0 

x =  (т. е. решении нет ).

Решение неравенства ax2 + bx + c < 0 сводится к решению рассмотренного неравенства, если обе части неравенства умножить на (-1).

Метод интервалов.

Пусть Рn(x)  многочлен n-й степени с действительными коэффициентами, а c1, c2,  , ci  все действительные корни многочлена с кратностями k1, k2,  , ki соответственно, причем с1 > c2 >  > ci. Многочлен Pn(x) можно представить в виде

Рn(x) = (x - c1) k1(x - c2) k2  (x – ci)ki Qm(x),(3)

где многочлен Qm(x) действительных корней не имеет и либо положителен, либо отрицателен при всех х R. Положим для определенности, что Qm(x) > 0. Тогда при х > c1 все сомножители в разложении (3) положительны и Рn(х) > 0. Если с1  корень нечетной кратности (k1  нечетное), то при х (с2; с1) все сомножители в разложении (3), за исключением первого, положительны и Рn(х)<0. В этом случае говорят, что многочлен Рn(х) меняет знак при переходе через корень с1. Если же с1  корень четной кратности (k1  четное), то все сомножители (в том числе и первый) при х (с2; с1) положительны и, следовательно, Рn(х) > 0 при х (c2; с1). В этом случае говорят, что многочлен Рn(х) не меняет знак при переходе через корень с1.

Аналогичным способом, используя разложение (3), нетрудно убедится, что при переходе через корень с2 многочлен Рn(х) меняет знак, если k2  нечетное, и не меняет знака, если k2  четное. Рассмотренное свойство многочленов используется для решения неравенств методом интервалов. Для того чтобы найти все решения 

Рn(х) > 0,(4)

достаточно знать все действительные корни многочлена Рn(х) их кратности и знак многочлена Рn(х) в произвольно выбранной точке, не совпадающей с корнем многочлена.

Пример: Решить неравенство

х4 + 3х3 – 4х > 0.(*)

Решение. Разложим на множители многочлен Р4(х), стоящий в левой части неравенства (*). Вынося множитель х за скобку, получаем

Р4(х) = х(х3 + 3х2 – 4).

Второй сомножитель, представляющий собой кубический многочлен, имеет корень х = 1. Следовательно, он может быть представлен в виде

х3 + 3х2 – 4 = (х-1)(х2 + 4х + 4) = (х-1)(х + 2) 2.

Таким образом, Р4(х) = х(х - 1)(х + 2) 2 и неравенство (*) может быть записано в виде 

х(х –1)(х + 2)2 > 0. (**)

Решим неравенство (**) методом интервалов. При х > 1 все сомножители, стоящие в левой части неравенства, положительны. 

Будем двигаться по оси Ох справа налево. При переходе через точку х = 1 многочлен Р4(х) меняет знак и принимает отрицательные значения, так как х = 1  простой корень (корень кратности 1); при переходе через точку х = 0 многочлен также меняет знак и принимает положительные значения, так как х = 0  также простой корень; при переходе через точку х = -2 многочлен знака не меняет, так как х = -2  корень кратности 2. Промежутки знакопостоянства многочлена Р4 (х) схематически представлены на рис 1. Используя этот рисунок, легко выписать множество решений исходного неравенства.
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Ответ. х  (- ; -2)  (-2; 0)  (1;  ).

Пример: Решить неравенство

(х2 – 3х – 2)(х2 – 3х + 1) < 10.

Решение: Пусть х2 – 3х – 2 = y. Тогда неравенство примет вид y(y +3) < 10, или y2 + 3y – 10 < 0, откуда (y + 5)(y – 2) < 0. Решением этого неравенства служит интервал –5<y<2. Таким образом, получаем систему неравенств

[image: image57.png]¥ -3x-2<2, | #-3-4<0,
unn
- 322> 5, -3z +3>0,

otkyaa

(x-4)(z+1) <0,
wrdredsg




Поскольку второе неравенство выполняется при всех х, решение этой системы есть интервал (-1; 4).

Ответ: (-1; 4).

Пример: Решить неравенство

х4 – 34х2 + 225 < 0.

Решение. Сначала решим биквадратное уравнение х4 – 34х2 + 225 < 0. Полагая х2 = z, получаем квадратное уравнение z2 – 34z + 225 = 0, из которого находим: z1 = 9 и z2 = 25. Решая уравнения х2 = 9 и х2 = 25, получаем 4 корня биквадратного уравнения: -3, 3, -5, 5. Значит, х4 – 34х2 + 225 = (х + 5)(х + 3)(х – 3)(х – 5), и поэтому заданное неравенство иммет вид:

(х + 5)(х + 3)(х – 3)(х – 5) < 0.
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Изображаем на координатной прямой точки –5, -3, 3, 5 и проводим кривую знаков. Решение неравенства является объединение интервалов (-5; -3) и (3; 5). 

Ответ: (-5; -3) (3; 5).

Пример: Решить неравенство

х4 – 3 < 2х(2х2 – х – 2).

Решение. Дано целое рациональное неравенство. Перенесем все слагаемые в левую часть и приведем многочлен к стандартному виду. Получим равносильное неравенство

х4 – 4х3 + 2х2 + 4х – 3 < 0.

Решая уравнение х4 – 4х3 + 2х2 + 4х – 3 = 0, находим корни х1 = -1, х2,3 = 1, х4 = 3. Тогда неравенство можно переписать в виде

(х – 1) 2(х + 1)(х – 3) < 0.
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Найденные корни разбивают числовую ось на четыре промежутка, на каждом из которых левая часть неравенства, а значит, и исходного неравенства сохраняет знак. Выбирая пробные точки в каждом из промежутков (достаточно значения х подставлять только в последний два сомножителя), получаем знаки, указанные на рисунке. Видим, что неравенство выполняется на промежутках (-1; 1) и (1; 3).

Так как неравенство строгое, то числа –1, 1, 3 не входят в решение неравенства.

Ответ: (-1; 1) (1; 3). 

Дробно-рациональные неравенства.

Решение рационального неравенства
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где Рn(х) и Qm(х)  многочлены, сводится к решению эквивалентного неравенства (4) следующим образом: умножив обе части неравенства (5) на многочлен [Qm(x)]2, который положителен при всех допустимых значениях неизвестного х (т.е. при тех х, при которых Qm(x)  0), получим неравенство

Рn(х)  Qm(x) > 0,

эквивалентное неравенству (5).

Дробно-линейным называется неравенство вида
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где a, b, c, d, k  некоторые действительные числа и с  0,   (если с = 0, то дробно-линейное неравенство превращается в линейное, неравенство (6) не содержит аргумента). К дробно-линейным неравенствам относятся и неравенства вида (6), где вместо знака > стоят знаки <,  ,  . Решение дробно-линейного неравенства сводится к решению квадратного неравенства. Для этого необходимо умножить обе части неравенства (6) на выражение (сх + d)2, положительное при всех х R и x  -d/c. 

Пример: Решить неравенство
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Решение: Прибавляя к обеим частям неравенства 1, получим неравенство вида (5).
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которое эквивалентно неравенству

х2(х2 – х – 2) < 0.

Множество решений последнего неравенства находится методом интервалов: х ( -1;0) (0;2).

Ответ: х (-1;0) (0;2). 

Пример: Решить неравенство
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Решение: Перенеся все члены неравенства в левую часть, получим  
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Пользуясь методом интервалов и учитывая знак неравенства, заключаем, что решением неравенства является объединение полуинтервалов: [-4; -3) (-1; 1].

Ответ: [-4; -3) (-1; 1]. 

Пример: Решить неравенство:
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Решение: Полагая х  0 и х  3, разделим обе части неравенства на положительную дробь и получим и сразу заметим, что х = 0 удовлетворяет заданному неравенству, а х = 3 не удовлетворяет. Кроме того, множители с нечетными показателями степени заменим соответствующими множителями первой степени (ясно, что при этом знак выражения в левой части неравенства не изменится). В результате получим более простое неравенство, равносильное заданному для всех х 0 и х 3:
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Начертив кривую знаков, заштрихуем промежутки удовлетворяющие этому неравенству, и отметим на той же оси точки х = 0 и х = 3. Учитывая, что значение х = 0 является решением заданного неравенства, но не принадлежит заштрихованному промежутку, его следует дополнительно включать в ответ. Значение х = 3 не является решением неравенства, но принадлежит заштрихованному промежутку; следовательно, это значение нужно исключить. Итак, получаем ответ: (- ; -4) [1; 3)  (3; 4,5]U0.

Ответ: (- ; -4) [1; 3) (3; 4,5]U0.

Пример: Решить неравенство
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Решение. Разлагая числитель и знаменатель на множители, переписываем данное неравенство в виде
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Точками, в которых множители меняют знаки, являются –5, 1, 2, 6. Они разбивают числовую ось не интервалы (- ; -5), (-5; 1), (1; 2), (2; 6),(6; + ). С помощью кривой знаков находим интервалы, где выполняется неравенство: (-5; 1) и (2; 6). При этом из (-5; 1) надо удалить точку 0, так как в этой точке выражение обращается в нуль. Итак, получаем ответ в виде (-5; 0) (0; 1) (2; 6).
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Ответ: (-5; 0) (0; 1) (2; 6).

Пример: Решить неравенство
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Решение. Разлагая числитель и знаменатель на множители, перепишем данное неравенство в виде
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Нанесем числа 0, 1, 2, 5, при которых числитель и знаменатель обращаются в нуль, на числовую ось. Они разбивают числовую ось на пять промежутков.

С помощью “пробных” точек найдем знак выражения в каждом промежутке.

Выпишем интервалы, где выполняется неравенство: (- ; 0), (0; 1), (2; 5).

Ответ: (- ; 0) (0; 1) (2; 5).

Неравенства, содержащие неизвестное под знаком абсолютной величины.

При решении неравенства, содержащих неизвестное под знаком абсолютной величены, используется тот же прием, что и при решении уравнении, содержащих неизвестное под знаком абсолютной величены, именно: решение исходного неравенства сводится к решению нескольких неравенств, рассматриваемых на промежутках знакопостоянства выражений, стоящих под знаков абсолютной величены. 

Пример: Решить неравенство

 х2 - 2 + х < 0.(*)

Решение: Рассмотрим промежутки знакопостоянства выражения х2 – 2, стоящего под знаком абсолютной величены.

1. Предположим, что

х2 – 2  0,

тогда неравенство (*) принимает вид

х2 + х –2 < 0.
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Пересечение множества решений этого неравенства и неравенства х2 –2  0 представляет собой первое множество решений исходного неравенства (рис 1): х (-2; - ].

2) Предположим, что х2 – 2 < 0, тогда согласно определению абсолютной величены имеем  х2 - 2 = 2 – х2, и неравенство (*) приобретает вид

2 – х2 + х < 0.

Пересечение множества решений этого неравенства и неравенства х2 – 2 < 0 дает второе множество решений исходного неравенства (рис. 2): х (- ; -1).
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Объединяя найденные множества решений, окончательно получаем х (-2; -1)

Ответ: х (-2; -1).

В отличие от уравнений неравенства не допускают непосредственной проверки. Однако в большинстве случаев можно убедиться в правильности полученных результатов графическим способом. Действительно, запишем неравенство примера в виде

 х - 2 < -х.

Построим функции y1 = х2 - 2 и y2 = -х, входящие в левую и правую часть рассматриваемого неравенства, и найдем те значения аргумента, при которых y1<y2. 

На рис. 3 заштрихованная область оси абсцисс содержит искомые значения х.

Решение неравенств, содержащих знак абсолютной величены, иногда можно значительно сократить, используя равенство  х 2= х2. 

Пример: Решить неравенство
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Решение: Исходное неравенство при всех х  -2 эквивалентно неравенству

 х - 1 >  х + 2 . (**)

Возведя обе части неравенства (**) в квадрат, после приведения подобных членов получаем неравенство

6х < -3,

т.е. х < -1/2.

Учитывая множество допустимых значений исходного неравенства, определяемого условием х  -2, окончательно получаем, что неравенство (*) выполняется при всех х (- ; -2) (-2; -1/2).

Ответ: (- ; -2) (-2; -1/2).

Пример: Найти наименьшее целое х, удовлетворяющее неравенству:
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Решение: Так как  х +1  0 и, по условию,  х +1  0, то данное неравенство равносильно следующему: 2х + 5 >  х +1 . Последнее в свою очередь, эквивалентно системе неравенств –(2х + 5) < х + 1 < 2х + 5, 

откуда 

Наименьшим целым числом х удовлетворяющей этой системе будет неравенств, является 0. Заметим, что х  -1, иначе выражение в левой части данного неравенства не имеет смысла.

Ответ: 0.

Пример: Решить неравенство:
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Решение: Пусть  х = y. Заметим далее, что  х + 1 > 0. Поэтому данное неравенство эквивалентно следующему: -2  (y –2)(y + 1), или y2 – y  0, или 0  y 1, или 0   х  1. Отсюда -1 х  1.

Ответ: [-1; 1]. 

Пример: Решить неравенство

 х2 – 3х + 2 +  2х + 1  5.

Решение. х2 – 3х + 2 отрицателен при 1 < x < 2 и неотрицателен при остальных х, 2х + 1 меняет знак при х = -Ѕ. Следовательно, нам надо рассмотреть четыре случая.

1. х < -Ѕ. В этом случае х2 – 3х + 2 > 0, 2х +1 < 0. Получаем неравенство х2 – 3х + 2 – 2х – 1  5, х2 – 5х – 4  0. Его решение  х  . С учетом условия х < -Ѕ находим [image: image78.png]


 х  -Ѕ. 

2. – Ѕ  х  1. Имеем неравенство х2 – х – 2  0. Его решение –1  х  2. Следовательно, весь отрезок –Ѕ  x  1удовлетворяет неравенству . 

3. 1 < x < 2. Получаем х2 – 5х + 6  0; х  2 или х  3. Вновь подходит весь интервал. 

4. х  2. Неравенство то же, что и в случае 2. Подходит лишь х = 2. 

Ответ:[image: image79.png]


  х  2.

Пример: Решить неравенство.

  х3 + х - 3 - 5  х3 – х + 8.

Решение. Решим это неравенство не стандартным образом.
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Неравенства с параметрами.

Неравенства с параметрами являются наиболее трудными задачами курса элементарной математики. Это объясняется тем, что их решения следует получать при всех допустимых значениях входящих в них параметров.

Пример: Для всех значений а решить неравенство

aх > 1/x.

Решение: Запишем неравенство в виде
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тогда исходное неравенство эквивалентно двум системам неравенств:

ax2 – 1 > 0,ax2 – 1 < 0,

x > 0; x < 0. 

Рассмотрим первую систему. Первое неравенство запишем в виде:

ax2 > 1.

При а > 0 оно эквивалентно неравенству х2 > 1/a, множество решений которого х < -1/  и x > 1/ . В этом случае решения первой системы: х (1/ ;  ). При а  0 левая часть неравенства ах2 –1 > 0 отрицательна при любом х и неравенство решений не имеет, а следовательно, не имеет решений и вся система неравенств.

Рассмотрим вторую систему. При а > 0 решениями неравенства ах2 – 1<0 будут значения х (-1/ ; 1/ ), а решениями системы  значения х (-1/ ; 0). При a 0 левая часть неравенства ах2 –1 < 0 отрицательна при 

любых значениях х, т.е. это неравенство выполняется при все х R и, следовательно, решениями системы будут значения х (- ; 0).

Приведем графическую иллюстрацию решения этого примера. 
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Для этого рассмотрим отдельно два случая а > 0 и а  0 и для каждого из них построим графики функций, стоящих в левой и правой частях исходного неравенства. Заштрихованные промежутки оси Ох представляют собой решение неравенства в рассматриваемых случаях.

Графическая иллюстрация облегчает решение уравнений и неравенств с параметрами. 

Ответ: Если а  0, то х (- ; 0); если а > 0, то х (-1/ ; 0) (1/ ;  ). 

Пример: Решить неравенство:
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Решение: Преобразуем данное неравенство: 3m2х + 3 – 2mx2 – 6 < m + 9x; mx2 – 9x < m + 3; (m – 3)(m + 3)x < m + 3. Далее находим решение неравенства при различных значения параметра m:

1. Пусть (m – 3)(m + 3) > 0, т.е. m < -3 или m > 3. Тогда неравенство имеет решение х < 1/(m – 3). 

2. Пусть (m – 3)(m + 3) < 0, т.е. –3 < m < 3. Тогда неравенство имеет решение х > 1/(m – 3). 

3. Пусть (m – 3)(m + 3) = 0, т.е. m = 3 или m = -3. Тогда если m = 3, то неравенство примет вид 0 х < 6 и, значит выполняется при любом х R. Если же m = -3, то неравенство примет вид 0 х < 0 и, следовательно, не имеет решении. 

Пример: Для каждого неотрицательного значения параметра а решить неравенство

4а3х4 + 4а2х2 + 32х + а + 8  0.

Решение. Левая часть неравенства представляет собой многочлен как относительно х, так и относительно параметра а. Степени соответственно равны 4 и 3. Однако если умножить многочлен на а, а затем сделать замену y = ax, то в новом многочлене максимальная степень параметра а будет равна 2. Случай а = 0 дает нам ответ х  - ј. Будем теперь считать, что а > 0. Умножив обе части неравенства на а и сделав замену y = ax, получим

4y4 + 4ay2 + 32y + a2 + 8a  0.

Левая часть представляет собой квадратный трехчлен относительно а:

a2 + (4y2 + 8)a + 4y2 + 32y  0,

јD = (2y2 + 4) 2 – 4y2 – 32y = 16(y – 1) 2.

Раскладывая левую часть неравенства на множители, получим

(а + 2y2 + 4y)(a + 2y2 – 4y + 8)  0,

или
(2y2 + 4y + a)(2y2 – 4y + 8 + a)  0.

Второй множитель положителен при всех y, если а > 0. Приходим к неравенству 2y2 + 4y + a  0, откуда, если 0 < a < 2, y  Ѕ(-2 - ) или y  Ѕ(-2+ ); если а  2, y – любое. Возвращаясь к х, получим ответ.

Ответ: Если а = 0, то х  - ј; если 0 < a < 2, то х  1/2a*(-2 -  ) или х  1/2a(-2 +  ); если а  2, то х – любое. 

Пример: Решить систему неравенств
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Решение: Поскольку решением первого неравенства является 1  х  2, то задача сводится (при а  0) к выяснению расположения корней квадратного трехчлена f(x) = ах2 – 2(а + 1)х + а –1 относительно отрезка [1; 2]. Имеем

јD = (а + 1) 2 – а(а – 1) = 3а + 1, f(1) = -3, f(2) = а – 5.
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Область изменения параметра а оказалось разделенной на 4 части (не считая граничных точек).

1. Если а < - 1/3, второе неравенство, а следовательно и данная система не имеют решения. То же имеет место и при а = -1/3. 

2. Если –1/3 < a < 0, то f(1) < 0, f(2) < 0. Для вершины параболы выполняется неравенство хв = < 0 (рис. 1,а ). Следовательно, множество решении второго неравенства не содержит точек отрезка [1; 2]. Система 

не имеет решения. То же имеет место и при а = 0.

3. Если 0 < a < 5, то f(1) < 0, f(2) < 0 (рис. 1, б). Значит, на всем отрезке [1; 2] f(x) < 0. Система вновь не имеет решения. 

4. Если а  5, то f(1) < 0, f(2)  0 (рис. 1, в). Решением системы будет х2  х  2 где х2 – больший корень уравнения f(x) = 0.

Ответ: Если а < 5, система не имеет решения; если а  5, то 1/а(а + 1 + )  х  2.

Пример: Решить неравенство

 2х2 + х – а - 8  х2 + 2х – 2а – 4.

Решить: Напомним, что неравенство  а  b эквивалентно двойному неравенству –b  a  b. В нашем случае после преобразования приходим к системе неравенств

а  -х2 + х + 4,

а  х2 + х – 4.

Изобразим на плоскости (х; а) множество точек, координаты которых удовлетворяют полученной системе. При конкретном значении параметра а =  решением нашего неравенства будут абциссы тех точек горизонтальной прямой а =  , которые находятся в заштрихованной области. Найдем точки пересечения А(2; 2), В(-2; -2) наших точек парабол и вершину С(-0,5; -4,25) параболы а = х2 +х – 4.

Далее получаем: если а > 2, то соответствующая прямая пересекается с заштрихованной областью.

Если –2 < a  2, то соответствующая прямая пересекается с заштрихованной областью по отрезку. Концами этого отрезка будут точки с абциссами [image: image87.png]-1+ 17 +4a )



(больший корень уравнения а = х2 + х – 4 или х2 – х – 4 + а= 0).

Если –4ј  a  -2, то горизонтальная прямая, соответствующая таким а, пересекается с заштрихованной областью по двум отрезкам. Решением неравенства будет
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Системы рациональных неравенств.

Пусть надо найти числовые значения х, при которых превращаются в верные числовые неравенства одновременно несколько рациональных неравенств. В таких случаях говорят, что надо решить систему рациональных неравенств с одним неизвестным х.

Чтобы решить систему рациональных неравенств, надо найти все решения каждого неравенства системы. Тогда общая часть всех найденных решений и будет решением системы. 

Пример: Решить систему неравенств
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Сначала решаем неравенство

(х – 1)(х – 5)(х – 7) < 0.

Применяя метод интервала (рис. 1), находим, что множество всех решении неравенства (2) состоит из двух интервалов: (- , 1) и (5, 7).

Теперь решим неравенство
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Применяя метод интервалов (рис. 2), находим, что множество всех решении неравенства (3) также состоит их двух интервалов: (2, 3) и (4, + ).

Теперь надо найти общую часть решении неравенств (2) и (3). Нарисуем координатную ось х и отметим на ней найденные решения. Теперь ясно, что общей частью решении неравенств (2) и (3) является интервал (5, 7) (рис. 3).
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Следовательно, множество всех решении системы неравенств (1) составляет интервал (5, 7).

Пример: Решить систему неравенств
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Решим сначала неравенство

х2 – 6х + 10 < 0.

Применяя метод выделения полного квадрата, можно написать, что

х2 – 6х + 10 = х2 - 2 х 3 + 32 - 32 + 10 = (х – 3) 2 +1.

Поэтому неравенство (2) можно записать в виде

(х – 3) 2+ 1 < 0,

откуда видно, что оно не имеет решении.

Теперь можно не решать неравенство
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так как ответ уже ясен: система (1) не имеет решении.

Пример: Решить систему неравенств

[image: image94.png]J:27+X'4<1
o




Рассмотрим сначала первое неравенство; имеем 
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С помощью кривой знаков (рис. 4) находим решения этого неравенства: х < -2; 0 < x < 2.

Решим теперь второе неравенство заданной системы. Имеем x2 - 64 < 0, или (х – 8)(х + 8) < 0. С помощью кривой знаков (рис. 5) находим решения неравенства: -8 < x < 8.

Отметив найденные решения первого и второго неравенства на общей числовой прямой (рис. 6), найдем такие промежутки, где эти решения совпадают (пресечение решении): -8 < x < -2; 0 < x < 2. Это и есть решение системы.

Пример: Решить систему неравенств
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Преобразуем первое неравенство системы:

х3(х – 10)(х + 10)  0, или х(х – 10)(х + 10)  0

(т.к. множители в нечетных степенях можно заменять соответствующими множителями первой степени); с помощью метода интервалов (рис. 7) найдем решения последнего неравенства: -10  х  0, х  10.

Рассмотрим второе неравенство системы; имеем 
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Находим (рис. 8) х  -9; 3 < x < 15.

Объединив найденные решения, получим (рис. 9) х  0; х > 3.

Пример: Найти целочисленные решения системы неравенств:
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Решение: Приведем систему к виду
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Складывая первое и второе неравенства, имеем y < 2, 75, а учитывая третье неравенство, найдем 1 < y < 2,75. В этом интервале содержится только одно целое число 2. При y = 2 из данной системы неравенств получим
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откуда –1 < x < 0,5. В этом интервале содержится только одно целое число 0.

Ответ: х = 0, y =2.

ГРАФИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ НЕРАВЕНСТВ

Неравенства с одной или двумя переменными можно решать графически.

Неравенство с одной переменой можно записать так: f(x) > g(x), где f(x) и g(x) – выражения, содержащие переменную.

Построим в одной системе координат графики функций y = f(x) и у = g(x).

Решение неравенства есть множество значений переменой х, при которых график функций у=g(x), так как f(x)>g(x).Это показано на рисунках 1 и 2. 

Решение неравенства с двумя переменными f(x,y)>0 есть множество 
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точек плоскости, координаты которых удовлетворяют этому неравенству. Рассмотрим на примерах решение некоторых неравенств с двумя переменными.

Пример 1. Решить графически неравенство
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x + у > 0.

Решение. Запишем неравенство в виде у> -х. Построим прямую у= -х. Координаты точек плоскости, которые лежат выше этой прямой, есть решение неравенства ( на рисунке 3 – заштрихованная область).

Пример 2. Решить графически неравенство 

х2 – у > 0.

Решение. Запишем неравенство в виде у < x2 .

Построим кривую у = х2 (парабола) (рисунок 4).
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Решение неравенства есть координаты точек плоскости, которые лежат в заштрихованной области (ниже построенной параболы).

При решении систем неравенств с двумя переменными находят пересечение областей решений этих неравенств.

Пример 3.Решить графически систему неравенств
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Решение. Решение первого неравенства системы есть координаты точек плоскости (рисунок 5), которые лежат вне окружности х+у=4; решение второго неравенства есть координаты точек верхней полуплоскости; решение третьего неравенства есть координаты точек правой полуплоскости.

Решением системы являются координаты точек, которые лежат в заштрихованной области.

ТЕСТ

1) Решить уравнение:   [image: image106.png]M

M




А) 0,

Б) 1,

В) Нет решений,

Г) x (  ; 1) (1;  ).

2) Решить уравнение:    [image: image107.png]wHbx+5
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А ) Нет решений,

Б)  1,

В)  5,

Г)  1;  5.

3) Решить уравнение:   [image: image108.png]2%-3
+




s

А)  2;  ;  5,

Б) Нет решений,

В) x (  ; 3) (3;  ),

Г) x  R.

4) Решить уравнение: ax = 1.

А) Если a  0, то x R; если a = 0, то нет решений,

Б) Если a = 0, то нет решений; если a  0, то x =1/a  ,

В) Если a = 0 , то x R; если a  0, то x =1/a  .

Г) Нет решений.

5) При каких a уравнение ax2  4x + a + 3 = 0 имеет более одного корня? 

А)  4 < a < 0,

Б) 0 < a < 1,

В) a (  ; 0) (0;  ),

Г)  4 < a < 0; 0 < a < 1.

6) При каких a уравнение (a  2)x2 

+ (4  2a)x + 3 = 0 имеет единственное решение? 

А) 2,

Б) а (  ; 2) (2;  ),

В) 5,

Г)  4.

7) Решить уравнение:  x2  1 +  a(x  1) = 0. 

А) Если a  0, то x =1; если a = 0, то x =  1,

Б) Если а  0, то нет решений; если a = 0, то x = 1.

В) x =  1,

Г) Нет решений.

8) Решить систему: 
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y2  x  5 = 0.

А) (4; 3), (4;  3),

Б) (1; 2),

В) Нет решений,

Г) x R, y =  3.

9) Решить систему: 
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А) (1;  1), (5; 5)

Б) Нет решений,

В) (1;1),

Г) ( 2; 3), (3;  2).

10) При каких a неравенство 2x + a > 0 является следствием неравенства x + 1  3a > 0? 

А)2/7  , 

Б) а   ,

В) при любых a,

Г) а   .

11) Найти наибольшее целое х, удовлетворяющие неравенству:
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а) х (- ; -3,5),

б) –3, 

в) –4, 

г) нет решений.

12) Найти наибольшее целое х, удовлетворяющие неравенству: 
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а)5, 

б) –3, 

в) 4, 

г)нет решений.

13)Найти целочисленные решения неравенств: 
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а) 0, 1, 2,

б) 4, 5,

в) 7,

г)нет решений.

14) Найти целочисленные решения неравенств: 
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а)5,

б) –3, -4, -5,

в) 5,6, 

г)нет решений.

15) Решить неравенство:
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а) (- ; -3) (0; 3,

б) (–3, 0) (0;  ),

в) (5; 7),

г) нет решений.

16) Решить неравенство:
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а) (- ; -3/25) (0;  ), 

б) (–12, 0) (7;9),

в) (- ;) (  ; 5),

г) нет решений.

17. Решить неравенство: 
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.

а) (-9; -5) (0; 8),

б) (–8, -7) (1;3),

в) (- ; -7) (1; 3),

г) нет решений.

18) Решить неравенство:
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.

а) [-4; -2) (0;5], 

б) (–1, 0] [1;7),

в) (-4; -3) [5; 7], 

г) нет решений.

19) Решить неравенство

 1,5 – 3х < 3.

а) (-2,5; -2) (0; 3,5],

б) (–0,5; 1,5),

в) (-4,5; -3,5),

г) нет решений.

20) Решить неравенство:
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а) (-3; -1), 

б) (0; 1),

в) (-7; -10),

г) нет решений.

Ответы: 1  Г; 2  В; 3  В; 4  Б; 5  Г; 6  В; 7  А; 8  А; 9  В;10 – Б;

11 – В; 12 – А; 13 – А; 14 – В; 15 – А; 16 – В; 17 – Б; 18 – В; 19 – Б; 20 – А. 
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План. 
1. Введение. 
2. Историческая справка. 
3. Уравнения. Алгебраически уравнения. 
                        а) Основные определения. 
                        б) Линейное уравненение и способ его решения. 
                        в) Квадратные уравнения и способы его решения. 
                        г) Двучленные уравнения способ их решения. 
                        д) Кубические уравнения и способы его решения. 
                        е) Биквадратное уравнение и способ его решения. 
                        ё) Уравнения четвертой степени и способы его решения. 
                        ж) Уравнения высоких степеней и способы из решения. 
                        з) Рациональноное алгебраическое уравнение и способ его 
                            решения. 
                        и) Иррациональные уравнения и способы его решения. 
                        к) Уравнения, содержащие неизвестное под знаком. 
                            абсолютной величины и способ его решения. 
4. Трансцендентные уравнения. 
                        а) Показательные уравнения и способ их решения. 
                        б) Логарифмические уравнения и способ их решения. 


Введение 
Математическое образование, получаемое в общеобразовательной школе, является важнейшим компонентом 
общего образования и общей культуры современного человека. Практически все, что окружает современного человека – это все так или иначе связано с математикой. А 
последние достижения в физике, технике и информационных технологиях не оставляют никакого сомнения, что и в будущем положение вещей останется прежним. 
Поэтому решение многих практических задач сводится к решению различных видов уравнений, которые необходимо научиться решать. 
Данная работа является попыткой обобщить и систематизировать изученный материал по выше указанной теме. Я 
расположил материал по степени его сложности, начиная с самого простого. В него вошли как известные нам виды уравнений из школьного курс алгебры, так и 
дополнительный материал. При этом я попытался показать виды уравнений, которые не изучаются в школьном курсе, но знание которых может понадобиться при 
поступлении в высшее учебное заведение. В своей работе при решении уравнений я не стал ограничиваться только действительным решением, но и указал комплексное, 
так как считаю, что иначе уравнение просто недорешено. Ведь если в уравнении нет действительных корней, то это еще не значит, что оно не имеет решений. К 
сожалению, из-за нехватки времени я не смог изложить весь имеющийся у меня материал, но даже по тому материалу, который здесь изложен, может возникнуть множество 
вопросов. Я надеюсь, что моих знаний хватит для того, чтобы дать ответ на большинство вопросов. Итак, я приступаю к изложению материала. 

Математика... выявляет порядок, 
симметрию и определенность, 
а это – важнейшие виды прекрасного. 
Аристотель. 
Историческая справка 
В те далекие времена, когда мудрецы впервые стали задумываться о равенствах содержащих неизвестные величины, наверное, еще 
не было ни монет, ни кошельков. Но зато были кучи, а также горшки, корзины, которые прекрасно подходили на роль тайников-хранилищ, вмещающих неизвестное 
количество предметов. "Ищется куча, которая вместе с двумя третями ее, половиной и одной седьмой составляет 37...", - поучал во II тысячелетии до новой эры египетский писец Ахмес. В 
древних математических задачах Междуречья, Индии, Китая, Греции неизвестные величины выражали число павлинов в саду, количество быков в стаде, совокупность 
вещей, учитываемых при разделе имущества. Хорошо обученные науке счета писцы, чиновники и посвященные в тайные знания жрецы довольно успешно справлялись с такими 
задачами. 
            Дошедшие до нас источники свидетельствуют, что древние ученые владели какими-то общими приемами 
решения задач с неизвестными величинами. Однако ни в одном папирусе, ни в одной глиняной табличке не дано описания этих приемов. Авторы лишь изредка снабжали 
свои числовые выкладки скупыми комментариями типа: "Смотри!", "Делай так!", "Ты правильно нашел". В этом смысле 
исключением является "Арифметика" греческого математика Диофанта Александрийского (III в.) – собрание задач на составление уравнений 
с систематическим изложением их решений. 
Однако первым руководством по решению задач, получившим широкую известность, стал труд багдадского ученого IX в. Мухаммеда бен Мусы аль-Хорезми. Слово 
"аль-джебр" из арабского названия этого трактата – "Китаб аль-джебер валь-мукабала" ("Книга о восстановлении и 
противопоставлении") – со временем превратилось в хорошо знакомое всем слово "алгебра", а само сочинение аль-Хорезми послужило отправной 
точкой в становлении науки о решении уравнений. 
уравнения. Алгебраические уравнения 
Основные определения 
В алгебре рассматриваются два вида равенств – тождества и уравнения. 
Тождество – это равенство, которое выполняется при всех (допустимых) значениях входящих в него букв [1]). Для записи тождества наряду со знаком  также используется знак . 
Уравнение – это равенство, которое выполняется лишь при некоторых значениях входящих в него букв. Буквы, входящие в уравнение, по 
условию задачи могут быть неравноправны: одни могут принимать все свои допустимые значения (их называют параметрами или коэффициентами 
уравнения и обычно обозначают первыми буквами латинского алфавита:, ,  ... – или теми же буквами, снабженными индексами: , , ... или , , ...); другие, значения которых требуется отыскать, называют 
неизвестными (их обычно обозначают последними буквами латинского алфавита: , , , ... – или теми же буквами, снабженными индексами: , , ... или , , ...). 
В общем виде уравнение может быть записано так: 
(, , ..., ). 
В зависимости от числа неизвестных уравнение называют уравнением с одним, двумя и т. д. неизвестными. 
Значение неизвестных, обращающие уравнение в тождество, называют решениями уравнения. 
Решить уравнение – это значит найти множество его решений или доказать, что решений нет. В зависимости от вида уравнения 
множество решений уравнения может быть бесконечным, конечным и пустым. 
Если все решения уравнения являются решениями уравнения , то говорят, что уравнение  есть следствие уравнения , и пишут  
 . 
Два уравнения 
и 
называют эквивалентными, если каждое из них является следствие другого, и пишут 
 . 
Таким образом, два уравнения считаются эквивалентными, если множество решений этих уравнений совпадают. 
Уравнение  считают эквивалентным двум (или нескольким) уравнениям , , если множество решений уравнения  совпадает с 
объединением множеств решений уравнений , . 
Н е к о т о р ы е  э к в и в а л е н т н ы е  у р а в н е н и я: 
1) Уравнение эквивалентно уравнению , рассматриваемому на множестве допустимых значений 
искходного уравнения. 
2) Уравнение  эквивалентно 
уравнению , рассматриваемому на множестве допустимых значений искходного уравнения. 
3)  эквивалентно двум 
уравнениям  и  . 
4) Уравнение  эквивалентно уравнению . 
5) Уравнение  при нечетном n эквивалентно уравнению , а при четном  n эквивалентно двум уравнениям  и . 
Алгебраическим уравнением называется уравнение вида 
, 
где  – многочлен n-й степени от одной или нескольких переменных. 
            Алгебраическим уравнением с одним неизвестным называется уравнение, сводящееся к уравнению 
вида 
++ ... ++, 
где n – неотрицательное целое число; коэффициенты многочлена , , , ..., ,  называются коэффициентами (или параметрами) уравнения и считаются заданными; 
х называется неизвестным и является искомым. Число n называется степенью уравнения. 
            Значения неизвестного х, обращающие алгебраическое уравнение в тождество, называются корнями 
(реже решениями) алгебраического уравнения. 
            Есть несколько видов уравнений, которые решаются по готовым формулам. Это линейное и квадратное 
уравнения, а также уравнения вида F(х), где F – одна из стандартных 
функций (степенная или показательная функция, логарифм, синус, косинус, тангенс или котангенс). Такие уравнения считаются простейшими. Так же существуют 
формулы и для кубического уравнения, но его к простейшим не относят. 
            Так вот, главная задача при решении любого уравнения – свести его к простейшим. 
Все ниже перечисленные уравнения имеют так же и свое графическое решение, которое заключается в том, чтобы представить левую и правую части 
уравнения как две одинаковые функции от неизвестного. Затем строится график сначала одной функции, а затем другой и точка(и) пересечения двух графиков даст 
решение(я) исходного уравнения. Примеры графического решения всех уравнений даны в приложении. 
Линейное уравнение 
Линейным уравнением называется уравнение первой степени. 
                                                                 ,                                                                 (1) 
где a и b – некоторые действительные числа. 
            Линейное уравнение всегда имеет единственный корень , который находится следующим образом. 
Прибавляя к обеим частям уравнения (1) число , получаем уравнение 
                                                                   ,                                                                   (2) 
эквивалентное уравнению (1). Разделив обе части уравнения (2) на величину , получаем корень уравнения (1): 
. 
Квадратное уравнение 
Алгебраическое уравнение второй степени. 
                                                            ,                                                            (3) 
где , ,  – некоторые 
действительные числа, называется квадратным уравнением. Если , то квадратное уравнение (3) называется приведенным. 
Корни квадратного уравнения вычисляются по формуле 
, 
Выражение  называется дискриминантом 
квадратного уравнения. 
При этом: 
если , то уравнение имеет два различных действительных корня; 
если , то уравнение имеет один действительный корень кратности 2; 
если , то уравнение действительных корней не имеет, а имеет два 
комплексно сопряженных корня: 
,                                   , 
Частными видами квадратного уравнения (3) являются: 
1) Приведенное квадратное уравнение (в случае, если ), которое обычно записывается в виде 
. 
Корни приведенного квадратного уравнения вычисляются по формуле 
                                                    .                                                    (4) 
            Эту формулу называют формулой Виета – по имени французского математика конца XVI в., внесшего значительный вклад в становление 
алгебраической символики. 
2) Квадратное уравнение с четным вторым коэффициентом, которое обычно записывается в виде 
 ( - целое число). 
Корни этого квадратного уравнения удобно вычислять по формуле 
                                                      .                                                      (5) 
            Формулы (4) и (5) являются частными видами формулы для вычисления корней полного квадратного 
уравнения. 
            Корни приведенного квадратного уравнения 

связаны с его коэффициентами Формулами Виета 
, 
. 
В случае, если приведенное квадратное уравнение имеет действительные корни, формулы Виета позволяют судить как о знаках, так и об 
относительной величине корней квадратного уравнения, а именно: 
если , , то оба корня отрицательны; 
если , , то оба корня положительны; 
если , , то уравнение имеет корни разных знаков, причем отрицательный корень по абсолютной величине больше положительного; 
если , , уравнение имеет корни разных знаков, причем отрицательный корень по абсолютной величине меньше положительного корня. 
Перепишем еще раз квадратное уравнение 
                                                                                                                          (6) 
и покажем еще один способ как можно вывести корни квадратного уравнения (6) через его коэффициенты и свободный член. Если 
                                                                ++,                                                                (7) 
 то корни квадратного уравнения вычисляются по формуле 
, 
откуда 
,           . 
которая может быть получена в результате следующих преобразований исходного уравнения, а так же с учетом формулы (7). 
, 
Заметим, что , поэтому 
, 
откуда 
. 
, 
но , из формулы (7) поэтому окончательно 
. 
Если положить, что +, то 
, 
Заметим, что , поэтому 
, 
откуда 
, 
но ,  поэтому окончательно 
. 
и 
. 
Двучленные уравнения 
Уравнения n-й степени вида 
                                                                                                                                (8) 
называется двучленным уравнением. При  и  заменой [2]) 
, 
где  - арифметическое 
значение корня, уравнение (8) приводится к уравнению 
, 
которое и будет далее рассматриваться. 
Двучленное уравнение  при нечетном n имеет один действительный корень . В множестве комплексных чисел это уравнение имеет n корней (из которых один действительный и  комплексных): 
                   ( 0, 1, 2, ...,  ).                           (9) 
            Двучленное уравнение  при четном n в множестве действительных чисел имеет два корня , а в множестве комплексных чисел n корней, вычисляемых по формуле (9). 
Двучленное уравнение  при четном n имеет один 
действительный корней , а в множестве комплексных чисел  корней, вычисляемых по формуле 
    ( 0, 1, 2, ...,  ).                           (10) 
Двучленное уравнение  при четном n имеет действительный 
корней не имеет. В множестве комплексных чисел уравнение имеет  корней, вычисляемых по формуле (10). 
            Приведем краткую сводку множеств корней двучленного уравнения для некоторых конкретных 
значений n. 
            1) (). 
            Уравнение имеет два действительных корня . 
            2) (). 
Уравнение имеет один дествительный корень  и два комплексных 
корня 
. 
            3)             (). 
Уравнение имеет два действительных корния  и два комплексных корня . 
            4)             (). 
            Уравнение действительных корней не имеет. Комплексные корни: . 
            5) (). 
Уравнение имеет один дествительный корень  и два комплексных 
корня 
. 
            6)             (). 
Уравнение действительных корней не имеет. Комплексные корни: 
,  . 
Кубические уравнения 
Если квадратные уравнения умели решать еще математики Вавилонии и Древней Индии, то кубические, т.е. 
уравнения вида 
, где , 
оказались "крепким орешком". В конце XV в. профессор математики в университетах Рима и Милана 
Лука Пачоли в своем знаменитом учебнике "Сумма знаний по арифметике, геометрии, отношениям и пропорциональности" задачу о нахождении общего 
метода для решения кубических уравнений ставил в один ряд с задачей о квадратуре круга. И все же усилиями итальянских алгебраистов такой метод вскоре 
был найден. 
Начнем с упрощения 
Если кубическое уравнение общего вида 
, где , 
разделить на , то коэффициент при  станет равен 1. Поэтому в дальнейшем будем исходить из уравнения 
                                                     .                                                     (11) 
Так же как в основе решения квадратного уравнения лежит формула квадрата суммы, решение кубического уравнения опирается на 
формулу куба суммы: 

Чтобы не путаться в коэффициентах, заменим здесь  на  и перегруппируем 
слагаемые: 
                                           .                                           (12) 
Мы видим, что надлежащим выбором , а именно взяв , можно добиться того, что правая часть этой формулы будет отличаться от левой части уравнения (11) только коэффициентом при  и свободным членом. Сложим уравнения (11) и (12) и приведем подобные: 
. 
Если здесь сделать замену , получим кубическое уравнение относительно  без члена с : 
. 
Итак, мы показали, что в кубическом уравнении (11) с помощью подходящей подстановки можно избавиться от члена, содержащего квадрат 
неизвестного. Поэтому теперь будем решать уравнение вида 
                                                            .                                                            (13) 
Формула Кардано 
Давайте еще раз обратимся к формуле куба суммы, но запишем ее иначе: 
. 
Сравните эту запись с уравнением (13) и попробуйте установить связь между ними. Даже с подсказкой это непросто. Надо отдать 
должное математикам эпохи Возрождения, решившим кубическое уравнение, не владея буквенной символикой. Подставим в нашу формулу : 
, или 
. 
Теперь уже ясно: для того, чтобы найти корень уравнения (13), достаточно решить систему уравнений 
 или 
и взять в качестве  сумму  и . Заменой ,  эта система 
приводится к совсем простому виду: 

Дальше можно действовать по-разному, но все "дороги" приведут к одному и тому же квадратному 
уравнению. Например, согласно теореме Виета, сумма корней приведенного  квадратного уравнения равна коэффициенту при 
 со знаком минус, а произведение – свободному члену. Отсюда следует, что  и  - корни уравнения 
. 
Выпишем эти корни: 

Переменные  и  равны кубическим корням из  и , а искомое решение кубического уравнения (13) – сумма этих корней: 
. 
Эта формула известная как формула Кардано. 
Тригонометрическое решение 

подстановкой  приводится к 
"неполному" виду 
                         ,   ,   .                         (14) 
Корни , , "неполного" кубичного уравнения (14) равны 
, , 
где 
,    , 
. 
Пусть "неполное" кубичное уравнение (14) действительно. 
            а) Если  ("неприводимый" случай), то  и 
, 
, 
где 
. 
(b) Если , , то 
,           , 
где 
   ,                 . 
(с) Если , , то 
,                    , 
где 
   ,                . 
Во всех случаях берется действительное значение кубичного корня. 
Биквадратное уравнение 
Алгебраическое уравнение четвертой степени. 
, 
где a, b, c – некоторые действительные числа, называется биквадратным уравнением. Заменой  уравнение сводится к квадратному уравнению  с последующим решением двух двучленных уравнений  и  ( и  - корни 
соответствующего квадратного уравнения). 
Если  и , то биквадратное уравнение имеет четыре действительных корня: 
,                       . 
Если ,  [3]), то биквадратное 
уравнение имеет два действительных корня  и мнимых сопряженных 
корня: 
. 
Если  и , то биквадратное уравнение имеет четыре чисто мнимых попарно сопряженных корня: 
,                . 
Уравнения четвертой степени 
Метод решения уравнений четвертой степени нашел в XVI в. Лудовико Феррари, ученик Джероламо Кардано. Он так и 
называется – метод Феррари. 
            Как и при решении кубического и квадратного уравнений, в уравнении четвертой 
степени 

можно избавиться от члена  подстановкой . Поэтому будем считать, что коэффициент при кубе неизвестного равен нулю: 
. 
            Идея Феррари состояла в том, чтобы представить уравнение в виде , где левая часть – квадрат выражения , а правая часть – квадрат линейного уравнения  от , коэффициенты которого зависят от . После этого останется решить два квадратных уравнения:  и . Конечно, такое представление возможно только при 
специальном выборе параметра . Удобно взять  в виде , тогда уравнение перепишется так: 
                              .                              (15) 
Правая часть этого уравнения – квадратный трехчлен от . Полным квадратом он будет тогда, когда его дискриминант равен нулю, т.е. 
, или 
 . 
Это уравнение называется резольвентным (т.е. "разрешающим"). Относительно  оно кубическое, и формула Кардано позволяет найти какой-нибудь его корень . При  правая часть 
уравнения (15) принимает вид 
, 
а само уравнение сводится к двум квадратным: 
. 
Их корни и дают все решения исходного уравнения. 
            Решим для примера уравнение 
. 
            Здесь удобнее будет воспользоваться не готовыми формулами, а самой идеей решения. 
Перепишем уравнение в виде 

и добавим к обеим частям выражение , чтобы в левой части образовался полный квадрат: 
. 
Теперь приравняем к нулю дискриминант правой части уравнения: 
, 
или, после упрощения, 
. 
Один из корней полученного уравнения можно угадать, перебрав делители  свободного члена: . После подстановки этого значения получим уравнение 
, 
откуда . Корни образовавшихся квадратных уравнений -  и . Разумеется, в общем случае могут получиться и комплексные корни. 
Решение Декарта-Эйлера 

подстановкой  приводится к 
"неполному" виду 
                                                      .                                                      (16) 
Корни , , ,  "неполного" уравнения четвертой степени (16) равны одному из выражений 
, 
в которых сочетания знаков выбираются так, чтобы удовлетворялось условие 
, 
причем ,  и  - корни кубичного уравнения 
. 
Уравнения высоких степеней 
Разрешимость в радикалах 
Формула корней квадратного уравнения известна с незапамятных времен, а в XVI в. итальянские алгебраисты 
решили в радикалах уравнения третьей и четвертой степеней. Таким образом, было установлено, что корни любого уравнения не выше четвертой степени выражаются 
через коэффициенты уравнения формулой, в которой используются только четыре арифметические операции (сложение, вычитание, умножение, деление) и извлечение 
корней степени, не превышающей степень уравнения. Более того, все уравнения данной степени  () можно "обслужить" одной общей формулой. При 
подстановке в нее коэффициентов уравнения получим все корни – и действительные, и комплексные. 
            После этого естественно возник вопрос: а есть ли похожие общие формулы для решения 
уравнений пятой степени и выше? Ответ на него смог найти норвежский математик 
Нильс Хенрик Абель в начале XIX в. Чуть раньше этот результат был указан, но недостаточно обоснован итальянцем Паоло Руффини. 
Теорема Абеля-Руффини звучит так: 
Общее уравнение степени  при  неразрешимо в радикалах. 
            
Таким образом, общей формулы, применимой ко всем уравнениям данной степени , не существует. Однако это не значит, что невозможно решить в радикалах те или иные частные виды уравнений высоких степеней. Сам 
Абель нашел такое решение для широкого класса уравнений произвольно высокой степени – так называемых абелевых уравнений. Теорема Абеля-Руффини не исключает 
даже и того, что корни каждого конкретного алгебраического уравнения можно записать через его коэффициенты с помощью знаков арифметических операций и 
радикалов, в частности, что любое алгебраическое число, т.е. корень уравнения вида 
, , 
с целыми коэффициентами, можно выразить в радикалах через рациональные числа. На самом деле такое выражение существует далеко не всегда. Это следует 
из теоремы разрешимости алгебраических уравнений, построенной выдающимся французским математиком Эваристом Галуа в его "Мемуаре об условиях разрешимости 
уравнений в радикалах" (1832 г.; опубликован в 1846 г.). 
            Подчеркнем, что в прикладных задачах нас интересует только приближенные значения корней уравнения. 
Поэтому его разрешимость в радикалах здесь обычно роли не играет. Имеются специальные вычислительные методы, позволяющие найти корни любого уравнения с 
любой наперед заданной точностью, ничуть не меньшей, чем дают вычисления по готовым формулам. 
Уравнения, которые решаются 
Хотят уравнения высоких степеней в общем случае неразрешимы в радикалах, да и формулы Кардано и Феррари для уравнений 
третьей и четвертой степеней в школе не проходят, в учебниках по алгебре, на вступительных экзаменах в институты иногда встречаются задачи, где требуется 
решить уравнения выше второй степени. Обычно их специально подбирают так, чтобы корни уравнений можно было найти с помощью некоторых элементарных приемов. 
            В основе одного из таких приемов лежит теорема о рациональных корнях многочлена: 
Если несократимая дробь  является корнем 
многочлена  с целыми коэффициентами, то ее числитель  является делителем свободного члена , а знаменатель  - делителем старшего 
коэффициента . 
            
Для доказательства достаточно подставить в уравнение   и умножить уравнение 
на . Получим 
. 
Все слагаемые в левой части, кроме последнего, делятся на , поэтому и  делится на , а поскольку  и  - взаимно простые числа,  является делителем . Доказательство для  аналогично. 
            С помощью этой теоремы можно найти все рациональные корни уравнения с целыми коэффициентами испытанием 
конечного числа "кандидатов". Например, для уравнения 
, 
старший коэффициент которого равен 1, "кандидатами" будут делители числа –2. Их всего четыре: 1, -1, 2 и –2. Проверка показывает, что 
корнем является только одно из этих чисел: . 
Если один корень найден, можно понизить степень уравнения. Согласно теореме Безу, 
остаток от деления многочлена  на двучлен  равен , т. е. . 
Из теоремы непосредственно следует, что 
Если  - корень многочлена , то многочлен делится на , т. е. , где  - многочлен степени, 
на 1 меньшей, чем . 
            
Продолжая наш пример, вынесем из многочлена 

множитель . Чтобы найти частное , можно выполнить деление "уголком": 
                                                           
                                                                       
           
                                                                     
                                                                     
                                                                          
                                                                          
                                                                                   0 
Но есть и более простой способ. Он станет понятен из примера: 
Теперь остается решить квадратное уравнение . Его корни: 
. 
Метод неопределенных коэффициентов 
Если у многочлена с целыми коэффициентами рациональных корней не оказалось, можно попробовать разложить его на множители 
меньшей степени с целыми коэффициентами. Рассмотрим, например, уравнение 
. 
Представим левую часть в виде произведения двух квадратных трехчленов с неизвестными (неопределенными) коэффициентами: 
. 
Раскроем скобки в правой части и приведем подобные: 
. 
Теперь, приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях  в обеих частях, получим систему уравнений 

Попытка решить эту систему в общем виде вернула бы нас назад, к решению исходного уравнения. Но целые корни, если они существуют, 
нетрудно найти и подбором. Не ограничивая общности, можно считать, что , тогда последнее уравнение показывает, что надо рассмотреть лишь два варианта: ,  и . Подставляя эти пары значений в остальные уравнения, 
убеждаемся, что первая из них дает искомое разложение: . Этот способ решения называется методом неопределенных 
коэффициентов. 
            Если уравнение имеет вид , где  и  - многочлены, то 
замена  сводит его решение к решению двух уравнений меньших степеней:  и . 
Возвратные уравнения 
Возвратным алгебраическим уравнением называется уравнение четной степени вида 
, 
в которых коэффициенты, одинаково отстоят от концов, равны: ,  и т. д. Такое уравнение 
сводится к уравнению вдвое меньшей степени делением на  и последующей заменой 
. 
            Рассмотрим, например, уравнение 
. 
Поделив его на  (что законно, так как 
 не является корнем), получаем 
. 
Заметим, что 
. 
Поэтому величина  удовлетворяет 
квадратному уравнению 
, 
решив которое можно найти  из уравнения . 
            При решении возвратных уравнений более высоких степеней обычно используют тот факт, что выражение  при любом  можно представить как 
многочлен степени  от . 
Рациональные алгебраические уравнения 
Рациональным алгебраическим уравнением называется уравнение вида 
                                                                  ,                                                                  (17) 
где  и  - многочлены. Далее для определенности будем полагать, что  - многочлен m-й степени, а  - многочлен n-й степени. 
            Множество допустимых значений рационального алгебраического уравнения (17) 
задается условием , т. е. , , ...,  где , , ...,  - корни многочлена . 
            Метод решения уравнения (17) заключается в следующем. Решаем уравнение 
, 
корни которого обозначим через 
. 
Сравниваем множества корней многочленов  и . Если никакой корень многочлена  не является корнем многочлена , то все корни многочлена  являются корнями уравнения (17). Если какой-нибудь 
корень многочлена  является корнем многочлена, то необходимо сравнить из кратности: если кратность корня многочлена  больше кратности корня многочлена , то этот корень является корнем (17) с кратностью, равной разности кратностей корней делимого и 
делителя; в противном случае корень многочлена  не является корнем рационального уравнения 
(17). 
            П р и м е р. Найдем действительные корни уравнения 
, 
где , . 
Многочлен  имеет два действительных корня (оба простые): 
, . 
Многочлен  имеет один простой корень . Следовательно, уравнение имеет один действительный корень . 
            Решая то же самое уравнение в множестве комплексных чисел, получим, что уравнение  имеет, кроме указанного действительного корня, два комплексно сопряженных корня: 
, . 
Иррациональные уравнения 
Уравнение, содержащее неизвестное (либо рациональное алгебраическое выражение от неизвестного) под знаком радикала, называют иррациональным 
уравнением. В элементарной математике решения иррациональных уравнений отыскивается в множестве действительных чисел. 
Всякое иррациональное уравнение с помощью элементарных алгебраических операций (умножение, деление, возведение в целую степень обеих частей 
уравнения) может быть сведено к рациональному алгебраическому уравнению. При этом следует иметь в виду, что полученное рациональное алгебраическое уравнение 
может оказаться неэквивалентным исходному иррациональному уравнению, а именно может содержать "лишние" корни, которые не будут корнями исходного 
иррационального уравнения. Поэтому, найдя корни полученного рационального алгебраического уравнения, необходимо проверить, а будут ли все корни 
рационального уравнения корнями иррационального уравнения.         
            В общем случае трудно указать какой-либо универсальный метод решения любого иррационального уравнения, так 
как желательно, чтобы в результате преобразований исходного иррационального уравнения получилось не просто какое-то рациональное алгебраическое уравнение, 
среди корней которого будут и корни данного иррационального уравнения, а рациональное алгебраическое уравнение образованное из многочленов как можно 
меньшей степени. Желание получить то рациональное алгебраическое уравнение, образованное из многочленов как можно меньшей степени, вполне естественно, так 
как нахождение всех корней рационального алгебраического уравнения само по себе может оказаться довольно трудной задачей, решить которую полностью мы можем 
лишь в весьма ограниченном числе случаев. 
Приведем некоторые стандартные, наиболее часто применяемые методы решения иррациональных алгебраических уравнений. 
1) Одним из самых простых приемов решения иррациональных уравнений является метод освобождения от радикалов путем последовательного возведения 
обеих частей уравнения в соответствующую натуральную степень. При этом следует иметь в виду, что при возведении обеих частей уравнения в нечетную степень 
полученное уравнение, эквивалентное исходному, а при возведении обеих частей уравнения в четную степень полученное уравнение будет, вообще говоря, 
неэквивалентным исходному уравнению. В этом легко убедиться, возведя обе части уравнения 

в любую четную степень. В результате этой операции получается уравнение 

множество решений которого представляет собой объединение множеств решений: 
 и . 
Однако, несмотря на этот недостаток, именно процедура возведения обеих частей уравнения 
в некоторую (часто четную) степень является самой распространенной процедурой сведения иррационального уравнения к рациональному уравнению. 
П р и м е р 1. Решить уравнение 
                                                    ,                                                    (18) 
где , ,  - некоторые многочлены. 
В силу определения операции извлечения корня в множестве действительных чисел допустимые значения неизвестного  определяются условиями 
, . 
Возведя обе части уравнения (18) в квадрат, получим уравнение 
. 
После повторного возведения в квадрат уравнение превращается в алгебраическое уравнение 
                                       .                                       (19) 
Так как обе части уравнения (18) возводились в квадрат, может оказаться, что не все корни уравнения (19) будет являться решениями исходного уравнения, 
необходима проверка корней. 
            2) Другим примером решения иррациональных уравнений является способ введения новых неизвестных, 
относительно которых получается либо более простое иррациональное уравнение, либо рациональное уравнение. 
            П р и м е р 2. Решить иррациональное уравнение 
. 
            Множество допустимых значений этого уравнения: 
. 
            Положив , после подстановки 
получим уравнение 

или эквивалентное ему уравнение 
, 
которое можно рассматривать как квадратное уравнение относительно . Решая это уравнение, получим 
,           . 
Следовательно, множество решений исходного иррационального уравнения представляет собой 
объединение множеств решений следующих двух уравнений: 
, . 
            Возведя обе части каждого из этих уравнений в куб, получим два рациональных алгебраических уравнения: 
,                  . 
            Решая эти уравнения, находим, что данное иррациональное уравнение имеет единственный корень . 
            В заключение заметим, что при решении иррациональных уравнений не следует начинать решение уравнение 
с возведения обеих частей уравнений в натуральную степень, пытаясь свести решение иррационального уравнения к решению рационального алгебраического 
уравнения. Сначала необходимо посмотреть, нельзя ли сделать какое-нибудь тождественное преобразование уравнения, которое может существенно упростить его 
решение. 
            П р и м е р 3. Решить уравнение 
                                                 .                                                 (20) 
Множество допустимых значений данного уравнения: . Сделаем следующие преобразования данного уравнения: 
. 
Далее, записывая уравнение в виде 
, 
получим: 
            при  уравнение решений 
иметь не будет; 
            при  уравнение может быть 
записано в виде 
. 
            При  данное уравнение 
решений не имеет, так как при любом , принадлежащем множеству допустимых значений уравнения, 
выражение, стоящее в левой части уравнения, положительно. 
            При  уравнение имеет 
решение 
. 
            Принимая во внимание, что множество допустимых решений уравнения определяется условием , получаем окончательно: 
            При  решением 
иррационального уравнения (20) будет 
. 
            При всех остальных значениях  уравнение решений не 
имеет, т. е. множество его решений – пустое множество. 
Уравнения, содержащие неизвестное под знаком абсолютной величины 
Уравнения, содержащие неизвестное под знаком абсолютной величины, можно свести к уравнениям, не содержащим знака абсолютной 
величины, используя определение модуля. Так, например, решение уравнения 
                                                                                                              (21) 
сводится к решению двух уравнений с дополнительными условиями. 
            1) Если , то уравнение (21) приводится к виду 
                                                            .                                                            (22) 
            Решения этого уравнения: , . Условию  удовлетворяет второй 
корень квадратного уравнения (22), и число 3 является корнем уравнения (21). 
            2) Если , уравнение (21) приводится к виду 
. 
            Корнями этого уравнения будут числа  и . Первый корень  не удовлетворяет условию  и поэтому не является 
решением данного уравнения (21). 
            Таким образом, решениями уравнения (21) будут числа 3 и . 
            Заметим, что коэффициенты уравнения, содержащего неизвестное под знаком абсолютной величины, можно 
подобрать таким образом, что решениями уравнения будут все значения неизвестного, принадлежащие некоторому промежутку числовой оси. Например, решим 
уравнение 
                                                             .                                                             (23) 
            Рассмотрим числовую ось Ох и отметим на ней точки 0 и 3 (ноли функций, стоящих под знаком абсолютной 
величины). Эти точки разобьют числовую ось на три промежутка  (рис. 1): 
, , . 



                                                            0                       
3                              x 
рис. 1. 
            1) При   уравнение (23) 
приводится к виду 
. 
            В промежутке  последнее уравнение 
решений не имеет. 
Аналогично, при  уравнение (23) 
приводится к виду 

и в промежутке  решений не имеет. 
            2) При  уравнение (23)  приводится к виду 
, 
т. е. обращается в тождество. Следовательно, любое значение  является решением уравнения (23). 
Трансцендентные уравнения 
            Уравнение, не сводящееся к алгебраическому уравнению с помощью алгебраических 
преобразований, называется трансцендентным уравнением [4]). 
            Простешими трансцендентными уравнениями являются показательные, логарифмические и тригонометрические 
уравнения. 

Показательные уравнения 
Показательным уравнением называется уравнение, в котором неизвестное входит только в показатели степеней при некоторых постоянных основаниях. 
Простейшим показательным уравнением, решение которого сводится к решению алгебраического уравнения, является уравнение вида 
                                                                   ,                                                                   (24) 
где  и  - некоторые положительные числа . Показательное уравнение (24) эквивалентно алгебраическому уравнению 
. 
            В простейшем случае, когда , показательное уравнение (24) имеет решение 

            Множество решений показательного уравнения вида 
                                                                 ,                                                                 (25) 
где  - некоторый многочлен, находится следующим образом. 
            Вводится новая переменная , и уравнение (25) решается как алгебраическое относительно неизвестного 
. После этого решение исходного уравнения (25) сводится к 
решению простейших показательных уравнений вида (24). 
            П р и м е р 1. Решить уравнение 
. 
Записывая уравнение в виде 

и вводя новую переменную , получаем кубическое уравнение относительно переменной : 
. 
Нетрудно убедиться, что данное кубическое уравнение имеет единственный рациональный корень  и два иррациональных корня:  и . 
Таким образом, решение исходного уравнения сведено к решению простейших показательных уравнений: 
, , . 
Последнее из перечисленных, уравнений решений не имеет. Множество решений первого и второго уравнений: 
 и . 
Н е к о т о р ы е   п р о с т е й ш и е  п о к а з а т е л ь н ы е  у р а в н е н и я: 
            1) Уравнение вида 

заменой  сводится к 
квадратному уравнению 
. 
            2) Уравнение вида 

заменой  сводится к 
квадратному уравнению 
. 
3) Уравнение вида 

заменой  сводится к 
квадратному уравнению 
. 
Логарифмические уравнения 
Логарифмическим уравнением называется уравнение, в котором неизвестное входит в виде аргумента логарифмической функции. 
            Простейшим логарифмическим уравнением является уравнение вида 
                                                              ,                                                              (26) 
где  - некоторое положительно число, отличное от единицы,  - любое действительное число. Логарифмическое уравнение (26) эквивалентно 
алгебраическому уравнению 
. 
В простейшем случае, когда , логарифмическое уравнение (26) имеет решение 
. 
Множество решений логарифмического уравнения вида , где  - некоторый многочлен 
указанного неизвестного, находится следующим образом. 
Вводится новая переменная , и уравнение (25) решается как алгебраическое уравнение относительно 
. После этого решаются простейшие логарифмические уравнения 
вида (25). 
П р и м е р 1. Решить уравнение 
                                                    .                                                    (27) 
            Относительно неизвестного  данное уравнение – 
квадратное: 
. 
            Корни этого уравнения: , . 
            Решая логарифмические уравнения 
, , 
получаем решения логарифмического уравнения (27): , . 
            В некоторых случаях, для того чтобы свести решение логарифмического уравнения к последовательному 
решению алгебраического и простейших логарифмических уравнений, необходимо предварительно сделать подходящие преобразования логарифмов, входящих в 
уравнение. Такими преобразованиями могут быть преобразование суммы логарифмов двух величин в логарифм произведения этих величин, переход от логарифма с одним 
основанием к логарифму с другим основанием и т. д. 
            П р и м е р 2. Решить уравнение 
                                            .                                            (28) 
            Для того чтобы свести решение данного уравнения к последовательному решению алгебраического и 
простейших логарифмических уравнений, необходимо прежде всего привести все логарифмы к одному основанию (здесь, например, к основанию 2). Для этого 
воспользуемся формулой 
, 
в силу которой . Подставив в уравнение (28) вместо  равную ему величину, получаем уравнение 
. 
            Заменой  это уравнение 
сводится к квадратному уравнению относительно неизвестного : 
. 
Корни этого квадратного уравнения: , . Решаем уравнения  и : 
, 
, 
            П р и м е р 3. Решить уравнение 
. 
            Преобразуя разность логарифмов двух величин в логарифм частного этих величин: 
, 
сводим данное уравнение к простейшему логарифмическому уравнению 
. 
Заключение 
            Математика, как и любая другая наука не стоит на месте, вместе с развитием общества 
меняются и взгляды людей, возникают новые мысли и идеи. И XX век не стал в этом смысле исключением. Появление 
компьютеров внесло свои корректировки в способы решения уравнений и значительно их облегчило. Но компьютер не всегда может быть под рукой (экзамен, 
контрольная), поэтому знание хотя бы самых главных способов решения уравнений необходимо знать. Использование уравнений в повседневной жизни – редкость. Они 
нашли свое применение во многих отраслях хозяйства и практически во всех новейших технологиях. 
В данной работе были представлены далеко не все, способы решения уравнений и даже не все их виды, а только самые основные. 
Я надеюсь, что мое сочинение может послужить неплохим справочным материалом при решении тех или иных уравнений. В заключении хотелось бы отметить, что при 
написании данного сочинения я не ставил себе цели показать все виды уравнений, а излагал лишь имеющийся у меня материал. 
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[1]) Под допустимыми понимаются те численные значения букв, при 
которых выполнимы все операции, совершаемые над буквами, входящими в равенство. Например, допустимыми значениями букв, входящих в равенство 

будут следующие; для ; для , для 

[2]) Если a и b имеют разные знаки, то . 

[3]) Случай ,  аналогичен 
разобранному. 

[4]) Под алгебраическими преобразованиями уравнения 

Понимают следующие преобразования: 
1) прибавление к обеим частям уравнения одного и того же алгебраического выражения; 
                2) умножение обеих частей уравнения на одно и то же алгебраическое выражение; 
                3) возведение обеих частей уравнения в рациональную степень.

Типы уравнений
· Алгебраические уравнения. Уравнения вида  fn(x) = 0, где fn(x) – многочлен одной переменной, называются алгебраическими уравнениями. Многочленом называется выражение вида  fn(x) = anxn + an-1xn-1 + ... + a1x + a0 = 0 

· Трансцендентные уравнения. Уравнения, содержащие трансцендентные функции, такие, как логарифмическая, показательная или тригонометрическая функция, называются трансцендентными.

· Дифференциальные уравнения. Так называются уравнения, содержащие одну или несколько функций и их производные или дифференциалы. Дифференциальные уравнения оказались исключительно ценным средством точной формулировки законов природы. 

· Интегральные уравнения. Уравнения, содержащие неизвестную функцию под знаком интеграла. 

· Диофантовы уравнения. Диофантовым уравнением называется алгебраическое уравнение с двумя или более неизвестными с целыми коэффициентами, решение которого ищется в целых или рациональных числах. Например, уравнение 3x – 5y = 1 имеет решение x = 7, y = 4; вообще же его решениями служат целые числа вида x = 7 + 5n, y = 4 + 3n. 

Алгебраические уравнения 

Линейное уравнение. ax + b = 0 (a[image: image120]=0)[image: image121]x=−ab. 

Квадратное уравнение. ax2 + bx+ c = 0 (a[image: image122]=0)[image: image123]x1=2a−b−[image: image124]b2−4ac[image: image125]x2=2a−b+[image: image126]b2−4ac  или по теореме Виета x1+x2=−ab[image: image127]x1[image: image128]x2=ca. 

Кубическое уравнение. ax3 + bx2+ cx+ d = 0 (a[image: image129]=0)[image: image130]xk=yk−b3a[image: image131]k=1[image: image132]2[image: image133]3, где yk является корнем приведенного кубического уравнения y3 + py + q = 0, в которм коэффициенты p и q связаны с коэффициентами основного кубического уравнения a, b, c и d соотношениями p=−31(ab)2+ca и q=227(ab)3−bc3a3+    ad .  Можно решить кубическое уравнение и по теореме Виета x1+x2+x3=−ab[image: image134]x1[image: image135]x2+x1[image: image136]x3+x2[image: image137]x3  x1[image: image138]x2[image: image139]x3=−ad. 

Биквадратное уравнение. ax4 + bx2+ c = 0 (a[image: image140]=0)   Заменой y  =  x2 приведем к уравнению ay2 + by+ c = 0 [image: image141]x1[image: image142]2=[image: image143]

 INCLUDEPICTURE "http://www.uztest.ru/jsmath/jsMath/fonts/cmex10/alpha/144/char71.png" \* MERGEFORMATINET [image: image144]2a−b−[image: image145]b2−4ac     x3[image: image146]4=[image: image147]

 INCLUDEPICTURE "http://www.uztest.ru/jsmath/jsMath/fonts/cmex10/alpha/144/char71.png" \* MERGEFORMATINET [image: image148]2a−b+[image: image149]b2−4ac .  

Возвратное (алгебраическое) уравнение.  ax4 + bx3+ cx2 + bx + a = 0 (a[image: image150]=0)   Заменой  y=x+x1 приведем к уравнению ay2 + by+ c - 2a = 0 

Уравнение четвертой степени общего вида.  ax4 + bx3+ cx2+ dx + e = 0 (a[image: image151]=0) 

Двучленное алгебраическое уравнение n-й степени. xn - a = 0  [image: image152]x=[image: image153]na .

Степенное алгебраическое уравнение.  ax2n + bxn+ c = 0 (a[image: image154]=0)  Заменой y  =  xn приведем к уравнению ay2 + by+ c = 0.

Алгебраическое уравнение n-й степени общего вида. anxn + an-1xn-1 + ... + a1x + a0 = 0 (a[image: image155]=0). Можно решить по обобщенной теореме Виета x1+x2+x3+[image: image156]

 INCLUDEPICTURE "http://www.uztest.ru/jsmath/jsMath/fonts/cmmi10/alpha/144/char3A.png" \* MERGEFORMATINET [image: image157]

 INCLUDEPICTURE "http://www.uztest.ru/jsmath/jsMath/fonts/cmmi10/alpha/144/char3A.png" \* MERGEFORMATINET [image: image158]+xn=−anan−1;   x1[image: image159]x2+x1[image: image160]x3+[image: image161]

 INCLUDEPICTURE "http://www.uztest.ru/jsmath/jsMath/fonts/cmmi10/alpha/144/char3A.png" \* MERGEFORMATINET [image: image162]

 INCLUDEPICTURE "http://www.uztest.ru/jsmath/jsMath/fonts/cmmi10/alpha/144/char3A.png" \* MERGEFORMATINET [image: image163]+xn−1[image: image164] xn=anan−2 ;   x1[image: image165]x2[image: image166]x3+x1[image: image167]x2[image: image168]x4+[image: image169]

 INCLUDEPICTURE "http://www.uztest.ru/jsmath/jsMath/fonts/cmmi10/alpha/144/char3A.png" \* MERGEFORMATINET [image: image170]

 INCLUDEPICTURE "http://www.uztest.ru/jsmath/jsMath/fonts/cmmi10/alpha/144/char3A.png" \* MERGEFORMATINET [image: image171]+xn−2[image: image172] xn−1[image: image173]xn=−anan−3  и так далее и наконец x1[image: image174]x2[image: image175]x3[image: image176]

 INCLUDEPICTURE "http://www.uztest.ru/jsmath/jsMath/fonts/cmmi10/alpha/144/char3A.png" \* MERGEFORMATINET [image: image177]

 INCLUDEPICTURE "http://www.uztest.ru/jsmath/jsMath/fonts/cmmi10/alpha/144/char3A.png" \* MERGEFORMATINET [image: image178]

 INCLUDEPICTURE "http://www.uztest.ru/jsmath/jsMath/fonts/cmmi10/alpha/144/char3A.png" \* MERGEFORMATINET [image: image179]

 INCLUDEPICTURE "http://www.uztest.ru/jsmath/jsMath/fonts/cmsy10/alpha/144/char01.png" \* MERGEFORMATINET [image: image180]xn=(−1)nana0. 

Рациональные уравнения являются более сложные алгебраические уравнения. 

Определение. Функция f (x) называется рациональной ( дробно-рациональной), если она представима в виде отношения двух многочленов:  f(x)=Pn(x)Qm(x)  (степени n   и   m многочленов могут быть произвольными).

Определение. Уравнение f (x) = g (x) называется дробно-рациональным , если f (x) и  g(x) являются дробно-рациональными функциями.

Алгоритм решения дробно-рациональных уравнений: 

1. Найти общий знаменатель дробей, входящих в уравнение. 

2. Заменить данное уравнение уравнением с целыми коэффициентами, умножив его на общий знаменатель. 

3. Попытаться решить полученное уравнение с целыми коэффициентами. 

4. Исключить из его корней те, которые обращают в нуль общий знаменатель. 

5. Записать ответ. 
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