
Сферическая

геометрия



Сферическая геометрия-это
математическая
дисциплина, изучающая
геометрические объекты, 
находящиеся на сфере, и
отношения между ними.



ПланетарнаяПланетарная теориятеория
греческогогреческого
математикаматематика ЕвдоксаЕвдокса
((околооколо 408408355355вв додо
нн..ээ.).)

МенелайМенелай изиз АлександрииАлександрии
((околооколо 100 100 нн..ээ.) .) ЕгоЕго
трудтруд ““СферикаСферика””……
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Сфера и шар
Сферой называется множество
всех точек пространства, 
удаленных от заданной точки( 
называемой центром) на одно и
то же расстояние (называемое
радиусом).

Шаром называется
пространственное тело, 
ограниченное сферой.

АО- радиус АВ- диаметр А,В – диаметрально
противоположные точки



Шар получается вращением полукруга.



ШарыШары вокругвокруг наснас..



ШарыШары вокругвокруг наснас..



ШарыШары вокругвокруг наснас



ШАРЫШАРЫ ВОКРУГВОКРУГ НАСНАС



ШарыШары вокругвокруг наснас



Проекция шара
на плоскость.





ГерхардГерхард МеркаторМеркатор



АтласАтлас МеркатораМеркатора



ПамятникПамятник МеркаторуМеркатору
вв БрюсселеБрюсселе



КартаКарта мирамира МеркатораМеркатора вв равноугольнойравноугольной
цилиндрическойцилиндрической ((меркаторскоймеркаторской) ) проекциипроекции





Экватор параллели и
меридианы





КАРТАКАРТА ПОЛУШАРИЙПОЛУШАРИЙ
ЗЕМНОГОЗЕМНОГО ШАРАШАРА



Долгота α и широта
β точки М на

поверхности Земного
шара.



Большая окружность сферы

Линия пересечения сферы
с плоскостью, 
проходящей через центр , 
называется большой
окружностью.





Лемма о
пересечении
больших

окружностей
сферы. 

Две больших
окружности сферы

всегда
пересекаются в

двух диаметрально
противоположных
точках сферы.



СФЕРИЧЕСКИЙ ОТРЕЗОКОТРЕЗОК
СамуюСамую меньшуюменьшую
дугудугу принятопринято

считатьсчитать
сферическимсферическим
отрезкомотрезком ABAB..
ДиаметральноДиаметрально

противоположныепротивоположные
точкиточки соединенысоединены
бесконечнымбесконечным

числомчислом
сферсфер..отрезковотрезков--

большихбольших



��AOC + AOC + ��  COB= COB= ��  AOBAOB



СферическийСферический отрезокотрезок
СвойстваСвойства сферическогосферического отрезкаотрезка



ТеоремаТеорема::
СферическийСферический отрезокотрезок, , 
соединяющийсоединяющий дведве точкиточки
нана сфересфере, , корочекороче любойлюбой
другойдругой линиилинии нана сфересфере, , 
соединяющейсоединяющей этиэти дведве
точкиточки..



ДаноДано::
СфераСфера радиусарадиуса RR

ТочкиТочки пересеченияпересечения сс окружностямиокружностями
A,B,C,DA,B,C,D

ДоказатьДоказать::
ТеоремуТеорему

ДоказательствоДоказательство::
ТочкиТочки АА, , ВВ нене диаметральнодиаметрально
противоположныпротивоположны;;

АВАВ меньшаяменьшая дугадуга большойбольшой окружностиокружности;;

r<Rr<R
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ИзИз двухдвух дугдуг окружностейокружностей, , 
стягиваемыхстягиваемых общейобщей хордойхордой, , 
большебольше тата, , радиусрадиус которойкоторой
меньшеменьше..



МинимальноеМинимальное свойствосвойство сферическогосферического
отрезкаотрезка

ДаноДано::
ОкрОкртьть сс радиусомрадиусом RR ии
центральнымцентральным угломуглом αα
ОкрОкртьть сс радиусомрадиусом r r ии
центральнымцентральным угломуглом ββ
АВАВ –– хордахорда, , 
стягивающаястягивающая дведве дугидуги
окружностейокружностей..

ДокДоктьть::
ЛеммуЛемму

R
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• У 1ой окрти с радиусом R и углом α длина дуги равна Rα, 
а длина стяг. ее хорды – 2Rsin(α/2)

• У 2ой окрти с радиусом r и углом β длина дуги равна rβ, а
длина стяг. ее хорды – 2rsin(β/2)

• 2Rsin(α/2)=2rsin(β/2)

• если r<R, то sin(α/2)<sin(β/2) => α<β => Rα<rβ
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СферическиеСферические многоугольникимногоугольники





Треугольник, у
которого три
прямых угла.



Угол сферического многоугольника



УчастокУчасток поверхностиповерхности,, ограниченныйограниченный
двумядвумя параллелямипараллелями ии двумядвумя меридианамимеридианами



Теорема (связь углов и
площади сферического
треугольника). 

Сумма внутренних углов
сферического треугольника , 
выраженная в радианах, 

больше π и превышает π
на величину, равную
отношению площади
треугольника к площади
всей сферы, умноженному на

4 π

Связь углов и площади сферического треугольника

α+β+γ=π+4⋅π⋅ s__ΔsСФ



Теорема синусов для
сферического треугольника.

ТЕОРЕМА: Пусть длины сторон
сферического треугольника равны a, b 
и c, а противолежащие им углы этого
треугольника равны α,β и γ
соответственно, R – радиус сферы. 
Тогда
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ОпределениеОпределение метраметра ии морскойморской
милимили

RR=6367 =6367 кмкм –– радиусрадиус ЗемногоЗемного шарашара..

ДлинаДлина большойбольшой окружностиокружности ЗемлиЗемли

LL=2=2ππRR
LL=2=2··3,14163,1416··6367=40000 6367=40000 кмкм..
ОдинОдин метрметр –– однаодна 4040 миллионнаямиллионная частьчасть длиныдлины земногоземного экватораэкватора..
МорскаяМорская милямиля равнаравна однойодной угловойугловой минутеминуте нана земномземном меридианемеридиане. . 
ВВ 6060··360=21600 360=21600 разраз корочекороче длиныдлины большойбольшой окружностиокружности земногоземного шарашара. . 
1 1 морскаяморская милямиля равнаравна 4000000040000000мм::21600=185221600=1852мм
ДлинаДлина земногоземного экватораэкватора равнаравна ровноровно 21600 21600 морскихморских мильмиль

3437,4
π

10800
2π

21600R ===



Применение теоремы косинусов
для сферического треугольника(1)

Мореплаватель Кристофор Веспуччи
проплыл 1800 миль в одном
направлении из точки А к точке В, 
повернул на 600 и проплыл в новом
направлении ещё 2700 миль, 
оказавшись в точке С. Требуется
найти расстояние между точками А
и С (поверхности земного шара)

Решение.

Обозначим через a,b,c длины дуг ВС, АС
и АВ соответственно, ψ  внутренний
угол при вершине В сферического
треугольника АВС. Тогда,

Где R – радиус земного шара, 
выраженный в морских милях
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Применение теоремы косинусов для
сферического треугольника(2)

По теореме косинусов для
сферического треугольника,
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По таблицам или с помощью
калькулятора находим, что

( ) радиан
R
b 90662,04356,0arccos ≅=

Следовательно, длина дуги АС = b равна

мильRb 7,311690662,04,343790662,0 ≅•=•=

Ответ: 3117 морских миль ≈ 5772 км.



БОЛЬШОЕ
СПАСИБО ЗА
ВНИМАНИЕ!


