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Природа говорит зыком математики:

буквы этого зыка - математические фигуры, треугольники, четырёхугольники

Г.Галилей – великий итальянский физик, механик, астроном

I. Введение. Немного из истории...

Термин «ПАРАЛЛЕЛОГРАММ» греческого происхождения и был выведен Евклидом. Понятие параллелограмма и некоторые его свойства были известны ещё пифагорейцам.

В «Началах» Евклида доказывается теорема о том, что в параллелограмме противоположные стороны равны и противоположные углы равны, а диагональ разделяет его пополам. Евклид не упоминает о том, что точка пересечения диагоналей делит их пополам. Он не рассматривает ни прямоугольника, ни ромба. Полная теория параллелограммов была разработана к концу средних веков и появилась в учебниках лишь в XVII веке. Все теоремы о параллелограммах основываются непосредственно или косвенно на аксиоме параллельности Евклида.

«ТРАПЕЦИЯ» - слово греческое, означавшее в древности «столик» (по-гречески «трапедзион» означает столик, обеденный столик). В «Началах» термин «трапеция» применяется не в современном, а в другом смысле: любой четырёхугольник (не параллелограмм). «Трапеция» в нашем смысле встречается впервые у древнегреческого математика Посидония. Лишь в XVIII веке это слово приобретает современный смысл.

Предположение о том, что средняя линия трапеции равна полусумме её оснований, было известно древним египтянам, оно содержится в папирусе- Ахмеса и фигурирует в виде иискрипции на стенах храма Эдфу в Верхнем Египте. Это предложение было также известно вавилонским землемерам, оно содержится и в трудах Герона Александрийского.

Термин «КВАДРАТ» происходит от латинского «квадратум» («Квадрате» - сделать четырёхугольным). Первый четырёхугольник, с которым познакомилась геометрия, был квадрат.

Вычислением площадей фигур занимались ещё в древности. Ещё 4-5 тыс. лет назад вавилоняне умели определять площадь прямоугольника и трапеции в квадратных единицах. Квадрат издавна служил эталоном при измерении площадей благодаря многим своим замечательным свойствам: равные стороны, равные и прямые углы, симметричность и общее совершенство формы. А в древнем Китае мерой площади был прямоугольник.
Древние египтяне 40ии лет назад пользовались почти теми же приемами, что и мы, для измерения площади прямоугольника и трапеции: для трапеций сумма параллельных сторон делилась пополам и умножалась на высоту. Для вычисления площади четырёхугольника со сторонами а, b, с, Д (рис.1) применялась формула 
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, т.е. умножались полусуммы противоположных сторон. Эта формула верна только для прямоугольника. С её помощью можно вычислить приближённо площадь таких четырёхугольников, у которых углы близки к прямым.

В своих «Началах» Евклид не употреблял слово «площадь», так как он под самим словом «фигура» понимал часть плоскости, ограниченную той или иной замкнутой линией. Евклид не выражал результат измерения площади числом, а сравнивал площади разных фигур между собой.

Слово «РОМБ», как и параллелограмм, греческого происхождения, оно означает вращающееся тело. В «Началах» Евклида термин «ромб» встречается только один раз в определениях, свойства ромба вообще не изучаются. Ромб также имел смысл бубна, который в древности был не круглым, а четырёхугольным.
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                                       a              д
                                       Рис. 1
Цель проекта 
Провести классификацию четырехугольников, систематизировать знания для подробного изучения темы «Четырехугольники»; разобрать модели-схемы, отвечающие теме; уметь применить теоретические знания в решении практических и занимательных задач; активизировать познавательную деятельность и интерес к геометрии.

II Основная часть

2.1 Генеалогическое древо четырёхугольников
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2.2 Таблица классификации четырёхугольников
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2.3 Параллелограмм

Я - параллелограмм,

Важнее всех фигур,

Я всех их свойствами своими наделил,

Но их достоинств я не смею умалить.

Ведь место в геометрии есть и для них.

Хоть стороны мои попарно и равны, и параллельны,

Всё ж я в печали, что не равны мои диагонали,

Да и углы не делят пополам.

	Определение
	Свойства
	Признаки
	Периметр и площадь параллелограмма
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1. АО=СО, ВО=ДО
    АС ∩ ВД = О

2. АВ=СД, ВС=АД

3. 
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	АВСД –параллелограмм, если:
1. АВ = СД

     АВ ║ СД

или ВС = АД

     ВС ║ АД

2. ВС = АД и

   АВ = СД

3. АС ∩ ВД = О
   АО = СО, ВО = ДО
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Р=(АВ+ВС)·2

S= АД · ВК = 

    СД · ВМ

S = АВ·АД·sin А=

  = ВА·ВС·sin В 


Свойство:
Диагонали точкой пересечения делятся пополам,
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Пусть О - точка пересечения диаго​налей АС и BД параллелограмма ABCД (рис. 2). Треугольники АОВ и COД равны по стороне и двум при​лежащим углам (AB=CД как проти​воположные стороны параллелограм​ма, 
[image: image15.wmf]Ð

1 = 
[image: image16.wmf]Ð

2 и 
[image: image17.wmf]Ð

3 = 
[image: image18.wmf]Ð

4 как накрест ле​жащие углы при пересечении парал​лельных прямых АВ и CД секущими АС и BД соответственно). Поэтому АО=ОС и OB=OД, что и требовалось доказать.                                                                
                                                                                 Рис 2
Признак:
Если в четырёхугольнике две стороны равны и парал​лельны, то этот четырёхугольник - параллелограмм.
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Пусть в четырёхугольнике ABCД стороны АВ и CД параллельны и AB=СД (Рис. 3). Проведём диагональ АС, разделяющую данный четырёх​угольник на два треугольника: ∆ABC и ∆CДA. Эти треугольники равны по двум сторонам и углу между ними (АС - общая сторона,  AB = CД  по ус​ловию,                             Рис.3

[image: image19.wmf]Ð

1 = 
[image: image20.wmf]Ð

2 как накрест лежащие углы при пересечении параллельных прямых АВ и CД и секущей АС), по​этому 
[image: image21.wmf]Ð

3 = 
[image: image22.wmf]Ð

4. Но углы 3 и 4 накрест лежащие при пересечении прямых АВ и ВС секущей АС, следовательно, AД ║ BC. Таким образом, в четырёх​угольнике ABCД противоположные стороны попарно параллельны, и, значит, четырёхугольник ABCД - па​раллелограмм.

2.4 Ромб

А я - особый параллелограмм,

Все стороны мои наклонены, 
да и к тому же все равны.

Меня за это ромбом величают.

Геометрической фигурой называют.

Диагонали под прямым углом пройдут.

На части равные фигуру разобьют.

	Опреде​ление
	Свойства
	Признаки
	Периметр и площадь ромба
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АВСД – параллелог-рамм,

АВ=ВС=СД=ДА
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        А               С

 Д

1. АС
[image: image23.wmf]^

ВД

2. АС - биссектриса  
[image: image24.wmf]Ð

А и 
[image: image25.wmf]Ð

С

ВД – биссектриса   
[image: image26.wmf]Ð

В и 
[image: image27.wmf]Ð

Д

Ромб обладает свойствами параллелограмма
	АВСД ромб, если

1. АВСД –параллелограмм и АС
[image: image28.wmf]^

ВД

2. АВСД – параллелограмм

 АС и ВД биссектрисы   
[image: image29.wmf]Ð

А,
[image: image30.wmf]Ð

В,
[image: image31.wmf]Ð

С и 
[image: image32.wmf]Ð

Д

3. АВ=ВС=СД=ДА
	Р = 4а

а - сторона ромба
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Свойство
Диагонали ромба взаимно перпендикулярны и делят его углы пополам 
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Рассмотрим ромб ABCД (рис. 4). Требуется доказать, что АС
[image: image34.wmf]^

ВД и каждая диагональ делит соответствующие углы ромба пополам. Докажем, например, что 
[image: image35.wmf]Ð

BAC = 
[image: image36.wmf]Ð

ДAC.

По определению ромба AB=AД, поэтому ∆BAД равнобедренный. Так как ромб - па​раллелограмм, то его диагонали точкой О пересече​ния делятся пополам. Следовательно,   АО - медиана равнобед-             Рис. 4  

ренного ∆BAД, а значит, высо​та и биссектриса этого треугольника. Поэтому АС
[image: image37.wmf]^

ВД и 
[image: image38.wmf]Ð

BAC = 
[image: image39.wmf]Ð

ДAC, что и требовалось доказать.

2.5 Прямоугольник

A я - прямоугольник,

В отличие от всех.

Все стороны свои держу я строго,

Две - чуть поменьше, ну а две побольше,

Которые напротив - те равны,

А те, что смежные, углом прямым скрепляю,

И преимущество имею я: 
«Ведь всё ж равны мои диагонали».

	Определение
	Свойства
	Признаки
	Формула площади
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      А                      Д

1. АС = ВД

Прямоугольник обладает свойствами параллелограмма

	АВСД прямоугольник, если:
1. АВСД паралле-лограмм  и АС=ВД
2. АВСД паралле-лограмм  
[image: image41.wmf]Ð

А=90°
  (
[image: image42.wmf]Ð

В, 
[image: image43.wmf]Ð

С, 
[image: image44.wmf]Ð

Д)

  3.
[image: image45.wmf]Ð

А=
[image: image46.wmf]Ð

В=
      =
[image: image47.wmf]Ð

С=
[image: image48.wmf]Ð

Д=90°

	     В                   С
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     А                    Д

Р=2(АВ+ВС)
S = АВ · ВС



Свойство: 
[image: image129.png]



Диагонали прямоугольника равны.
Обратимся к рисунку 5 на котором изображён прямоугольник ABCД с диа​гоналями АС и BД. Прямоугольные тре​угольники ∆ACД и ∆ДBA равны по двум катетам (CД=BA, AД - общий ка​тет).Отсюда следует, что гипотенузы этих треугольников равны, т.е. AC=BД, что и требовалось доказать.

                                                                                                         Рис. 5                                                                                            
Признак:

Если в параллелограмме диагонали равны, то этот параллелограмм - прямоугольник.
Пусть в параллелограмме ABCД диагонали АС и BД равны (рис. 4). Треугольники ∆ABД и ∆ДCA равны по трём сторонам (AB=ДC, BД=CA, AД - общая сторона). Отсюда следует, что 
[image: image50.wmf]Ð

A=
[image: image51.wmf]Ð

Д. Так как в параллелограмме противоположные углы равны, то 
[image: image52.wmf]Ð

A=
[image: image53.wmf]Ð

C и 
[image: image54.wmf]Ð

B=
[image: image55.wmf]Ð

Д.

Таким образом, 
[image: image56.wmf]Ð

A = 
[image: image57.wmf]Ð

B = 
[image: image58.wmf]Ð

C = 
[image: image59.wmf]Ð

Д. Параллелограмм - выпуклый четырёхугольник, поэтому 
[image: image60.wmf]Ð

A + 
[image: image61.wmf]Ð

B + 
[image: image62.wmf]Ð

C + 
[image: image63.wmf]Ð

Д = 360°. Следовательно,        
[image: image64.wmf]Ð

A = 
[image: image65.wmf]Ð

B = 
[image: image66.wmf]Ð

C = 
[image: image67.wmf]Ð

Д = 90o, т.е. параллелограмм ABCД является прямоугольником.

2.6 Квадрат

Рекомендуюсь: я - квадрат.

Любую площадь я измерить рад.

С глубокой древности я - мера площадей,

Она в квадрате стороны моей.

Имею я четыре стороны,

И все они равны.

Но у меня притом равны диагонали,

Углы они мне делят пополам,

На части равные разбит я ими сам.

Вобрав всё важное в себя,

Фигурой знатной стал и я.
	Определение
	Свойства
	Признаки
	Формула площади
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АВСД – прямоугольник

АВ=ВС=СД=АД                                                                                                        

	   
      В                 С

      А                 Д  

Квадрат обладает всеми свойствами ромба и прямоугольника

	АВСД –квадрат, если
1. АВСД – прямоугольник,  АС
[image: image68.wmf]^

ВД

2. АВСД – ромб, АС=ВД

3. АВСД – ромб, 
[image: image69.wmf]Ð

А = 90°

4. АВСД – прямоугольник

АС и ВД биссект-рисы его углов       
	Р = 4 а
S = a2

a – сторона квадрата


[image: image70.wmf]2
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d – диагональ 



Квадрат имеет 4 оси симметрии 

2.7 Трапеция 

А я - фигура, не похожая на всех.

Хоть я и не параллелограмм,

Но среди всех фигур мне место есть.

Ведь у меня же параллельны основанья.

Бывают стороны равны, диагонали.

Ещё углы при основании...

Тогда трапецией я равнобедренной зовусь.

	Опреде​ление
	Свойства.
	Признаки
	Формула площади

	      В         С
М                N
А                 Д
ВС – верхнее основание
АД – нижнее основание

MN – средняя линия

ВС ║АД
MN║ВС ║АД
	1. MN = ½ (ВС+АД)
 (свойство средней линии трапеции)

2. 

АВСД – равнобокая трапеция

АС = ВД 


[image: image71.wmf]Ð

А=
[image: image72.wmf]Ð

Д


[image: image73.wmf]Ð

В=
[image: image74.wmf]Ð

С

  В                   С


         А                          Д
	Теорема Фалеса

Если ОА1=А1А2=А2А3 и  А1В1║ А2В2║ А3В3
то ОВ1=В1В2=В2В3

	
[image: image75.wmf],
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 где a, b - ос​нования,
 h - высота;

S = mh, 
где т - средняя

линия,

h - высота.   


Трапеция, у которой боковые стороны равны, называется равнобедренной (равнобокой)

Свойства равнобедренной трапеции:

1. В равнобедренной трапеции углы при основаниях равны.


Проведу СМ║АВ, ΔМСД равнобедренный, т.к. АВ=МС=СД, следовательно 
[image: image76.wmf]Ð

М = 
[image: image77.wmf]Ð

Д, как углы при основании равнобедренного треугольника, 
[image: image78.wmf]Ð

А = 
[image: image79.wmf]Ð

М как соответствующие при АВ║МС, АД – секущая. Получаем 
[image: image80.wmf]Ð

А = 
[image: image81.wmf]Ð

Д


[image: image82.wmf]Ð

А + 
[image: image83.wmf]Ð

В = 180º (как односторонние, при АД║ВС, АВ – секущая)

[image: image84.wmf]Ð

В = 
[image: image85.wmf]Ð

С

2. В равнобедренной трапеции диагонали равны.

Рассмотрим ΔАВД и ΔДСА

АД общая


[image: image86.wmf]Ð

А = 
[image: image87.wmf]Ð

Д (углы при основании)

ΔАВД = ΔДСА по двум сторонам и углу между ними

Значит АС = ВД.

Формула площади:
Площадь трапеции равна произведению полусуммы её оснований на высоту.

Рассмотрим трапецию ABCД с основаниями AД и ВС, высотой ВН и площадью S (рис. 6). Докажем,  что 
[image: image88.wmf]BH
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2

. Диагональ BД  разделяет тра​пецию на два равных треугольника  ABД и BCД, по​этому площадь S = SАВД  + SВСД.                                                                       Рис. 6
Примем отрезки AД и ВН за основание и высоту треугольника ABД, а от​резки ВС и ДH1 за основание и высоту треугольника BCД. Тогда  S=AД · BH/2, S=BС·ДH1/2. Так как ДH1 = BH, то S = ВС · ВН/2. Таким образом, 
[image: image89.wmf]ВН
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            Теорема доказана.

2.8 Описанные четырехугольники

Если стороны касаются окружности, то окружность называется вписанной в четырехугольник, а четырехугольник – описанным около этой окружности. 

Описанный четырехугольник


                                             Не описанный четырёхугольник
 В любом описанном четырехугольнике суммы противоположных сторон равны
Это свойство легко установить, используя рисунок 7 на котором одними и теми же буквами обозначены равные отрезки касательных. В самом деле, AB+CД=a+b+c+d, BC+AД=a+b+c+d, поэтому AB+CД=BC+AД.

Верно и обратное утверждение: если суммы противоположных сторон выпуклого четырехугольника равны, то в него можно вписать окружность.                                                    Рис 7
2.9 Вписанные четырёхугольники 

Если вершины четырехугольника лежат на окружности, то окружность называется описанной около четырёхугольника, а четырёхугольник – вписанным в окружность
В любом вписанном четырехугольнике сумма противоположных углов равна 180°
Это свойство легко установить, если обра​титься к рисунку 8
· A = ½ 
[image: image90.wmf]È

ВСД, 

· C = ½ (
[image: image91.wmf]È

ВСД+
[image: image92.wmf]È

BAД) = ½ ∙ 360° = 180°

Оказывается, верно и обратное: если сумма противоположных углов четырехугольника равна 180 °, то около него можно описать окружность.
                                                                                             Рис 8
2.10 Практикум по решению задач
Около  окружности  описана равнобокая трапеция, у   которой  боковая сторона точкой касания делится на отрезки 4см и 9см. Найти S трапеции.

Дано:

Окружность вписана

ABCД - равнобокая трапеция

ВК = 4 см.

АК= 9 см.
Найти: Sтрап..

Мы знаем, что в любом описанном четырёхугольнике суммы противоположных сторон равны. AB+CД = ДC+AД т. к. АВ = CД = 13 ( AB+CД = 26 см., BC+AД = 26 см. Надо найти h=BM=QP. ΔОКВ = ΔOQB (по катету и гипотенузе), [image: image93.wmf]^

OQBC
, OK
[image: image94.wmf]^

AB - радиусы 
[image: image95.wmf]^

 касательным. OK = ОQ - радиусы, ОВ - общая ( BQ = 4 см. Аналогично АР = 9 см, BQ = MP = 4 см, AM = 5 см.

Из треугольника АВМ по теореме Пифагора ( ВМ = 
[image: image96.wmf]25

169

-

 = 12. 
S = (BC+AД)BM= 13∙12= 156 (см2)

Докажите, что середины сторон равнобокой трапеции являются вершинами ромба.

Дано:

ABCД - равнобокая трапеция 
М, К. Р, N -середины сторон 
Доказать; MNKP-ромб

Доказательство

[image: image97.wmf]Ð

А = 
[image: image98.wmf]Ð

Д (трапеция равнобокая)

[image: image99.wmf]Ð

MAP = [image: image100.emf] 



KДP (по 1 приз.)
AM = KД (сер. равных сторон) 
AP = PД 

[image: image101.wmf]Ð

А = 
[image: image102.wmf]Ð

Д

Из равенства следует МР=РК Аналогично MN = NK
В [image: image103.emf] 



ABC – MN – средняя  линия, она ║ АС и MN = ½  АС. 
В [image: image104.emf] 



ACД – РК – средняя  линия, она ║ АС и РК= ½  АС

                                    (
                             MN = РК.
Аналогично MP║NK и МР=NK
                          MNKP - ромб.

2.11 Занимательная страничка

Сказка.
Как четырёхугольники выбирали короля.

… Собрались все четырёхугольники на лесной поляне и стали обсуждать вопрос  о выборе своего короля. Долго спорили и не могли прийти к единому мнению. И вот  один старый параллелограмм сказал : «Давайте все отправимся в царство четырёхугольников. Кто первым придёт, тот и будет королём!» Все согласились. Рано утром все отправились в далёкое путешествие . На пути фигур встретилась река, которая сказала: « Переплывут меня  только те, у кого диагонали пересекаются, и точкой пересечения делятся пополам». Часть четырёхугольников остались на берегу, а остальные благополучно переплыли и пошли дальше. На пути им встретилась высокая гора, которая сказала, что даст пройти только тем, у кого диагонали равны. Несколько путешественников остались у горы, остальные пошли дальше. Дошли до большого обрыва, где был узкий мост. Мост сказал, что пропустит тех, у кого диагонали пересекаются под прямым углом, По мосту прошёл только один четырёхугольник, который первым добрался до царства и был провозглашён королём.

Вопросы:

· Кто стал королём? ( квадрат)

· Кто был основным его соперником? (прямоугольник)

· Кто первым вышел из соревнования? (трапеция). 

Логические упражнения.

1. У каждого рисунка определите вид четырехугольника и подсчитайте их число.

[image: image105.jpg]>





[image: image106.jpg]



[image: image107.jpg]



2. Сколько четырехугольников изображено на рисунке?

[image: image108.jpg]
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По горизонтали
1. Четырёхугольник, у которого противолежащие стороны параллельны.

2. Четырёхугольник, у которого только две противолежащие стороны параллельны.

3. Параллелограмм, у которого все углы равны.

4. Точки, из которых выходят стороны четырёхугольников.

По вертикали: 
1. Сумма длин всех сторон.

5. Отрезок, соединяющий противолежащие вершины четырёхугольника.

6. Прямоугольник, у которого все стороны равны.

7. Параллелограмм, у которого все стороны равны.

8. Отрезок, соединяющий соседние вершины.
III Заключение 

Мир геометрических знаний богат, увлекателен и разнообразен. Геометрия любит трудолюбивых и вознаграждает их, развивая ум, обогащая всякого геометрическими знаниями.
При изучении курса математики 1-6 класса мы знакомились с некоторыми видами четырёхугольников, в 7-9 классах глубоко рассмотрели классификацию четырёхугольников; их свойства, признаки, нахождение площадей. Этот  проект систематизировал знания по теме «Четырехугольники».
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ВИДЫ ЧЕТЫРЕХУГОЛЬНИКОВ





Непрямоугольная трапеция











Не все стороны равны











Не выпуклые





Прямоугольная трапеция











С прямым углом





Разносторонние прямоугольники











Не все стороны равны





Квадраты-ромбы с прямыми углами











Все стороны равны 





Трапеции 











Только с одной парой  параллельных сторон 





Разносторонние параллелограммы











Не все стороны равны 





Ромбы без прямых углов











Все стороны равны 





Прямоугольник 











С  прямым углом 





Параллелограммы











Без прямого угла 





Параллелограммы











С двумя парами  параллельных сторон 











С параллельными сторонами











Без параллельных сторон











Выпуклые





Неравнобедренные трапеции











Боковые стороны не равны





Равнобедренные трапеции











Боковые стороны равны
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