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          Великий учёный Михаил Ломоносов призывал: « Старайся дать уму как можно больше пищи…». К этому сегодня стремиться каждый, кто  хочет  занять в современном обществе достойное место, кто хочет быть полезным обществу. К этому стремимся и мы.

             Желание найти более простые способы решения квадратных уравнений, научиться решать более сложные задания, предлагаемые нашим преподавателем,  побудило нас  искать ответы на вопросы. И вот получилась наша работа, которую мы предлагаем вашему вниманию  и, которая, надеемся, будет полезна всем,  кто интересуется вопросами математики. 
            Целью нашей работы – есть рассмотрение некоторых нестандартных способов решения квадратных уравнений на конкретных примерах, которые мы сами подбирали, сами составляли и сами решали. Эти  уравнения и задачи, помогут нам и всем, кто готовится сдавать ЕГЭ и поступающим в ВУЗы.
           В данной работе нами рассмотрены три способа решения квадратных уравнений. Знание этих способов позволяет решать задачи, которые предлагаются на математических олимпиадах, в заданиях ЕГЭ и в заданиях вступительных экзаменов в ВУЗы. В этом её ценность.
           Основная часть предлагаемой работы состоит из трёх разделов.
I. Квадратные уравнения, которые решаются по свойству коэффициентов.

II. Задачи, решаемые с помощью теоремы Виета.

III. Решение квадратных уравнений способом замены переменной.

Кроме всего сказанного ранее о ценности нашей работы, считаем, что она может послужить учителям при подготовке к урокам и факультативным занятиям, на которых рассматриваются решение более сложных  и  нестандартных  заданий.

Раздел I. 

                Известно, что кроме основной формулы корней квадратного уравнения существует формула, которая применяется при решении квадратного уравнения с чётным вторым коэффициентом, то есть  b=2k .Но малоизвестно такое свойство коэффициентов:

       Если коэффициенты  квадратного уравнения  ax² + bx + c = 0  (a ≠0) удовлетворяют  условию  a + b + c = 0, то  корни  такого квадратного уравнения равны:   X1 = 1, X2  = 
[image: image1.wmf]a

с

.   Если  же -  такому  условию:  a - b + c = 0,  то корни таковы:  X1 = -1,       X2 = -
[image: image2.wmf]a

с

 .
               Сколько времени можно сэкономить при решении квадратного уравнения, если его коэффициенты удовлетворяют  этому условию!
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               Вот  примеры уравнений, которые нам удалось составить и решить, применяя это замечательное свойство. Их здесь 16.
 Случай 1.    a + b + c = 0.
         1).     x² + 8x - 9 = 0.

Решение: a + b + c =1 + 8 - 9 = 0
[image: image3.wmf]Þ

 X1 = 1,  X2  = 
[image: image4.wmf]1

9

-

= - 9.  Ответ: X1 = 1, X2  = 
[image: image5.wmf]1

9

-

= - 9.   
       2).     x² - 9x + 8 = 0.
Решение: a + b + c =1 – 9 + 8 = 0
[image: image6.wmf]Þ

 X1 = 1,  X2  =  8.  Ответ: X1 = 1, X2  = 8.   
         3).     3x² - 8x + 5 = 0.

Решение: a + b + c =3 - 8 + 5 = 0
[image: image7.wmf]Þ

 X1 = 1,  X2  = 
[image: image8.wmf]3

5

.  Ответ: X1 = 1, X2  =  
[image: image9.wmf]3

5

.

         4).    7 x² + 9x - 16 = 0.

Решение: a + b + c =7 + 9 - 16 = 0
[image: image10.wmf]Þ

 X1 = 1,  X2  = 
[image: image11.wmf]7

16

-

.         Ответ: X1 = 1,  X2  = 
[image: image12.wmf]7

16

-

  
         5).     x² - 13x +12 = 0.

Решение: a + b + c = 1 - 13 + 12 = 0
[image: image13.wmf]Þ

 X1 = 1,  X2  =12.            Ответ: X1 = 1, X2  =12.  
         6).    4 x² + 9x - 13 = 0.

Решение: a + b + c = 4 + 9 - 13 = 0
[image: image14.wmf]Þ

 X1 = 1,  X2  =  
[image: image15.wmf]4

13

-

.       Ответ: X1 = 1, X2  =  
[image: image16.wmf]4

13

-

.  
         7).    8 x² - 15x + 7 = 0.

Решение: a + b + c = 8 – 15 + 7 = 0
[image: image17.wmf]Þ

 X1 = 1,  X2  = 
[image: image18.wmf]8

7

.            Ответ: X1 = 1, X2  =  
[image: image19.wmf]8

7

.
         8).    5 x² - (m + 5)x + m = 0.

Решение:     a = 5,     b = -(m+5),   c = m .
 a + b + c = 5 – (m + 5) + m = 5 – m – 5 + m = 0
[image: image20.wmf]Þ

  X1 = 1,  X2  =
[image: image21.wmf]5

m

. Ответ: X1 = 1, X2  =  
[image: image22.wmf]5

m

.
Случай 2.    a  - b + c = 0.    
              1).    5 x² - 9x - 14 = 0.

Решение:  a - b + c = 5 +  9 – 14 = 0
[image: image23.wmf]Þ

 X1 = -1,  X2  = 
[image: image24.wmf]5

14

.             Ответ: X1 = -1, X2  = 
[image: image25.wmf]5
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.
          2).     6x² - 5x - 11 = 0.

Решение:   a - b + c = 6 + 5 - 11 = 0
[image: image26.wmf]Þ

 X1 = -1,  X2  = 
[image: image27.wmf]6

11

.            Ответ: X1 = -1, X2  =  
[image: image28.wmf]6
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         3).     x² + 8x +7 = 0.

Решение:   a - b + c =1 - 8 + 7 = 0
[image: image29.wmf]Þ

 X1 = -1,  X2  = -7.                 Ответ: X1 = -1, X2  = -7.   
         4).     5x² - 7x - 12 = 0.

Решение: a - b + c = 5 + 7 - 12 = 0
[image: image30.wmf]Þ

 X1 = -1,  X2  = 
[image: image31.wmf]5

12

.              Ответ: X1 = -1, X2  = 
[image: image32.wmf]5
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.
         5).     x² + 7x + 6  = 0.

Решение: a - b + c =1 - 7 + 6 = 0
[image: image33.wmf]Þ

 X1 = -1,  X2  = -6.                    Ответ: X1 = -1, X2  = -6.   
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  6).     7x² - 12x -19 = 0.

Решение: a - b + c =7 + 12 - 19 = 0
[image: image34.wmf]Þ

 X1 = -1,  X2  = 
[image: image35.wmf]7

19

.              Ответ: X1 = -1, X2  = 
[image: image36.wmf]7

19

.  
         7).    3 x² + ( 3 – n)x - n = 0.

Решение:   a - b + c =3 – (3 – n) - n = 3 – 3 + n – n = 0
[image: image37.wmf]Þ

 X1 = -1, X2 = 
[image: image38.wmf]3

n

.  

                                                                                                            Ответ: X1 = -1, X2  = 
[image: image39.wmf]3

n

 .
        8).     (8 – d)x²  - dx - 8 = 0.

Решение:    a - b + c =  (8 – d) + d – 8 = 0
[image: image40.wmf]Þ

 X1 = -1,  X2  = 
[image: image41.wmf]d

-

8

8

.
                                                                                                             Ответ: X1 = -1, X2  = 
[image: image42.wmf]d
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Раздел  II.
                  В этом разделе мы предлагаем  тест, в котором рассмотрены оригинальные  задачи с геометрическим смыслом, решаемые с помощью теоремы Виета. Всего их 6.
               1). Найдите площадь прямоугольника, длины сторон которого численно равны корням уравнения  
[image: image43.wmf]2

x² - 17x + 3 = 0.
1) 3
[image: image44.wmf]2

;        2) 1,5 
[image: image45.wmf]2

;          3)  3  ;      4) 8,5
[image: image46.wmf]2

;      5) 17
[image: image47.wmf]2

.

Решение. Площадь прямоугольника равна произведению  длин его соседних сторон. По условию  длины сторон данного прямоугольника  численно равны корням  данного уравнения. Значит, применив теорему Виета, по которой произведение корней квадратного уравнения  ax² + bx + c = 0  равно 
[image: image48.wmf]a

c

, получим:
 S прямоугольника = 
[image: image49.wmf]2
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, то есть верным является второй вариант ответа .А именно: 1,5 
[image: image50.wmf]2

.
               2). Найдите полупериметр прямоугольника, длины сторон которого численно равны корням уравнения  
[image: image51.wmf]2

x² - 15x + 3 = 0.
1) 6;        2) 3
[image: image52.wmf]2

;          3)  15 ;      4) 7,5
[image: image53.wmf]2

;      5) 6
[image: image54.wmf]2

.

Решение. Полупериметр прямоугольника – это сумма  длин двух его соседних сторон. По условию  длины сторон данного прямоугольника  численно равны корням  данного уравнения. Значит, применив теорему Виета, по которой сумма корней квадратного уравнения  ax² + bx + c = 0  равно
[image: image55.wmf]a

b

-

, получим полупериметр
       p прямоугольник  =
[image: image56.wmf].
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,  то есть верным является четвёртый вариант ответа. А именно: 7,5 
[image: image57.wmf]2

.
               3). Найдите площадь прямоугольного треугольника, длины катетов которого численно равны корням уравнения  
[image: image58.wmf]3

x² - 18x + 12 = 0.

1) 3
[image: image59.wmf]3

;        2) 4
[image: image60.wmf]3

;          3)6
[image: image61.wmf]3

 ;      4) 6;      5) 2
[image: image62.wmf]3

.
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Решение. Площадь прямоугольного треугольника равна половине произведения  длин его катетов. По условию  длины катетов данного прямоугольного треугольника  численно равны корням  данного уравнения. Значит, применив теорему Виета, по которой произведение корней квадратного уравнения  ax² + bx + c = 0  равно 
[image: image63.wmf]a

c

, получим:

            S прям.тр-ка =
[image: image64.wmf].
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, то есть верным является пятый вариант ответа. А именно:  2
[image: image65.wmf]3

.
               4). Найдите сумму длин катетов прямоугольного треугольника, если длины его катетов численно равны корням уравнения  
[image: image66.wmf]5

x² - 23x + 25 = 0.

1) 5
[image: image67.wmf]5

;        2) 11,5
[image: image68.wmf]5

;          3) 23;      4) 25;      5) 4,6
[image: image69.wmf]5

.

Решение: Так как, по теореме Виета, сумма корней квадратного уравнения ax² + bx + c = 0  равна 
[image: image70.wmf],

a
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 то  сумма длин катетов прямоугольного треугольника  равна :  
[image: image71.wmf],
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то есть: получим: 
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. Итак, верным есть пятый вариант ответа, то есть 4,6
[image: image73.wmf]5

.

              5). Найдите периметр параллелограмма, длины сторон которого численно равны корням уравнения  
[image: image74.wmf]6

x² - 12x + 3 = 0.

1) 2
[image: image75.wmf]6

;        2) 24;          3)  4
[image: image76.wmf]6

 ;      4) 
[image: image77.wmf]6

      5) 6
Решение. Полупериметр, p, параллелограмма - это сумма  длин двух его соседних сторон. По условию  длины сторон данного параллелограмма  численно равны корням  данного уравнения. Значит, по теореме Виета, их сумма  равна  X1 + X2 =
[image: image78.wmf]6
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Но  X1 + X2 = p, следовательно,  P = 2p = 2
[image: image79.wmf]6
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Значит, верным есть третий вариант ответа, то есть: 
[image: image80.wmf]6

4

.
               6). Найдите  длину средней линии трапеции,  длины оснований которой численно равны корням уравнения  2
[image: image81.wmf]2

x² - 16x + 9 = 0.

1) 16;        2) 
[image: image82.wmf]2

4

;         3)  8 ;      4) 2
[image: image83.wmf]2

;      5) 4,5
Решение. Средняя линия трапеции равна  половине суммы её оснований, а сумма оснований равна сумме корней квадратного уравнения  ax² + bx + c = 0,  которая в свою очередь, по теореме Виета равна:  X1 + X2 = 
[image: image84.wmf]2
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. Следовательно, половина суммы оснований равняется: 
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, то есть,  верным есть  четвертый вариант ответа:  2
[image: image86.wmf]2

;  
Ответы к задачам Раздела II.

 1)  1,5 
[image: image87.wmf]2

                          4)   4,6
[image: image88.wmf]5

.  
 2)   7,5 
[image: image89.wmf]2

.                         5)   
[image: image90.wmf]6

4

.
    3)   2
[image: image91.wmf]3

                           6)   1,5 
[image: image92.wmf]2

.
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Раздел III.
                  Здесь мы рассмотрим решение квадратных уравнений  и разложение квадратного трёхчлена на множители способом замены переменной. Это задачи повышенной степени сложности.
1). Решить уравнения:

 a) (x + 1)(x + 2)(x + 3)(x + 4) = 24 .

Решение: Умножим первый двучлен на четвёртый, затем второй на третий и сделаем  замену переменной, получим:

( x² + 5x + 4)( x² + 5x + 6) = 24,
Пусть x² + 5x = y, тогда

 ( y + 4)( y + 6) = 24,
  y² + 10y + 24 = 24,

  y² + 10y = 0,
  y ( y + 10) = 0
[image: image93.wmf]Û

y = 0 или y + 10 =0

                                                y = -10.                                                                  
Вернёмся к переменной x , получим два уравнения:

x² + 5x =0                  и        x² + 5x = -10.

x ( x + 5) = 0                        x² + 5x +10 = 0. 
x = 0 или x + 5 = 0              D = 25 – 40 < 0
[image: image94.wmf]Þ

 уравнение не имеет  действительных  корней
                 x = -5.                                                                      Ответ: X1 = 0 . X2 = -5.
 б). (x - 2)(x - 1)(x + 2)(x + 3) = 60.
Решение: Умножим первый  двучлен на четвёртый и второй на третий,  и затем сделаем замену переменной, получим: 

( x – 2)( x + 3)( x -1)(x + 2) = 60,
(x² + x – 6)( (x² + x – 2) = 60.

Пусть x² + x = y, тогда получим:

(y -6)(y -2) = 60,
y² - 8y + 12 = 60,

y² - 8y – 48 = 0,

По теореме Виета Y1 = 12, Y2 = -4.

Вернёмся к переменной x, получим:

x² + x = 12               и           x² + x = -4                        
x² + x – 12 = 0                      x² + x  + 4 = 0                       
По теореме Виета         D = 1 – 16 = -15 < 0 
[image: image95.wmf]Þ

 уравнение не имеет действительных  корней
X1 = -4, X2 = 3.

                                                  Ответ: X1 = -4, X2 = 3.
      в)  x( x + 1)(x + 2( x +3) = 120.
Решение: Умножим первый двучлен на четвёртый  и второй на третий, сделаем замену, получим:
x (x + 3)( x + 1( x + 2) = 120,

( x² +3x)( x² + 3x + 2) = 120
Пусть x² +3x = y, тогда получим уравнение:

y(y + 2) = 120,

y² + 2y – 120  = 0.

По теореме Виета Y1 = -12, Y2 = 10, следовательно, вернувшись к переменной x, получим:

 x² +3x = -12                    и                       x² + 3x = 10                    
x² +3x + 12 =0                                          x² + 3x  - 10 = 0

D = 9 - 4·12 = 9 – 48< 0 
[image: image96.wmf]Þ

                     По теореме Виета X1 = -5,  X2 = 2.
уравнение не имеет
 действ                                                      Ответ: X1 = -5, X2 = 2.
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г). (x – 2)² (x² - 4x + 3) =12,

    (x² - 4x  + 4)(x² - 4x +3) = 12.

Решение:   Пусть   x² - 4x  = y, тогда получим уравнение
    (y + 4)(y + 3) = 12,

    y² + 7y + 12 -12= 0,

    y² + 7y = 0,

    y (y + 7) = 0,

   y = 0    или   y + 7 = 0

                         y = -7.

Вернёмся к переменной x, получим:

          x² - 4x = 0                    и                       x² - 4x = -7,

         x (x – 4) = 0                                           x² - 4x  + 7 = 0,
        x = 0    или    x – 4 = 0                           D = 16 – 28 < 0 
[image: image97.wmf]Þ

 уравнение не имеет

                               x = 4                                                                действительных корней   
                                                      Ответ: X1 = 0, X2 = 4.
2) Представить  выражение  x(x + 1)(x + 2)(x + 3) – 15  в виде произведения двух многочленов.

Решение:   x(x + 1)(x + 2)(x + 3) – 15  =
                   = x(x +3)(x + 1)(x + 2) -15 =
                   = (x² + 3x)( x² + 3x +2) – 15.
Пусть  x² + 3x = t , тогда получим: (x² + 3x)( x² + 3x +2) – 15 = t(t + 2) – 15 = t² +2t – 15.
Найдём теперь корни полученного квадратного трёхчлена. Для этого решим квадратное уравнение: 

                                   t² +2t – 15 = 0.
                                  По теореме Виета

                                    t1 = -5,  t2 = 3.

Значит,    t² +2t – 15 = (t +5)(t – 3).

Вернёмся к переменной x, получим 
 ответ на вопрос задачи:  x (x + 1)(x + 2)(x + 3) – 15  = (x² + 3x +5)( x² + 3x -3).

                                                           *  *  *    
                                            ЗАКЛЮЧЕНИЕ.

В итоге, выполнив работу, мы пришли к выводу, что, приступая к решению любого уравнения, следует  не спешить приступать к вычислению дискриминанта и  применению формул корней квадратного уравнения, а надо сначала  проверить каким является квадратное уравнение полным или неполным.

       1. Если  уравнение неполное, то решать его, применяя правила нахождения корня уравнения, определив какому из трёх случаев (ax² = 0,  ax² + bx=0 или  ax² + c=0) соответствует данное уравнение.

      2. Если уравнение полное, то

а) проверить, не удовлетворяют ли его коэффициенты условиям: 

1) a + b + c = 0 или 2) a – b + c = 0. Если да, то в  случае 1) корни таковы: X1=1, X2=
[image: image98.wmf]a

с

,

 а в случае 2) - таковы: X1= -1, X2= - 
[image: image99.wmf]a

с

. 
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Если эти условия не выполнены, то

б) проверить, не является ли оно приведённым, то есть:  не равен ли  первый коэффициент, а=1. Если да, то решать по теореме Виета. Если нет, то 

в) решать, применяя формулу дискриминанта и формулы корней квадратного уравнения.

      3. Замечание. Неполные квадратные уравнения тоже можно решать, применяя свойства  коэффициентов, рассмотренные в пункте 2а.

В результате нашей работы мы составили алгоритм решения квадратного уравнения, который предлагаем ниже.

         АЛГОРИТМ РЕШЕНИЯ КВАДРАТНОГО УРАВНЕНИЯ.

1.Проверить каким является квадратное уравнение полным или неполным.
2.Если уравнение неполное, то решаем, применяя свойства коэффициентов или правила нахождения корня уравнения, определив какому из трёх случаев (ax² = 0,  ax² + bx=0 или  ax² + c=0) соответствует данное уравнение.
3.Если уравнение полное, то решаем 

а) либо по свойствам коэффициентов, 

б) либо по теореме Виета,

в) либо применяя формулу дискриминанта и формулы корней квадратного уравнения.

4.Если квадратное уравнение задано в неявном виде, например, биквадратное или  в таком виде  как в разделе III, то придётся применить способ замены переменной.

Рассмотренные в нашей работе способы решения квадратных уравнений были апробированы в нашем 8 «А». Заметим, что ими владеют все наши одноклассники. Кто лучше, кто хуже, и мы помогаем им, но польза оттого, что мы знаем эти способы, есть, хотя бы потому, что мы выигрываем во времени. 

С этими способами мы познакомили и ребят из 7»А», которые посещают факультатив, увлекаются математикой и  работающие по программе опережающего обучения. 
         И ещё мы знаем, что эти знания нам пригодятся в будущем  ибо, как сказал немецкий физик 18 века  Г. Лихтенберг,− то, что вы были вынуждены открыть сами, оставляет в вашем уме дорожку, которой вы можете снова воспользоваться, когда в этом возникнет необходимость.

      Считаем, что материалы, рассмотренные в нашей работе, могут быть полезными всем, кто любит математику и находится в поиске наиболее рациональных способов решения квадратных уравнений. Их  также могут использовать преподаватели в своей работе при подготовке к факультативным занятиям и при подготовке учащихся к экзаменам.
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