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Введение
Геометрия треугольника, по-моему, - самый интересный и обширный раздел во всей геометрии. Поэтому я решила более подробно ознакомиться с теми его свойствами, которые не нашли своего отражения в школьной программе.
В изучаемом мной разделе я нашла множество интересных задач о наибольших и наименьших величинах, связанных с треугольником. Но больше всего меня заинтересовал так называемый ортотреугольник. Поискав в некоторых источниках, я нашла информацию об истории ортотреугольника. Оказалось, что в начале 18 века итальянский инженер и математик Фаньяно дей Тоски поставил перед собой такую задачу: вписать в данный остроугольный треугольник АВС треугольник наименьшего периметра так, чтобы на каждой из сторон данного треугольника лежала одна вершина вписанного. Аналитическое решение этой задачи было опубликовано в 1755 году. Было доказано, что существует единственный треугольник наименьшего периметра, его вершина А1 – основание высоты. Искомым треугольником всегда будет ортотреугольник.


Итак, целью моей работы является описание дополнительных геометрических свойств треугольника, а именно:
1. выяснить, что такое ортотреугольник;

2. изучить его свойства;
3. рассмотреть возможное применение этих свойств к решению задач.
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1. Определение ортотреугольника

Пусть нам дан остроугольный треугольник ABC. Проведем в нем высоты AA1, BB1, CC1. Треугольник, A1B1C1 принято называть высотным или ортотреугольником (т.к. в геометрии существует понятие «ортогональность» - перпендикулярность)

Высоты треугольника пересекаются в одной точке, которая называется ортоцентром треугольника.
2. Свойства  ортотреугольника
Ортотреугольник имеет ряд свойств:

1. Ортотреугольник отсекает треугольники, подобные данному.
2. Две смежные стороны ортотреугольника образуют равные углы с соответствующей стороной исходного треугольника.

3. Высоты треугольника являются биссектрисами ортотреугольника. 
4. Ортотреугольник – это треугольник с наименьшим периметром, который можно вписать в этот треугольник (Задача Фаньяно).

5. Периметр ортотреугольника равен удвоенному произведению высоты треугольника на синус угла, из которого она исходит.

6. Периметр ортотреугольника равен удвоенной  площади, деленной на радиус описанной окружности.
2.1  Теорема о подобии треугольников

Ортотреугольник отсекает треугольники, подобные данному.
Доказательство:

В остроугольном треугольнике 
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 проведены высоты  
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Прямоугольные треугольники 
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 имеют общий угол при вершине С, они подобны, поэтому 
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Из этого равенства следует, что в треугольниках 
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 стороны, прилежащие к общему углу при вершине С, пропорциональны. Следовательно, по второму признаку подобия треугольников 
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 подобен 
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. В подобных треугольниках против соответственных сторон лежат равные углы,  поэтому угол 
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Аналогично можно доказать подобие треугольников 
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, если провести высоту CC1.  При этом 
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Как следствие данной теоремы, верно следующее утверждение:


Две смежные стороны ортотреугольника образуют равные углы с соответствующей стороной исходного треугольника. 

Среди всех треугольников, вписанных в данный треугольник, только ортотреугольник обладает указанным свойством.

2.2. Теорема о свойстве биссектрис ортотреугольника

Высоты треугольника являются биссектрисами ортотреугольника. 
Доказательство 
Будем доказывать это свойство, используя метод вспомогательных окружностей.
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Пусть в остроугольном треугольнике ABC точки A1, B1, C1.обозначают основания высот. Докажем, что точка Н пересечения высот треугольника ABC является точкой пересечения биссектрис треугольника A1B1C1.

На сторонах 
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 и 
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 треугольника 
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, как на диаметрах, построим окружности. Точки 
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 принадлежат этим окружностям. Поэтому 
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, как углы, опирающиеся на одну и ту же дугу окружности. 
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, как углы со взаимно перпендикулярными сторонами. 
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, как углы, опирающиеся на одну и ту же дугу окружности. 
Следовательно, 
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 является биссектрисой угла 
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. Аналогичным образом показывается, что 
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 являются биссектрисами углов   
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Справедливо  и обратное утверждение:

Если на сторонах АВ, ВС, СА остроугольного треугольника АВС взяты точки  
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 соответственно, при этом 
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 ,то точки А1, В1 и С1 являются основаниями высот треугольника АВС.
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2.3 Теорема Фаньяно Дей Тоски

Среди всех треугольников, вписанных в данный остроугольный треугольник, наименьший периметр имеет ортотреугольник.
Доказательство:
Воспользуемся следующим приемом: попробуем выстроить стороны вписанного треугольника в ломаную линию. Тогда периметр будет не меньше отрезка, соединяющего концы этой ломаной. А наименьший периметр будет соответствовать случаю, когда стороны ломаной лежат на одной прямой.
Итак, пусть точки A1, B1, С1 лежат на сторонах треугольника ABC (А1 — на стороне ВС и т. д.). Отразим точку А1 симметрично относительно сторон АВ и АС, получив точки А2 и А3 соответственно. Длина трёхзвенной ломаной 
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 равна периметру треугольника 
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. Для того, чтобы периметр был наименьшим (равным отрезку 
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) нужно, чтобы вершины В1  и С1 лежали в точках пересечения отрезка 
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  со сторонами треугольнике AВ и АС. Осталось понять, как выбрать точку А1 на стороне ВС таким образом, чтобы длина отрезка 
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 была наименьшей. Для этого заметим, что треугольник 
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), а угол при его вершине А равен 
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  и потому не зависит от выбора точки А1.
Итак, при движении точки А1 по стороне ВС углы треугольника 
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 не меняются, а его линейные размеры будут наименьшими, когда наименьшей будет сторона А2А, которая равна А1А.  Значит, A1A — высота, опущенная на сторону ВС.
Мы видим, что существует единственный вписанный  треугольник наименьшего периметра, его вершина А1 — основание высоты. Если провести те же рассуждения с вершинами В1    C1,  получим, что они также являются основаниями высот (поскольку треугольник минимального периметра — единственный!)

Замечание: в случаях прямоугольного или тупоугольного треугольника задача не имеет решения.
2.4 Физический смысл и  механическая модель задачи Фаньяно
Результат доказательства  можно пояснить с помощью законов физики. Вспомним, что высоты треугольника являются биссектрисами ортотреугольника. 

Иначе говоря, любые две стороны ортотреугольника 

образуют равные углы со стороной исходного треугольника, проходящей через их общую вершину. Поэтому бильярдный шар, пущенный вдоль одной из сторон 

ортотреугольника, отразится последовательно от всех сторон треугольника АВС и вернётся в исходную точку. Таким образом, контур ортотреугольника представляет собой замкнутую траекторию движения бильярдного шара. Если бы бильярдный стол имел форму остроугольного треугольника, то траектория движения шара, пущенного по сторонам ортотреугольника, замкнётся и никогда не выйдет наружу. Таким образом ортотреугольник образует бильярд для данного треугольника.
Имеется ещё одна, «механическая», интерпретация задачи Фаньяно. Пусть треугольник сделан из проволоки, причём на каждую его сторону надето маленькое кольцо. Через кольца продета натянутая нить с пружинками. Какое положение она займёт, когда сожмется максимально, если считать, что в системе нет трения? Конечно, то положение, при котором её длина минимальна, откуда и следует, что нить образует ортотреугольник. Конечно, такого рода рассуждения не могут  служить геометрическими доказательствами, но они порой подсказывают решение задачи.

2.5 Формулы определения периметра ортотреугольника

Периметр ортотреугольника можно рассчитать по следующим формулам:

1) Периметр ортотреугольника равен удвоенному произведению высоты треугольника на синус угла, из которого она исходит.
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2) Периметр ортотреугольника равен удвоенной  площади, деленной на радиус описанной окружности.

3.    Применение свойств ортотреугольника к решению задач

Задача 1. 

Пусть 
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 – высоты треугольника АВС. Докажите, что треугольник 
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 подобен треугольнику АВС. Чему равен коэффициент подобия?
Решение:
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 подобен треугольнику АВС по теореме 2.1. Коэффициент подобия 
[image: image59.wmf]BC

C

B

AC

C

A

k

1

1

=

=

Þ

. В прямоугольных треугольниках 
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 Ответ: 
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Следствием данной задачи будет следующее утверждение: каждая сторона ортотреугольника равна произведению противолежащей стороны 
[image: image66.wmf]ABC

D

 на косинус противолежащего угла исходного треугольника.
Задача 2.

Треугольник АВС остроугольный, и угол ВАС равен α. На стороне ВС как на диаметре построена полуокружность, пересекающая стороны АВ и АС в точках Р и Q соответственно. Найдите отношение площадей треугольников АВС и APQ.

Решение:

Поскольку 
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 и 
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 - высоты треугольника 
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 подобен 
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 с коэффициентом подобия 
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Задача 3

В остроугольном треугольнике АВС проведены высоты АD, ВЕ и СF.Докажите, что  pR=Pr, где p-периметр треугольника EDF, Р – периметр треугольника АВС.

Решение:

1. Т.к. 
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 и согласно задаче 1 
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 EMBED Equation.3  [image: image78.wmf]C

AB

ED

cos

×

=

, 


[image: image79.wmf]Þ

D

D

BAC

BDF

~
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2. Пусть О – центр описанной окружности 
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[image: image83.wmf]A

A

R

R

A

R

R

BOC

R

R

S

BOC

cos

sin

2

2

1

2

sin

2

1

sin

2

1

×

×

×

=

×

×

=

×

×

=

Т.к. по т. синусов 
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3. Аналогично 
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. Поскольку 
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Задача 4.
Треугольник АВС остроугольный,  
[image: image92.wmf]o

65

=

Ð

BAC

 и 
[image: image93.wmf]o

40

=

Ð

ACB

. Определите углы высотного треугольника.

Решение:

1. Строим высоты 
[image: image94.wmf]1

AA

, 
[image: image95.wmf]1

BB

, 
[image: image96.wmf]1

СС
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 подобен 
[image: image98.wmf]ABC
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[image: image99.wmf]1
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 подобен 
[image: image100.wmf]CBA
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2.
[image: image101.wmf]1
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-высотный.  

[image: image102.wmf]o
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[image: image103.wmf]o
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[image: image104.wmf]o
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Ответ: 
[image: image105.wmf]o
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[image: image106.wmf]o
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B

; 
[image: image107.wmf]o
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C

.

Задача 5. 
В равнобедренном треугольнике ABC  с основанием AC = 4 и боковой стороной AB = 8  проведены высоты AA1, BB1, CC1. Найти периметр треугольника A1B1C1 и длину высоты CC1.
Решение:

1. Т.к. 
[image: image108.wmf]ABC

D

 - равнобедренный, то 
[image: image109.wmf]1

BB

 - высота, медиана, биссектриса 
[image: image110.wmf]2
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;
[image: image111.wmf]BC
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2. Т.к. 
[image: image112.wmf]C
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D

 подобен 
[image: image113.wmf]ABC
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, то 
[image: image114.wmf]2
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3. 
[image: image115.wmf]2
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4. Т.к. 
[image: image116.wmf]C
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 подобен 
[image: image117.wmf]ABC
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, то
[image: image118.wmf]1
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; 
[image: image119.wmf]7
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5. 
[image: image120.wmf]1
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[image: image121.wmf]AC

, а это значит, что 
[image: image122.wmf]1
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 подобен 
[image: image123.wmf]СBА
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[image: image124.wmf]2
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6. 
[image: image125.wmf]5

,

7

2

15

1

1

1

1

1

1

=

=

+

+

=

D

C

A

C

B

B

A

P

ABC

.

7. По т. Пифагора 
[image: image126.wmf]15

1

4

2

2

1

2

1

2

1

2

1

2

=

-

=

-

=

Þ

+

=

AC

AC

CC

CC

AC

AC

.

Ответ: 
[image: image127.wmf]5

,
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D

ABC

P

; 
[image: image128.wmf]15

1

=

CC

.

Задача 6 

В равнобедренном треугольнике ABC (AB = BC) проведены высоты AA1, BB1, CC1. Известно, что AC = 9,  

A1C1 = 7. Найти периметр треугольника ABC.
Решение:

1. Т.к. 
[image: image129.wmf]C

B
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1

1

D

 подобен 
[image: image130.wmf]ABC

D

, то 
[image: image131.wmf]2
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 и 
[image: image132.wmf]BC
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2. 
[image: image133.wmf]A

CC

C
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1

1

D
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D

 по гипотенузе и острому углу, т.к рассматриваемые треугольники прямоугольные, 
[image: image134.wmf]1
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3. Т.к. 
[image: image135.wmf]AB

C

A

I

1

1

 и 
[image: image136.wmf]BC

C

A

I

1

, отсекая пропорциональные отрезки, то 
[image: image137.wmf]1
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[image: image138.wmf]AC
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4. 
[image: image139.wmf]1
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подобен 
[image: image140.wmf]ABC
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[image: image141.wmf]CA
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[image: image142.wmf]9
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5. Пусть 
[image: image143.wmf]x
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[image: image144.wmf]x
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[image: image145.wmf]x
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Известно, что 
[image: image146.wmf]2
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,  
[image: image147.wmf]9
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, поэтому, подставив данные в (1), получим 
[image: image148.wmf]2
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т.е. 
[image: image149.wmf]36
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.   Ответ: 
[image: image150.wmf]36
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.
4. Заключение

Итак, в ходе работы по данной теме я узнала, что такое ортотреугольник, какими свойствами он обладает. Все поставленные перед началом  работы цели были достигнуты.

Данная работа может быть использована на уроках геометрии в 8 классе при изучении темы «Замечательные точки в треугольнике». Кроме того, она будет полезна тем ребятам, которые учатся в заочной физико-технической школе при МФТИ и, конечно же, при подготовке к ЕГЭ и вступительным испытаниям в ВУЗЫ страны.
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