Метод мажорант

Работа посвящена одному из нестандартных методов решения уравнений и неравенств – методу, основанному на свойстве ограниченности функций. Работа представляет собой пособие для школьников, желающих самостоятельно изучать эту тему.

Мажорантой данной функции f(x) на множестве D называется такое число M, что либо f(x)
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Для удобства последующего изложения введём вспомогательные понятия ограниченности функции сверху и снизу, которые будут часто использоваться в дальнейшем.

Пусть функция f(x) определена на множестве D. Будем говорить, что она ограничена на этом множестве числом M сверху, если для любого числа х из множества D выполняется неравенство f(x)
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Аналогично будем говорить, что функция f(x) ограничена на множестве D числом т снизу, если для любого числа х из множества D выполняется неравенство f(x)
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Мы знаем много мажорант для известных функций. Например, любое число, большее или равное 2 является мажорантой для функций 
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на любом множестве.

Основная идея метода мажорант может быть сформулирована в виде следующих теорем:
Теорема №1.

Пусть f(x) и g(x) – некоторые функции, определённые на множестве D. Пусть f(x) ограничена на этом множестве числом А сверху, а g(x) ограничена  на этом множестве тем же числом А, но снизу.
Тогда уравнение f(x) = g(x) равносильно системе: 
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 EMBED Equation.3  [image: image9.wmf]
Теорема №2.

Пусть f(x) и g(x) – некоторые функции, определённые на множестве D. Пусть f(x) и g(x) ограничены на этом множестве снизу (сверху) числами А и В соответственно. Тогда уравнение f(x) + g(x) = А+В равносильно системе уравнений:
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Теорема №3.

Пусть f(x) и g(x) – некоторые неотрицательные функции, определённые на множестве D. Пусть f(x) ограничена сверху ( или снизу) числами А и В соответственно. Тогда уравнение f(x)
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(

x

g

×

= А
[image: image12.wmf]B

×

 равносильно системе уравнений (при условии, что А
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В этом утверждении особенно важно условие неотрицательности функций f(x) и g(x), а также условие положительности А и В.

Как искать такое число M? Это можно сделать с помощью производной(найти наибольшее и наименьшее значения функций f(x) и g(x)). Но чаще всего производная не понадобится, если хорошо знать множество значений элементарных функций и владеть следующими неравенствами:

1. 
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Рассмотрим несколько примеров нахождения мажорант некоторых функций.

1. Найти множество значений функции:

1) [image: image25.png]y=3+log:(x—2)



 D(y): [image: image27.png]x =2




[image: image28.png]y =3—logx(x—2)




Т.к. функция  [image: image30.png]g(x) = loga(x —2)



 возрастающая и область её значений [image: image32.png]


, то область значений функции [image: image34.png]y=3+log:(x—2)



 также [image: image36.png]


. Значит функция не ограничена сверху и не ограничена снизу.
Ответ:[image: image38.png]y € (—oo; +00)



.
2) [image: image40.png]y =5sinx +7




Т.к. [image: image42.png]


, то наименьшее значение функция примет при [image: image44.png]


, а наибольшее при [image: image46.png]


, т.е. [image: image48.png]y €[2;12]



. Значит функция имеет верхнюю и нижнюю границу. 
Ответ: [image: image50.png]y €[2;12]



.

3) 3[image: image52.png]y =4-2%




Т.к. [image: image54.png]g{x) =2*>0



 и функция возрастающая, то [image: image56.png]4-2¥<4



, т.е. [image: image58.png]y € (—o0;4)



. Функция ограничена сверху и не ограничена снизу.
Ответ: [image: image60.png]y € (—o0;4)



.

4) [image: image62.png]y =lx|+5




Т.к. [image: image64.png]|x| =0



 при всех действительных значениях [image: image66.png]


, то [image: image68.png]x| +5=5



. Функция ограничена снизу и не ограничена сверху.
Ответ:  [image: image70.png]y € [5; +o)



.

5) [image: image72.png]y =log(x* +x+ 1)




Множество значений функции [image: image74.png]flx) =x*+x+1



:  [image: image76.png][f (xp); +00)



, где [image: image78.png]f(x0)



 - ордината вершины параболы. Найдем [image: image80.png]f(x0)



: [image: image82.png]


; [image: image84.png]


, тогда [image: image86.png]f(xo)




. Таким образом [image: image88.png]x2+x+1

W



. Учитывая, что функция [image: image90.png]y =log,t



 является возрастающей, получим [image: image92.png]logz(x? +x +1) 2 log;; = logz 3 -2



.
Таким образом функция имеет только нижнюю границу. 
Ответ: [image: image94.png][logs 3 — 2; +00)



.

2. Найдите наибольшее значение функции:
1) [image: image96.png]y = (sin)*




[image: image97.png]



Функция [image: image99.png]y=(2)



 убывающая. Значит, своё наибольшее значение она принимает при наименьшем значении t, если таковое имеется.

Функция [image: image101.png]t(x)




, [image: image103.png]t(x)




, наименьшее значение этой функции равно -1. Тогда наибольшее значение функции [image: image105.png]


 равно [image: image107.png]


.

Ответ: [image: image109.png]


.
3.Упростить выражение для [image: image111.png]F0) = (s + o) (o) + 052
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 и найти ее наибольшее значение.
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Область определения данной функции состоит из всех действительных значений [image: image114.png]x, Kpome * 1



. Т.к. [image: image116.png]50 —4n? >0



 и квадратный трехчлен [image: image118.png]x? + 4mx + 50



 принимает только положительные значения, т.к. [image: image120.png]D; =4m?—50 <0



 и [image: image122.png]


, то дробь [image: image124.png]074 -

vy



 при всех [image: image126.png]x € D(f).



 Значит эта дробь принимает наибольшее значение при наименьшем значении знаменателя [image: image128.png]


 при [image: image130.png]x =—2m €D(f)



.

Ясно, что при [image: image132.png]


 значение [image: image134.png]cosx =1



, а это наибольшее значение [image: image136.png]cosx



. Таким образом, наибольшее значение данной функции равно  [image: image138.png]S0—4m”

ey



.
Метод мажорант позволяет решать задачи, которые традиционными преобразованиями и методами не решаются.
Задача 1.

	


Решить уравнение: 2
[image: image139.wmf]x

2
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Очевидно, что нормальными средствами решить это уравнение нельзя, поэтому используем ограниченность правой и левой частей уравнения.

Так как sin
[image: image140.wmf]2

x
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, то левая часть уравнения ограничена снизу числом 1. правая часть также ограничена числом 1, но уже сверху, поэтому исходное уравнение равносильно системе:
[image: image142.wmf]Û

î

í

ì

=

=

Û

ï

î

ï

í

ì

=

=

1

cos

0

sin

1

cos

1

2

2

sin

x

x

x

x
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Задача 2.

	


Решить уравнение: 
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(как сумма положительных взаимообратных чисел).
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Значит данное уравнение равносильно системе:
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Решим второе уравнение системы:
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Проверим, будет ли 
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 решением первого уравнения системы:
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 является решением и всей системы.

Задача 3.

	


Решить уравнение: sinxcos4x=1.

Переведем произведение в сумму:

[image: image1.wmf]£


и 
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значит, их сумма равна 2 только в том случае, когда и тот и другой равны 1. Поэтому это уравнение равносильно системе:
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Методом подбора находим значения 
[image: image159.wmf]k

 и 
[image: image160.wmf]n

, удовлетворяющие уравнению 
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Значит, решением системы уравнений является
[image: image165.wmf].
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Задача 4.

	


Решить систему уравнений: 
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Данная система имеет три неизвестных и всего два уравнения. Однако сразу же ясно, что в первом уравнении левая часть 
[image: image167.wmf]³

2 взаимообратных положительных величин, а правая часть
[image: image168.wmf]£

2. поэтому первое уравнение равносильно системе двух уравнений:
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Тем самым необычность данной системы полностью «снята» - мы имеем обыкновенную систему трёх уравнений с тремя неизвестными, и притом чрезвычайно простую. Из двух новых уравнений и второго данного мы получаем:
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 Поэтому решения данной системы даются формулами: 
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 любые целые числа.

Задача 5.
	Найти нули функции:




[image: image175.png]y= 7~ lesina




Для нахождения нулей функции решим уравнение:


[image: image177.png]


; [image: image179.png]



Т.к. [image: image181.png]


, а [image: image183.png]lgsinx=0



, то уравнение равносильно системе двух уравнений:


[image: image185.png]{lgsmx =0(2)




[image: image187.png]


 - корни уравнения (1). Проверкой устанавливаем, что корнем уравнения  (2) является только [image: image189.png]


.
Таким образом [image: image191.png]


 - единственный нуль функции.
Ответ:[image: image193.png]


.
Задача 6.

Найти нули функции:

[image: image194.png]v= 5= T~ tglcos




[image: image196.png]Iglcosx| =0



; [image: image198.png]



Т.к. [image: image200.png]


, а [image: image202.png]lglcosx| = 0



, то уравнение равносильно системе двух уравнений:

[image: image204.png]


 

[image: image206.png]


 - корни уравнения (1). Проверкой устанавливаем, что они являются также корнями уравнения (2).

Ответ: [image: image208.png]


 

Задача 7.

Решить уравнение:
[image: image209.png]527 -3x+1 4 g3x=2%+1 4 10sinmx = 0




Преобразуем уравнение:

[image: image210.png]2xT-3x
5-5”"3’+5-(5) + 10sinmx = 0




Разделим обе части уравнения на 5:

[image: image211.png]273
52 -3x 4 (g) +2sinmx = 0




[image: image213.png]523 4 () = —2sinmx
H



 

Т.к. [image: image215.png]stse g (17 22



, как сумма двух взаимно обратных положительных чисел, а [image: image217.png]—2sinmx = 2



 при всех действительных значениях [image: image219.png]


, то уравнение равносильно системе двух уравнений:
[image: image221.png]52t 4 (i)zx“x =2

—2sinmx =2



   

[image: image223.png]


     [image: image225.png]



Проверим, верны ли корни уравнения (1) для уравнения (2).Таким образом:[image: image227.png]


 - единственный нуль функции.

Ответ: [image: image229.png]


.
Задача 8

Найти нули функции:

[image: image231.png]y = cosxlogzcosx +4m — |x| — [x — 4l




ОДЗ:[image: image233.png]cosx >0




[image: image234.png]cosxlogzcosx +4m — |x| —|x —4m| =0
3




[image: image235.png]cosxlogzcosx +4m = |x| + |x — 4]
&




Т.к. [image: image237.png]cosx > 0 u logzcosx =0



, то [image: image239.png]cosx logzcosx = 0



, а значит:
[image: image241.png]cosxlogzcosx +4m < 4n



 и т.к. [image: image243.png]la+ bl = |al + bl



, то [image: image245.png]lx| + |x — 4m| = 4m



, значит уравнение равносильно системе двух уравнений:

[image: image247.png]{msxlog!msx+4«t A4m
Ix] + |x — 4m] = 47 (2)




 

Решим уравнение (2):

[image: image248.png]lx| + |4m — x| = 4m




[image: image249.png]lx| + 4w — x| = |x + (47 — x)|




Последнее уравнение равносильно неравенству:
[image: image250.png]x(4m —x) =0




[image: image251.png]0=x=4n




Так как [image: image253.png]cosx logzcosx = 0



, то система примет вид:

[image: image255.png]{cnsx:l
0=x=4n



  [image: image257.png]X =2mn
=x =4n





[image: image259.png]0; 2m; 4m



 – решения системы.

Ответ: [image: image261.png]0; 2m; 4m




Задача 9.

	


Решить уравнение:

[image: image262.png]x*+2cosy*x+1=0




Решим квадратное уравнение относительно x:

[image: image264.png]D =4cos’y —4



. Т.к. [image: image266.png]0=cos?’y =1



, то уравнение будет иметь корни только при условии:

[image: image268.png]cos?y




 ; [image: image270.png]cosy = 1




Получим:

[image: image272.png]X = —COSY



, тогда:

[image: image274.png]


 или [image: image276.png]


.
Задача 10.

	


Решить уравнение:

[image: image277.png]5
6+ 2x- 3= 4-cos 2




Т.к. [image: image279.png]Ji6+(2x—3)7 =4



, а [image: image281.png]2
=<4
4= cos®7



, то данное уравнение равносильно системе уравнений:

[image: image283.png]{,/1s+ (x-3)7=4
s




   ; [image: image285.png]x=

Sme
cos™=
3

0(2)




[image: image287.png]it =
TTpoEepxoii yGexaaencs, 970 X = - ABAAETCA KOPHeM ypasHenns (2)




.

Ответ: [image: image289.png]


.
Задача11

	


Решить уравнение:

[image: image291.png]e+ i_
lay +1=4




ОДЗ: x>0, y>0.
[image: image293.png]


 

Тогда [image: image295.png]


 , как суммы двух положительных взаимно обратных чисел. Значит [image: image297.png]


 и [image: image299.png]


, а их сумма равна 4, когда каждое из них одновременно равно 2, т.е. уравнение равносильно системе двух уравнений:

[image: image301.png]


  

Из этого следует, что

[image: image303.png]


 

Ответ: [image: image305.png]


.
Задача12.

	


Решить неравенство:

[image: image307.png]-3 > xagz’ =



 

ОДЗ: x>0
[image: image309.png]x =0,



 значит [image: image311.png]X+

“



, как сумма двух взаимно обратных положительных чисел. Следовательно, правая часть неравенства принимает значения большие или равные 1. Оценим левую часть неравенства. Для этого рассмотрим функцию [image: image313.png]f=3x"—
2x°



, она дифференцируема на всей области определения, найдем ее производную: [image: image314.png]


.


На ОДЗ функция имеет единственную критическую точку x=1, которая является точкой максимума, значит, в этой точке функция принимает свое наибольшее значение, которое равно 1.

Данное неравенство равносильно системе:

[image: image316.png]


 

Решив систему, получим x=1.
Ответ: x=1.
Задача13.

	


Решить уравнение:

[image: image318.png]—2x+2+ =V12-xT+x

vy




[image: image319.png]V12—x7 +ax





Так как сумма 2-х взаимно обратных положительных чисел не меньше 2, значит левая часть больше либо равна 4:

Оценим правую часть уравнения. Для этого рассмотрим функцию [image: image321.png]—x*+4x—12




, график функции парабола, ветви вниз, вершина:x0=2 y0=16.
Значит y≤16, следовательно: [image: image323.png]Vi2—xZ+4x =4




Следовательно данное уравнение равносильно системе:

[image: image324.png]{x —2x+2=2
12— x? +4x = 16




х=2.
Ответ: х=2

Задача 14.

	


Решить неравенство:
[image: image326.png]loga(x? + =
g2(x? +27) < 2x — 7




ОДЗ:[image: image328.png]x#0




[image: image330.png]


 , как сумма двух взаимно обратных положительных чисел.

Т.к. функция [image: image332.png]y =log,t



 - возрастающая, то [image: image334.png]log,(x? + ﬁ) =1





Оценим значение правой части неравенства: 

График функции [image: image336.png]y =2x—x*°



,[image: image339.png]=1
=Ly =
Xo =



 парабола, ветви вниз, вершина: . Значит [image: image341.png]2x —x?=1




Таким образом данное неравенство равносильно системе двух уравнений:

[image: image343.png]{lngz(xz+ f») =log, 2
2x—x2=1




[image: image344.png]x = 1 — eAMHCTEBEHHOE pellleHie JaHHO#T CHCTeMEL.




Задача 15.
	


Для чисел [image: image346.png]@
Q1,3 ., 830



 верны равенства [image: image348.png]an+1 = flay)n=1.2..,29.



 Найдите [image: image350.png]az +ay; + az;



, если известно, что [image: image352.png]


, а

[image: image354.png]f(x)*{
3sin(0,4mx + 1,37) 3, ecau x 2 2



 
1.Т.к. [image: image356.png]


 и [image: image358.png]az = fla:



 то [image: image360.png]Q2s



 – корень уравнения [image: image362.png]flx)





[image: image364.png]i) = [
sin(0,1mx + 1,37) = 1



  [image: image366.png]{omx + 137 2 550 + 20mm € 2



  [image: image368.png][L iz
20n—8nez



 [image: image370.png]



Т.к. [image: image372.png]3sin(0,1mx +1,3m) —3 =0



 и [image: image374.png]


 то [image: image376.png]



2. Т.к. [image: image378.png]azs




, то [image: image380.png]Qzg



 - корень уравнения [image: image382.png]flx)





[image: image383.png]x<2
{Zx +12 x=2
fo) =6 6—x - et
(Ot 3w = -1 {omx+ 137 = 05+ 2munez
x<2
-1

= Sxe(2224

( x=2
x=20n—18,n€Z




Т.к. [image: image385.png]azg = flaz;)



, значит [image: image387.png]



3.Число [image: image389.png]@27



 является корнем уравнения [image: image391.png]flx)




 Так как [image: image393.png]flx) =0mpux =2,



 то

[image: image395.png]f) =2&

=T

=2ex=0



 Значит, [image: image397.png]


, и, продолжая аналогично, получаем, что

[image: image399.png]@z = —6,825 = 2,824 =10,



 


Из этого следует, что [image: image401.png]a7+ Qg7 + @y = —




Ответ: x=1

Задача 16.
	


1) Для чисел [image: image403.png]@
Q1,3 ., 830



 верны равенства [image: image405.png]an+1 = flay)n=1.2..,29.



 Найдите [image: image407.png]Q11 * Q13



 если известно, что [image: image409.png]


, а

[image: image411.png]o 3+ ecmx<3
fG) =
——+1ng5(5——z),eumxza



 
1. Оценим значение функции [image: image413.png]f(x)



 сверху. Если [image: image415.png]


, то очевидно, что [image: image417.png]3



 и тогда [image: image419.png]3+ <3

=



. Если [image: image421.png]


, то [image: image423.png]


, [image: image425.png]3-5<3



 и [image: image427.png]5— <5
ey



, [image: image429.png]=<1
logs (5 =



 (т.к. функция [image: image431.png]logs t



 возрастающая). Значит [image: image433.png]22
5+1ng5(5—7 <4



.
2. Найдем производную данной функции при [image: image435.png]


.
[image: image437.png]fr) =2

= Jer)Ins



 .Очевидно, что [image: image439.png]f'ix) >0



, при всех [image: image441.png]


. Следовательно на промежутке [image: image443.png][3; +o2)



 функция возрастает и непрерывна.

3. Т.к. по условию [image: image445.png]An+1 = fla,)



 и [image: image447.png]flazs)




, то [image: image449.png]Q2s



 является корнем уравнения [image: image451.png]flx)

0



. Возможны два случая:

a) [image: image453.png]flx) =0mpux =3



. 

Т.к. в этом случае функция [image: image455.png]f(x)



 возрастает, то уравнение имеет не более одного корня. А т.к. [image: image457.png]


 и [image: image459.png]y(6) ?’ +logs2 >0



, то искомый корень находится на промежутке [image: image461.png]


, т.е. больше 4. Таким образом [image: image463.png]Qg > 4



. По условию [image: image465.png]flazg) = ass (1)



. Учитывая, что [image: image467.png]f(x) <4



 при всех действительных значениях [image: image469.png]


 и [image: image471.png]Qg > 4



, делаем вывод, что уравнение (1) корней не имеет.

б) Если [image: image473.png]x <3



, тогда [image: image475.png]


, т.е. [image: image477.png]


. Но тогда [image: image479.png]


, поэтому [image: image481.png]


, [image: image483.png]


. Рассуждая аналогично найдем [image: image485.png]


 и [image: image487.png]


 и так далее получим [image: image489.png]


. Значит [image: image491.png]Qy1- Q13 =9




Ответ: 9.
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