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Введение: Математика.


 Математика -  одна из древнейших наук. Дать краткое определение математики всем непросто, его содержание будет очень  сильно меняться в зависимости от уровня математического образования человека. Школьник начальных классов, только приступивший к изучению арифметики, скажет, что математика изучает правила счетов предметов. И он будет прав, поскольку именно с этим он знакомится на первых порах. Школьники постарше добавят к сказанному, что в понятие математики  входят алгебра и изучение геометрических объектов: Линий, их пересечений, плоских фигур, геометрических тел, разного рода преобразований. Выпускники же средней  школы включают в определение математики еще изучение функций и действие перехода к пределу, а также связанные с ним понятия производной и интеграла. Выпускников высших технических учебных  заведений или естественнонаучных факультетов университетов и педагогических институтов уже не удовлетворяют школьные определения, поскольку они знают, что в состав математики входят и другие дисциплины: теория вероятностей, математическая статистика, дифференциальные уравнения, программирование для ЭВМ, вычислительные методы, а также применения названных дисциплин для моделирования производственных процессов, обработки опытных данных, передачи и обработки информации. Однако и тем, что перечислено, не исчерпывается содержание математики. Теория множеств, математическая логика, оптимальное управление, теория случайных процессов и многое другое также входят в ее состав.

Попытки определить математику путем перечисления  составляющих ее ветвей уводят нас в сторону, поскольку не дают представления о том, что же именно изучает математика и каково ее отношение к окружающему нас миру. Если бы подобный вопрос был задан физику, биологу или астроному, то каждый из них дал бы весьма краткий ответ, не содержащий перечисления частей, из которых состоит изучаемая ими наука. Такой ответ содержал бы указание на явление природы,  которые она исследует. Например, биолог заявил бы, что биология изучает различные проявления жизни. Пусть этот ответ не вполне закончен, поскольку в нем не говорится, что такое жизнь и жизненные явления, но, тем не менее, такое определение дало бы достаточно полное представление о содержании самой науки биологии и о разных уровнях этой науки. И это определение не изменилось бы с расширением наших знаний по биологии.

Не существует таких явлений природы, технических или социальных процессов, которые были бы предметом изучения математики, но при этом не относилось бы к явлениям физическим, биологическим, химическим, инженерным или социальным. Каждая естественнонаучная дисциплина: биология и физика, химия и психология – определяется материальной особенностью своего предмета, специфическими чертами той области реального мира, которую она изучает. Сам предмет или явление может изучаться разными методами, в том и числе и математическими, но, изменяя методы, мы все же остаемся в пределах данной дисциплины, поскольку содержанием данной науки является реальный предмет, а не метод исследования. Для математики же материальный предмет исследования не имеет решающего значения, важен применяемый метод. Например, тригонометрические функции можно использовать и для исследования колебательного движения, и для определения высоты недоступного предмета. А какие явления реального мира можно исследовать с помощью математического метода? Эти явления определяются не их материальной природой, а исключительно формальными структурными свойствами, и прежде всего теми количественными соотношениями и пространственными формами, в которых они существуют.

Итак, математика изучает не материальные предметы, а методы исследования и структурные свойства объекта исследования, которые позволяют применять к нему некоторые операции (суммирование, дифференцирование и др.) Однако значительная часть математических проблем, понятий и теорий имеет своим первичным источником реальные явления и процессы. Например, арифметика и теория чисел выделились из практической задачи – подсчета предметов. Элементарная геометрия имела своим источником проблемы, связанные со сравнением расстояний, вычислением площадей плоских фигур или же объемов пространственных тел. Все это требовалось находить, поскольку необходимо было перераспределять земельные участки между пользователями, вычислять размеры зернохранилищ или же объемы земляных работ при строительстве оборонных сооружений.


Математический результат обладает тем свойством, что его можно не только применять при изучении какого-то одного определенного явления или процесса, но и использовать для исследования других явлений, физическая природа которых принципиально отлична от ранее рассмотренных. Так, правила арифметики применимы и в задачах экономики, и в технических вопросах, и при решении задач сельского хозяйства, и в научных исследованиях. Арифметические правила были разработаны тысячелетия назад,  но прикладную ценность они сохранили на вечные времена. Арифметика представляет собой составную часть математики, ее традиционная  часть уже не подвергается творческому развитию в рамках математики, но она находит и будет в дальнейшем находить многочисленные новые применения. Эти применения могут иметь огромное значение для человечества, но вклада собственно в математику они уже не внесут.

Математика, как творческая сила, имеет своей целью разработку общих правил, которым следует пользоваться в многочисленных частных случаях. Тот, кто создает эти правила, создает новое, творит. Тот, кто применяет уже готовые правила, в самой математике уже не творит, но вполне возможно, создает с помощью математических правил новые ценности в других областях знания. Например, в наши дни данные дешифровки космических снимков, а также сведения о составе и возрасте горных пород, геохимических и геофизических аномалиях обрабатываются с помощью ЭВМ. Несомненно, что применение ЭВМ в геологических исследованиях оставляет эти исследования геологическими. Принципы же работы ЭВМ и их математическое обеспечение разрабатывались  без учета возможности их использования в интересах геологической науки. Сама эта возможность определяется тем, что структурные свойства геологических данных находятся в соответствии с логикой определенных программ работы ЭВМ.

Получили широкое распространение два определения математики. Первое из них было дано Ф. Энгельсом в работе «Анти – Дюринг» , другое группой французских математиков, известный под именем Никола Бурбаки, в статье «Архитектура математики» (1948).


Согласно Ф.Энгельсу, «чистая математика имеет своим объектом пространственные формы и количественные отношения действительного мира».  Это определение не только описывает объект изучения математики, но и указывает его происхождение – действительный мир. Однако определение Ф.Энгельса в значительной мере отражает состояние математики во второй половине 19 века и не учитывает те ее новые области, которые непосредственно не связаны ни с количественными отношениями, ни с геометрическими формами. Это, прежде всего, математическая  логика и дисциплины, возникшие для нужд программирования на ЭВМ. Поэтому определение Ф.Энгельса нуждается в некотором уточнении. Возможно, нужно сказать, что математика изучает пространственные формы, количественные отношения и логические конструкции.

Математики рассматривают математические понятия не как создание чистого разума, а как абстракции о реально существующих вещей., явлений, процессов или же абстракции от еже сложившихся абстракций (абстракции высших порядков). В «Диалектике природы» Ф.Энгельс писал, что «вся так называемая чистая математика занимается абстракциями… все ее величины суть, строго говоря, воображаемые величины». Эти слова достаточно четко отражают мнение одного из философов   о роли абстракций в математике. Нам только следует добавить, что все эти « воображаемые величины» берутся из реальной  действительности, а не конструируются произвольно, свободным полетом мысли. Именно так вошло во всеобщее употребление понятие числа. Сначала это были числа в пределах единиц, и притом только целые положительные числа.  Затем опыт заставил расширить арсенал чисел до десятков и сотен. Представление о неограниченности ряда целых чисел родилось уже в исторически близкую нам эпоху: Архимед в книге «Псаммит» («Исчисление песчинок») показал, как можно конструировать  числа еще большие, чем заданные. Одновременно из практических нужд  родилось понятие дробных чисел. Вычисления, связанные с простейшими геометрическими  фигурами, привели человечество к новым числам – иррациональным. Так постепенно формировалось представление о множестве всех действительных чисел.
 
Тот же путь можно проследить для любых понятий математики. Все они возникли из практических потребностей, и постепенно сформировалась в абстрактные понятия. При этом всегда следует помнить прекрасные слова Ф. Энгельса: «… чистая математика имеет значение, независимое от особого опыта каждой отдельной личности, … Но совершенно неверно, будто в чистой математике разум имеет дело только с продуктами собственного творчества и воображения. Понятия числа и фигуры взяты  не откуда-нибудь, а только из действительного мира. Десять пальцев, на которых люди научились считать, т. е. производить первую арифметическую операцию, представляют собой все, что угодно, только не продукт свободного творчества разума. Чтобы считать, надо не только  иметь предметы, подлежащие счету, но обладать уже  и способностью отвлекаться при рассмотрении этих предметов от всех прочих свойств, кроме числа, а эта способность есть результат долгого исторического развития, опирающегося  на опыт. Как понятия числа, так и понятия фигуры заимствовано исключительно из внешнего мира, а не возникло в голове из чистого мышления. Должны были существовать вещи, имеющие определенную форму, и эти формы должны были подвергаться сравнению, прежде чем можно было прийти к понятию фигуры».


Итак, мы рассказали, что же входит в понятие «математика».  Но существует еще и такое понятие, как прикладная математика. Под ним понимают совокупность  всех математических методов и дисциплин, находящих применения за пределами математики. В древности геометрия и арифметика представляли всю математику и, поскольку та и другая находили многочисленные применения при торговых обменах, измерении площадей и объемов, в вопросах навигации, вся математика была не только теоретической, но и прикладной. Позднее, в Древней Греции, возникло разделение на математику и на математику прикладную. Однако все выдающиеся математики занимались и применениями, а не только чисто теоретическими исследованиями.

Математика, прежде чем изучать своими методами какое-нибудь явление, создает его математическую модель, т.е. перечисляет все те особенности явления, которые будут приниматься во внимание.  Модель принуждает исследователя выбирать те математические средства, которые позволяют вполне адекватно передать особенности изучаемого явления и его эволюции. В качестве примера возьмем модель планетной системы: Солнце и планеты рассматриваются как материальные точки с соответствующими массами. Взаимодействие каждых двух точек определяется силой притяжения между ними.

Конечно, каждая модель огрубляет действительность, и задача исследователя состоит в первую очередь в том, чтобы предложить модель, передающую, с одной стороны, наиболее полно фактическую сторону дела (как принято говорить, ее физические особенности), а с другой – дающую значительное приближение к действительности. Разумеется, для одного и того же явления можно предложить несколько математических моделей. Все они имеют право на существование до тех пор,  пока не начнет сказываться существенное расхождение модели и действительности.

Зарождение математики.

Cчет предметов на самых ранних ступенях развития культуры привел к созданию простейших понятий арифметики натуральных чисел. Только на основе  выработанной системы устного счисления возникают письменные системы счисления и  постепенно вырабатываются приемы выполнения над натуральными числами четырех арифметических действий (из которых только деление  еще долго представляло трудности.) Потребности измерения (количества зерна, длины дороги и т.п.) приводят к появлению названий и обозначений простейших дробных чисел и к разработке приемов выполнения арифметических действий  над дробями. Таким образом накапливается материал, складывающийся постепенно в древнейшую математическую науку – арифметику. Измерение площадей и объемов, потребности строительной техники, а несколько позднее – астрономии, вызывают развитие начатков геометрии. Эти процессы шли у многих народов в значительной мере независимо и параллельно. Особенное значение для дальнейшего развития науки имело накопление арифметических и геометрических знаний в Египте и Вавилони. В Вавилонии на основе развитой техники арифметических вычислений появились также начатки алгебры, а в связи с запросами астрономии – начатки тригонометрии.


    Сохранившееся математические тексты Древнего Египта (1-я пол. 2-го тыс. до н.э.) состоят по преимуществу из примеров на решение отдельных задач и, в лучшем случае, рецептов для их решения, которые иногда удается понять, лишь анализируя числовые примеры, данные в тексте. Следует говорить именно о рецептах для решения отдельных типов задач, т.к. математические теории в смысле доказательств общих теорем, видимо, вовсе не существовало. Об этом свидетельствует, например, то, что точные решения употреблялись без всякого отличия от приближенных. Тем не менее самый запас установленных математических фактов был, в соответствии с высокой строительной техникой, сложностью земельных отношений, потребностью в точном календаре и т.п., довольно велик.


Математических текстов, позволяющих судить о математике, в Вавилони, несравненно  больше, чем египетских. Вавилонские клинописные математические тексты охватывают период от 2-го тыс. до н.э. до возникновения и развития греческой математики. Вавилония этого времени получила от более раннего шумерского периода развитую смешанную десятично-шестидесятеричную систему счисления, заключавшую в себе уже позиционный принцип (одни и те же знаки обозначают одно и то же число единиц разных шестидесятеричных разрядов). Деление при помощи таблиц обратных чисел сводилось к умножению. Кроме таблиц обратных чисел, имелись таблицы произведений, квадратов, квадратных и кубических корней. Из достижений вавилонской математики в области геометрии, выходящих за пределы познаний египтян, следует отметить разработанное измерение  углов и некоторые начатки тригонометрии, связанные, очевидно, с развитием астрономии. Вавилонянам была уже известна теорема Пифагора.
Период элементарной математики.


Только после накопления большого конкретного материала в виде разрозненных приемов арифметических вычислений, способов определения площадей и объемов и т.п. возникает математика, как самостоятельная наука с ясным пониманием своеобразия ее метода и необходимости систематического развития ее основных понятий и предложений в достаточно общей форме. В применении к арифметике и алгебре, возможно, что указанный процесс начался уже в Вавилонии. Однако вполне не определилось это новое течение, заключавшееся в систематическом и логически последовательном построении основ математической науки, в Др.Греции. Созданная древними греками система изложения элементарной геометрии на два тысячелетия вперед сделалась образцом дедуктивного построения математической теории. Из арифметики постепенно вырастает чисел теория. Создается систематическое учение о величинах и измерении. Процесс сформирования ( в связи с задачей измерения величин) понятия действительного числа, оказывается весьма длительным. 
Дело в том, что  понятия иррационального о отрицательного числа относятся к тем более сложным математическим абстракциям, которые, в отличие от понятий натурального числа, дроби или геометрические фигуры, не имеют достаточно прочной опоры в донаучном общечеловеческом опыте.


Создание алгебры как буквенного исчисления завершается лишь в конце рассматриваемого двухтысячелетнего  периода. Специальные обозначения для неизвестных появляются у  греческого математика Диофанта и более систематически – в Индии в 7 в., но обозначение буквами коэффициентов уравнения введено только в 16 в. французским математиком Ф.Виетом.
Древняя Греция.

Развитие математики в Др.Греции приняло существенно иное направление, чем на Востоке. Если в отношении техники проведения вычислений, искусства решения задач алгебраическая характеристика и разработки математических средств астрономии лишь в эллинистичную эпоху  был достигнут и превзойден уровень вавилонской математики, то уже гораздо раньше математика в Др. Греции вступила в совершенно новый этап логического развития. Появилась потребность в отчетливых математических доказательствах, были сделаны первые попытки систематического построения математической теории. Математика, как и все научное и художественное творчество, перестала быть безличной, какой она была в странах Др.Востока; она создается теперь известными по именам математики, оставившими после себя математические сочинения.

Греки считали себя в области арифметики учениками финикиян, объясняя высокое развитие арифметики у них потребностями их обширной торговли; начало же греческой геометрии традиция связывает с путешествиями в Египет первых греч. геометров и философов. 

В области геометрии задачи, которыми занимались греч. геометры 6-5 вв. до н.э. после усвоения египетского наследства, также естественно возникают из простейших запросов строительного искусства, землемерия и навигации. Таковы, напр., вопросы о соотношении между длинами катетов и гипотенузы прямоугольного треугольника, о соотношении между площадями подобных фигур, квадрате круга, трисекции угла и удвоении куба. Новым, однако, является подход к этим задачам, ставший необходимым с усложнением предмета исследования. Не ограничиваясь приближенными, эмпирически найденными решениями, греч. геометры ищут точных доказательств и логически исчерпывающих решений проблемы. Ярким примером этой новой тенденции может служить доказательство несоизмеримости диагонали квадрата с его стороной. Во  2-й половине 5 в. до н.э. философская и научная жизнь Греции сосредотачивается в Афинах.  Здесь протекает основная деятельность Гиппия Элидского и Гиппократа Хиосского. К этому времени несомненно, уже была создана разработанная система геометрии, не пренебрегавшая такими логическими тонкостями, как доказательство случаев равенства треугольников и т.п. Отражением в математике, первых, хотя бы и чисто умозрительных,  попыток рационального объяснения строения материи явилось едва ли не самое замечательное достижение геометрии 5 в. до н.э.- разыскание всех пяти правильных многогранников- результат поисков идеальных простейших тел, могущих служить основными камнями мироздания. 

Индия.

Расцвет индейской математики относится к 5-12 вв. (наиболее известны  индийские математики Ариабхата, Брахмагупта, Бхаскара). Индийцам принадлежат две основные заслуги. Первой из них является введение в широкое употребление современной десятичной системы счисления и систематическое употребление нуля для обозначения отсутствия единиц данного разряда. Происхождение употреблявшихся в Индии цифр, называемых теперь «арабскими», не вполне выяснено. Второй, еще более важной заслугой инд. Математиков является создание алгебры, свободно оперирующей не только с дробями, но и с иррациональными и отрицательными числами. Однако обычно при истолковании решений задач отрицательные решения считаются невозможными. Вообще следует отметить, что в то время как дробные и иррациональные числа с самого момента своего возникновения связаны с измерением непрерывных величин, отрицательные числа возникают в основном из внутренних потребностей алгебры и лишь позднее получают самостоятельное значение. В тригонометрии заслугой инд. Математиков явилось введение линий синуса, косинуса, синус-верзуса.
Средняя Азия и Ближний Восток.


Арабские завоевания и  кратковременное объединение огромных территорий под властью раб. Халифов привели к тому, что в течение 9-15вв. ученые Ср.Азии, Бл.Востока и Пиренейского полуострова пользовались арабским языком. Наука здесь развивается в мировых торговых  городах, в обстановке широкого международного общения и гос. Поддержки больших научных начинаний. Блестящим завершением этой эпохи явилась в 15 в. деятельность Улугбека, который при своем дворе и обсерватории в Самарканде собрал более ста ученых и организовал долго остававшиеся непревзойденными астрономическими наблюдения, вычисление математических таблиц и т.п.


В зап.-европ. Науке длительное время господствовало мнение, что роль «арабской культуры» в области математики сводится в основном к сохранению и передаче математикам Зап. Евпропы математических открытий древнего мира и Индии. В действительности вклад математиков. Писавших на араб, и в частности математиков, принадлежавших к народам современной советской Средней Азии и Кавказа, в развитие науки значительно больше.

В 1-й половине 9 века Мухаммед Бен Мусса Хорезми впервые дал изложение алгебры как самостоятельной науки. Термин «алгебра» производят от начала названия сочинения Хорезми «Аль-джебр», по которому европейские математики раннего средневековья познакомились с решением квадратных уравнений. Омар Хайям систематически изучил уравнения третьей степени, дал классификацию, выяснил условия их разрешимости. Хайям  в своем алгебраическом тракте говорит, что он много занимался поисками точного решения уравнений третьей степени. В этом направлении поиски среднеазиатских математиков не увенчались успехом, но им были хорошо известны как геометрические, так и приближенные численные методы решения. Заимствовав от индейцев десятичную систему счисления с употреблением нуля, математики Средней Азии и Ближнего Востока применяли в больших научных вычислениях по преимуществу шестисятиричную систему.
Западная Европа до 16в.

 
12-15 вв. являются для западных европейских математиков по преимуществу периодом усвоения наследства древнего мира и Востока. Тем не менее уже в этот период, не приведший еще к открытию особенно значительных новых математических фактов, общий характер европейской математической культуры отличается рядом существенных прогрессивных черт, обусловивших возможность стремительные развития математики в последующие века. Высокий уровень требований, быстро богатеющий и политически независимой буржуазии итальянских городов привел к созданию и широкому распространению учебников, соединяющих практическое общее направление с большой обстоятельностью и научностью. Основными центрами теоретической научной мысли в это время становятся университеты. Прогресс алгебры как теоретические дисциплины, а не только собрания практических правил для решения задач, сказывается в ясном понимании природы иррациональных чисел как отношений несоизмеримых величин.

Здесь же возникают первые, предваряющие следующую эпоху идеи о бесконечно больших и бесконечно малых величинах. Широкий размах научных исследований этой эпохи нашел отражение не только в многочисленных переводах и изданиях греческих и арабских авторов, но и в таких начинаниях, как составление обширных тригонометрических таблиц, вычисленных с точностью до седьмого знака Региомонтаном. 
Период создания математики переменных величин.

С 17в. начинается  существенно новый период развития математики. «Поворотным  пунктом в математике была Декартова переменная величина.  Благодаря этому в математику вошли движение и тем самым диалектика и благодаря этому же стало немедленно необходимым дифференциальное и интегральное исчисление…». Круг количественных отношений и пространственных форм, изучаемых теперь математикой, уже не исчерпывается числами, величинами и геометрическими фигурами. В основном это было обусловлено явным введением в математике идей движения изменения. Уже в алгебре  в скрытом виде содержится идея зависимости между величинами. Однако чтобы охватить количественные отношения в процессе из изменения, надо было самые зависимости между величинами сделать самостоятельным предметом изучения. Поэтому на первый план выдвигается понятие функции, играющее в дальнейшем такую же роль основного и самостоятельного предмета  изучения, как ранее понятия величины или числа. Изучение переменных величин и функциональных зависимостей приводит далее к основным понятиям математического анализа, вводящим в математику в явном виде идею бесконечного, к понятиям предела, производной, дифференциала, и интеграла. Создается анализ бесконечно малых, в первую очередь в виде дифференциального исчисления и интегрального исчисления, позволяющий связывать конечные изменения переменных величин с их поведением в непосредственной близости отдельных принимаемых ими значений. Основные законы механики и физики записываются в форме дифференциальных  уравнений, и задача интегрирования этих уравнений выдвигается в качестве одной из важнейших задач математики. Разыскание неизвестных функций, определенных другого рода условиями, составляет предмет вариационного исчисления. Таким образом, наряду с уравнениям,  в которых неизвестными являются числа, появляются уравнения, в которых неизвестны и подлежат определению функции.


Алгебра 17 и 18 вв. в значительной мере посвящена следствиям, вытекающим из возможности  изучать левую часть уравнения, как функцию переменного неизвестного. Этот подход к делу позволил изучить вопрос о числе действительных корней. Дать методы их отделения и приближенного вычисления, в комплексной же области привел французского математика Ж. Д.Аламбера к не вполне строгому, но для  математиков 18в. достаточно убедительному доказательству «основной теоремы алгебры» о существовании у любого алгебраического уравнения хотя бы одного корня. Достижения «чистой» алгебр, не нуждающейся в заимствованных из анализа понятиях о непрерывном изменении величин, в 17-18 вв. были тоже значительны, однако сознательное отделение собственно алгебраических фактов и методов от фактов и методов математического анализа типично лишь для более позднего времени. В 17-18 вв. алгебра в значительной мере воспринималась как первая глава анализа, в которой вместо исследования произвольных зависимостей  между величинами и решения произвольных уравнений  ограничиваются зависимостями и уравнениями алгебраическими.
17 век.

Охарактеризованный выше новый этап развития математики органически связан с созданием в 17в. математического естествознания, имеющего целью объяснение течения отдельных природных явлений действием общих, математически сформулированных законов природы. На протяжении 17в. действительно глубокие и обширные математические исследования относятся лишь к двум областям естественных наук – к механике.


Параллельно развивается учение о бесконечных рядах. Свойства простейших рядов, начиная с геометрической прогрессии. В дальнейшем развитии учения о бесконечных рядах приняли участие почти все математики 17 в.


С созданием координатного метода и распространением представлений о направленных механических величинах, понятие отрицательного числа приобрело полную наглядность и ясность. Наоборот, комплексные числа, по-прежнему оставаясь побочным продуктом алгебраического аппарата, продолжали быть по преимуществу лишь предметом бесплодных споров.


Кроме аналитической геометрии, развивается в тесной связи с алгеброй и анализом дифференциальная геометрия, в 17 в. закладываются основы дальнейшего развития чистой геометрии и главным образом в направлении создания основных понятий проективной геометрии. Из других открытий 17 в. следует отметить исследования по теории чисел, разработку основных понятий комбинаторики, первые работы по теории вероятностей, увенчавшиеся в конце века результатом принципиального значения – открытием простейшей формы больших чисел закона. Необходимо указать еще на построение первых счетных машин, оставшееся надолго, впрочем, без практических последствий.

18 век.

В начале 18 века общий стиль математических исследований постепенно меняется. Успех 17 века, обусловленный в основном новизной метода, создавался главным образом смелостью и глубиной общих идей, что сближало математику с философией. К началу 18 века развитие новых областей математики, созданных в 17 веке, достигло того уровня, при котором дальнейшее движение вперед стало требовать в первую очередь искусства в овладении математическим аппаратом и изобретательности в разыскании неожиданных обходных решений трудных задач. Из двух величайших математиков 18 века Л.Эйлер является наиболее ярким представителем этой виртуозной тенденции, а Ж. Лагранж, быть может, уступая Л Элейру в количестве и разнообразии решенных задач, соединил блестящую технику с широкими обобщающими концепциями, типичными для  французской математической школы 2-й половине 18 века, тесно связанной с большим философским движением французских просветителей и материалистов. Увлечение необычной силой аппарата математического анализа приводит, естественно, к вере в возможность его чисто автоматического развития, в безошибочность математических выкладок даже тогда, когда в них входят символы, лишенные смысла. Если при  создании анализа бесконечно малых сказывалось неумение логически справиться с идеями, имевшими полную наглядную убедительность, то теперь открыто проповедуется право вычислять по обычным правилам лишенные непосредственно смысла математического выражения, не опираясь ни на наглядность, на  логическое оправдание законности таких операций. Из старшего поколения в эту сторону все больше склоняется Г.Лейбниц, который в 1702 по поводу интегрирования рациональных дробей при помощи их разложения на мнимые выражения говорит о «чудесном вмешательстве идеального мира» и т.п. Более реалистически настроенный Л.Эйлер не говорит о чудесах, но воспринимает законность  операций с мнимыми числами и с расходящимися рядами, как  эмпирический факт, подтверждаемый правильностью получаемых при помощи подобных преобразований следствий.  Хотя работа по рациональному уяснению основ анализа бесконечно малых была начата, систематическое проведение логического обоснования анализа было осуществлено лишь в 19 веке.
