Задача одна – решений много

Решение задач различными способами предо​ставляет большие возможности для совершен​ствования обучения математике. При решении задач только одним способом у учащихся единственная цель — найти пра​вильный ответ. Если же требуется применить при этом несколько способов, школьники ста​раются отыскать наиболее оригинальное, кра​сивое, экономичное решение. Для этого они вспоминают многие теоретические факты, ме​тоды и приемы, анализируют их с точки зре​ния применимости к данной в задаче ситуа​ции, накапливают определенный опыт приме​нения одних и тех же знаний к различным вопросам. Все это активизирует учебную деятельность школьников, прививает интерес к предмету.
   К решению задач несколькими способами учащихся следует приобщать, постепенно на​чиная с VII класса. Мы учим школьников, анализируя условие задачи, делать различные попытки решения, используя имеющиеся у них в запасе методы и приемы, т. е. вооружаем учащихся страте​гией перебора всевозможных путей решения задачи. Учитель при этом должен поощрять самостоятельные находки школьников, обра​щать на них внимание класса. 
   Обычно в классе задача решается одним или двумя способами. Поиск других способов дается на дом, при этом мы указываем теоре​мы, которые можно использовать при реше​нии. Учащиеся с большим интересом и увле​ченностью выполняют такие задания. На уро​ках, занятиях кружка или консультациях раз​гораются дискуссионные разборы предложен​ных способов, рассматриваются те задачи, ко​торые ученики не смогли решить. Иногда найденные учащимися способы ре​шения той или иной задачи бывают довольно сложными, но для учебных и воспитательных целей   такая    работа    очень    важна:    ребята с большим увлечением и заинтересованностью находятся в постоянных поисках, перебирая в памяти многие варианты применения изу​ченных теорем, известных приемов и методов решения задач. Отметим, что при итоговом повторении ка​кого-либо раздела программы целесообразно использовать задачи, решаемые несколькими способами, охватывающие большой теорети​ческий материал. 
   Ниже предлагаются девять решений одной известной красивой геометрической задачи. 

3адача. На гипотенузе АВ прямоугольного треугольника АВС построен квадрат ABDE в той полуплоскости   от   прямой АВ, которой не принадлежит  треугольник АВС. Найти   расстояние  от вершины С прямого угла до центра  квадрата, если катеты ВС и АС имеют соответственно длины a и b.

Решение  1 (по теореме синусов). Пусть  Q - центр построенного квадрата 

(рис. 1). Так как угол  АQB прямой, то точка Q лежит на описанной около треугольника АВС окруж​ности. Ее диаметром служит гипотенуза АВ. Из треугольника AQC по  теореме синусов имеем: 

СQ =АВ sin (α+450), где α - величина угла ВАС. Далее получаем: 

    СQ = с (sin α cos 45°+cos а sin 450) = √2/2 c (a/c + b/c) = a+ b/√2,

где с = АВ.

Итак, искомое расстояние CQ  равно (a+b) /√2
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Решение 2 (по теореме косинусов). Из того же треугольника AQC по теореме косинусов находим: 

CQ²=b2+AQ² - 2b ·AQ cos (α+45º). 

Поскольку AQ² = ½c², то
CQ² = b² + ½ с -2b • c/√2 • √2/2 (b/c – a/c) = b² + ½(a² + b²) - b² + ab = ½ (a + b)²,

CQ = (a + b) / √2.

Решение 3 (по теореме Птолемея). Во вписанном в окружность четырехугольнике сум​ма произведений длин противоположных сторон равна произведению длин диагоналей (теорема Птолемея). Поэтому для вписанного четырех​угольника AQBC имеем: 

a • AQ + b • BQ = c • CQ. 

Но AQ=BQ = c / √2  и, следовательно,  (a + b)c/√2 = c • CQ, откуда CQ = (a + b)/√2.

Решение 4 (методом площадей). Сумма площадей треугольников АВС и ABQ равна пло​щади четырехугольника АQBC: 

½ab + ½AQ² = ½ c • CQ sin φ, 

где φ - величина угла между прямым и АВ и CQ. Луч CQ есть биссектриса угла АСВ, так как вписанные углы ACQ и BCQ опираются на рав​ные дуги AQ и BQ. По теореме о внешнем угле треугольника  φ = α + 45º  . Подставив в предыдущее  равенство  AQ²  = ½ (a² + b²)     и  sin φ = √2/2× a + b/c (cм. Решение 1), получим:

ab + ½ (a² + b²) = CQ • √2/2 (a + b) и  CQ = (a+ b) /√2.

Решение 5 (методом геометрических пре​образований). Выполним  поворот около центра Q квадрата на 900:В-А, A-Al, С-С1 (рис. 2). Так как  <A1AC1=<CBA, то 

<CAB  + <BAA1 + LAAC1 =180°, 

и поэтому точки С,А,С1 лежат на одной прямой. В треугольнике CQC1 угол CQC1 прямой (угол поворота), CQ=C1Q, CC1=CA+AC1= a+b. Следовательно, 

CQ =(a + b )/√2. 

Решение 6 (методом координат). Примем прямые  СА и СВ за оси Ох и Оу прямоугольной декартовой системы координат. Найдем коорди​наты х, у точки Q, Она принадлежит биссектрисе угла АСВ (см. решение 4) и равноудалена от точек А (b, 0) и В (0, а). Имеем систему: 
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           x = y
          (x – b)² + y ² = x² + (y – a)²,

[image: image3.wmf]Откуда 2x(b-a) = b² - a².

Если a
[image: image4.wmf]¹

b, то имеем решение x=y = (a + b)/2. 

При, а = b четырехугольник AQBC является квадратом и х = у =а, т. е. 
координаты точки Q удовлетворяют прежнему решению. По формуле                                                                                                       
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расстояния между двумя точками 

      CQ = √x² + y² = √2 ((a + b)/2)² = a + b/√2.
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Решение 7 (векторное). Положим CA = b и CB = а и выразим через эти векторы вектор CQ (рис. 1): 
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CQ = CA + AQ = b + ½(AB + AE) = b + ½(a – b) + ½AE = ½ (a + b) + ½ AE,

Положив AE = αa + βb,   найдем коэффициенты α  и  β  этого разложения, используя  условия 
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, которые  приводят к системе  уравнений:

     (αa + βb) (a – b) = 0,

     (αa + βb)² = (a – b)²/

Поскольку ab = 0, то эта система  эквивалентна  следующей:
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откуда α = b/a  и  β = a/b  и, следовательно, 

AE = b/a a + a/b b, CQ = ½ (a + b) + ½ (b/a a + a/b b) = ½ (a + b/a a + a + b / b b).

Наконец, CQ² = ½ (a + b)², CQ = a + b/√2.

Решение 8 (методом комплексных чисел).

  Введем прямоугольную декартову систему координат так же, как при решении 6. Тогда точки А, B, С будут иметь соответственно комплексные коор​динаты b, ai, О, причем  а = а, b=b.     При пово​роте на 90ºвектор QB переходит в вектор QA. Этому повороту соответствует умножение на комплексное число i. Поэтому имеем равенство : (ai - q)i= b-q, где q - комплексная ко​ордината точки Q. Отсюда q= (a+b)/(1-i). Находим: CQ² = qq = a + b/1-i • a = b/1 + i = ½ (a + b)².

Решение 9 (чисто геометрическое). Опи​шем около квадрата другой квадрат со сторо​ной а+ b. Тогда искомое расстояние, очевидно, равно половине диагонали большего квадрата. 

 
Рассмотрим решения несколькими способа​ми некоторых планиметрических задач из учебного пособия А. В. Погорелова «Геомет​рия 7—11»   (Просвещение,  2006).
§ 4, № 38. Высоты треугольника ABC, про​веденные из вершин А и С, пересекаются в точке М.  Найдите
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=70°, [image: image11.png]£.C



=80° (рис. 1).
Решение этой задачи дало возможность по​вторить, закрепить и расширить знания уча​щихся об углах: свойства вертикальных углов, свойства смежных углов, сумма углов тре​угольника, свойства углов прямоугольного тре​угольника, свойства внешнего угла треуголь​ника, сумма внутренних углов выпуклого че​тырехугольника.
I
способ. Из прямоугольных треугольников АКС и AMС следует, что [image: image12.png]


=90°-70° = 20°,  
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=90°—80° =10°,   а   тогда [image: image14.png]


 = 180°—(20+10°) = 150°.
II
способ. Вычислив[image: image15.png]


=180°—(80°+70°)=30°, определим 
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=900—30°=60°, затем 
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=90°—600 = 300 , который является смежным с искомым углом АМС.
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Рис 1                         рис 2

III
способ. Вычислив 
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, неко​торые учащиеся пытались из четырехугольника BKMN   найти.
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, который   является вертикальным для искомого. Этот путь потре​бовал дополнительных знаний, т. е. возникла возможность расширить теоретический багаж учащихся. И мы, воспользовавшись этим, пред​ложили им доказать самостоятельно теорему: «Во всяком выпуклом четырехугольнике сум​ма всех внутренних углов равна 360°». Про​ведя диагональ KN в четырехугольнике BKMN, установили, что сумма внутренних углов четы​рехугольника равна сумме внутренних углов двух получившихся треугольников BKN и MKN. Воспользовавшись этой теоремой и тем, что 
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,   учащиеся   нашли 
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Таким образом, при решении задач несколь​кими способами учащиеся не только глубоко закрепляют знания изученного теоретического материала, но и расширяют свои знания, зна​комятся с различными методами математиче​ских рассуждений.
§ 4, № 39. В треугольнике ABC медиана BD равна половине стороны АС. Найдите угол В треугольника (рис. 2).
I
способ. Введем обозначения:[image: image23.png]


DAB —а, 
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Когда у учащихся увеличится запас теоре​тических знаний, полезно вернуться к неко​торым из рассмотренных задач, чтобы решить их уже на основе вновь изученного мате​риала.
II
способ (при изучении § 5). Вокруг треугольника АВС опишем окружность с центром в точ​ке D и радиусом DB, тогда 
[image: image31.wmf]=
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90° как вписанный, стороны которого проходят через
концы диаметра АС.

III способ (при изучении § 6). Обозначив  
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ABC через точ​ку D средние   линии   DN   и   DK,   получим [image: image35.png]
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DCK=[image: image37.png]
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DBK. Развернутый угол  с 

вершиной D равен
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§ 7, № 28. Найдите радиус r вписанной и радиус R описанной окружностей для равно​бедренного треугольника с основанием 10 см и боковой стороной 13 см.
На предыдущем уроке учащимся было дано задание повторить теоремы о центрах вписан​ной и описанной окружностей, а также пред​ложено выполнять дома построения произ​вольных треугольников и вписывать в них и описывать около них окружности, обосновы​вая шаги построения.
Для нахождения R и r будем пользоваться рис. 3 и 4 соответственно.
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I
способ.   Из   треугольника 
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ВОС находим по теореме Пифагора BD=
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[image: image45.wmf]
[image: image46.wmf]D

ОDC по теореме Пифагора OD =
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01 — центр  вписанной   окружности,   O1D = O1N=r.   Так   как 
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NO1C, то DC= CN   и   BN= 13—5 = 8  (см), а  BO1 =12 — r.   Из 
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BO1N по  теореме   Пифагора O1N2=BO12-BN2,   т.   е.   r2 = (12-r)2-82, откуда r=10/3 см.
II способ. Пусть 
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DBC имеем:  sin
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BO1N  следует, что O1N=BO1 • sin
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III  способ   (при   изучении   преобразования подобия).    Из   подобия   треугольников   OBK и  CBD  имеем:
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Так как 
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IV способ. Продолжив BD до пересечения с описанной окружностью, получим прямо-угольный   треугольник   ВСЕ,   откуда BC2=BD•BE и R=169/24 см
Для нахождения радиуса r этим способом учащиеся предварительно на занятии матема​тического   кружка   по   теме   «Преобразование подобия и его свойства» познакомились с за​висимостью между касательной и секущей, проведенными из одной точки к окружности. Используя эту зависимость, имеем: ВМ2 =BM∙BD, т. е. 
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V способ   Если 
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VI способ. Решению задачи этим спосо​бом предшествовало задание разобрать реше​ния демонстрационной задачи (37) на с. 124 учебного пособия (для нахождения R) и де​монстрационной задачи (10) на с. 150 (для нахождения r). Используя свойства двух пе​ресекающихся хорд АС и BE окружности, уча​щиеся записали: AD∙DC=BD∙DE, т. е. 
52 = 12∙(2R-12),[image: image85.png]orciona R= %6-5 oM.




Используя свойство биссектрисы СО1 тре​угольника BDC, имеем 
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VII способ.   Вычислив 
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, найдем   R
и r по формулам  R=
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 и r=
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, где а, b,  c—стороны треугольника, S - его площадь.
§ 8, № 43 (2). Составьте уравнение прямой, проходящей через две точки с координатами 
(4, — 1) и (—6, 2)  (рис. 5).
Задачи из § 8 учебного пособия помогают учащимся осознать и глубоко понять коорди​натный метод в геометрии и формируют твер​дые практические навыки построения фигуры по заданным уравнениям и составления урав​нений по заданным фигурам на плоскости.
I
способ аналогичен предложенному в учебном пособии по решению демонстрационной задачи (47) на с. 104.
II
способ. Подставив координаты задан​ных точек в уравнение прямой y = kx+q, по​
лучим систему:
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 решив которую, найдем k = —0,3, q=0,2 и по​лучим уравнение Зх+10у=2 искомой прямой.
III способ. В форме подсказки учащимся было предложено построить искомую прямую по двум заданным точкам А(—6; 2) и В(4; —1). Записав уравнение прямой в виде y=kx+q получим точки пересечения прямой с осями координат 
[image: image94.wmf])
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.На построенной прямой выберем произвольную точку С(x;y). Из графика (рис. 5) учащиеся наглядно    установили,    что q>0, k<0 и 
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Так как 
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Из подобия треугольников AA1M и CC1M имеем 
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 или y=
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Хотя это решение несколько громоздко, но оно полезно для привития навыков использо​вания координатной плоскости.
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§ 10, № 53. Даны четыре точки: A(1; 1), B (2; 3), С(0;4), D(— 1; 2). Докажите, что четырехугольник ABCD — прямоугольник (рис. 6).
I   способ.   Нанеся заданные точки на ко​ординатную     плоскость,     получим     векторы 
[image: image107.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image108.wmf])
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, следовательно, ABCD -параллелограмм,   так   как 
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и точка А  не совпадает с точкой D. Вычислив    координаты    вектора 
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,
следовательно, ABCD — прямоугольник, так как AB
[image: image112.wmf]^

AD.
II способ. После того как установлено, что ABCD— параллелограмм, вычислим дли​ны диагоналей:
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Таким образом доказано, что ABCD— прямо​угольник.
III   способ.   Вычислив длины диагоналей
[image: image115.png]AC=BD=V 10



 и  координаты  середины  от​резков А С и BD
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получим, что ABCD — прямоугольник. А так как 
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, то
ABCD — квадрат.
Решение данной задачи несколькими спосо​бами позволило учащимся повторить призна​ки и свойства параллелограмма, прямоуголь​ника и квадрата, оперировать с векторами, находить длины отрезков по их координатам и координаты середины отрезков.
§ 11, № 8. Даны стороны треугольника а, b, c. Найдите медианы[image: image121.png]Mg, Mp, M,



 проведенные
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к этим сторонам.
Сложив полученные равенства, найдем
I способ. Из[image: image123.png]


АВО и[image: image124.png]


ВОС (рис. 7), по теореме косинусов, имеем:
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II способ. Введем векторы 
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(рис.  8).   Используя правила действий над векторами, запишем

[image: image131.wmf]b

c

a

m

c

a

b

r

r

r

r

r

r

=

-

=

+

2

; возведя оба равенства в квадрат, получим  
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Сложив их,  получим
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§ 11, № 10. Докажите, что биссектриса угла треугольника делит противоположную сторону на отрезки, пропорциональные прилежащим сторонам.

 I
способ. См. решение демонстрационной задачи (10) на с. 150 учебного пособия.
II
способ. Проведя DK
[image: image137.wmf]AB
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(рис. 9) получим равнобедренный[image: image138.png]


BDK, так как
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. Из подобия треугольников ABC и DKC следует, что


[image: image140.wmf]KC

BK

KC

DK

BC

AB

=

=

, но 
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; следовательно, 
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III  способ.  Построим [image: image145.png]CK\BD



 и  продолжим АВ до пересечения с СК (рис. 10). Ис​пользуя свойства углов, образованных при пересечении двух параллельных прямых секу​щей, докажем, что[image: image146.png]


ВКС— равнобедренный. Так как стороны угла BKC пересечены двумя параллельными прямыми BD и КС, то
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 EMBED Equation.3  [image: image148.wmf]DC
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, или 
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[image: image151.wmf]
При решении задачи II и III способами бы​ли повторены: свойства углов, образованных двумя параллельными прямыми и секущей, свойства равнобедренного треугольника, обоб​щенная теорема Фалеса, свойства преобразо​вания подобия.
§ 12, № 18. У правильного треугольника ра​диус вписанной окружности в два раза мень​ше радиуса описанной окружности. Докажите.

I
способ. Так как у правильного треуголь​ника биссектрисы являются одновременно серединными перпендикулярами сторон и ме​дианами, то центр вписанной окружности сов​падает с центром описанной окружности, а медианы в точке пересечения делятся в от​ношении 1:2, то R=2r
II
способ. В равнобедренном треугольнике АОС (рис. 11) 
[image: image152.wmf]0
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, как цен​тральный угол, опирающийся на дугу в 120°.Высота OD является одновременно и биссек​трисой, поэтому 
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. Следовательно, OC=2OD, т.е. R=2r.

III способ. Если продлить отрезок OD до пересечения с описанной окружностью в точ​ке С, то получим равносторонний треугольник ОКС со стороной R, у которого высота CD од​новременно является и медианой. Следова​тельно, _OK=2OD, т. е. R = 2r.
IV способ. В ABDC биссектриса СО де​лит сторону BD в отношении:
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следовательно, R = 2r.
Рассмотрим следующую задачу. Хорда, перпендикуляр​ная радиусу и проходящая через его середи​ну, равна стороне правильного вписанного треугольника. Докажите.
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§ 13, № 41. Найдите площадь трапеции, у ко​торой параллельные стороны 60 см и 20 см, а непараллельные—13 см и 37 см  (рис. 12). 
По числовым данным условия задачи пред​положим существование другого вида трапе​ции {рис. 13), где 
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CKD должно  выполняться  соотношение
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 EMBED Equation.3  [image: image163.wmf]2
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,что неверно. Следовательно, углы 
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 должны быть острыми, а точка N должна принадлежать отрезку KD. Можно это доказать и по-другому, на осно​вании   соотношений   между   сторонами  треугольника и  противолежащими  им  углами в [image: image165.png]


 CKD.
Решение задачи сводится к нахождению вы​соты трапеции CN.
 I
способ. Проведя 
[image: image166.wmf]AB
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, вычислим пло​щадь[image: image167.png]


CKD по формуле Герона, затем най​дем высоту 
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II
способ.   Обозначим 
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и  из [image: image171.png]


 CKD, по теореме косинусов, найдем а, CN=CKsin
[image: image172.wmf]a


III
способ.   В[image: image173.png]


CKN  обозначим   KN=x, тогда   ND = 40—х.   Из   уравнения 

132-x2=372-(40-x)2. Найдем х, а затем CN.
IV
способ. Продолжив AВ и CD до вза​имного пересечения, получим [image: image174.png]


AOD, подоб​ный [image: image175.png]


ВОС.  Так  как 
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. По формуле   Герона  найдем  
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§ 13, № 42. В равнобокой трапеции большее основание равно 44 м, боковая сторона 17 м и диагональ 39 м. Найдите площадь трапеции (рис. 14).
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I
способ. Из[image: image182.png]


ACD по формуле  Герона найдем  
[image: image183.wmf]ACD
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,     а   затем   высоту   СK.    Из
[image: image184.png]


АСК по теореме Пифагора найдем отрезок АК,  который  равен  средней линии трапеции.
II
способ. Пусть [image: image185.png]


 Тогда, ис​пользуя теорему косинусов для[image: image186.png]


ACD, вычис​лим [image: image187.png]cosa



 и 
[image: image188.wmf]a
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 ,затем    из[image: image189.png]


АСК найдем АК и СК.
III
способ. Обозначим АК = х, тогда KD = 44—х. Из треугольников АСК и CKD по теореме  Пифагора   имеем AC2-AK2=CD2-KD2, или 392-x2=172-(44-x)2, где х — АК равен   средней   линии   трапеции.   Высота   СК  легко вычисляется по теореме Пифагора.

IV
способ. Пусть ВС — х. Выполним параллельный перенос диагонали BD на вектор 
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. Тогда из ACNK следует CK2=CN2-KN2,а из[image: image191.png]


CKD имеем: CK2=CD2-KD2; 
следовательно, CN2-NK2=CD2-KD2, т.е. 
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Вычислив ВС, легко найдем СК.

V способ. Обозначим[image: image194.png]


Используя теорему косинусов для [image: image195.png]


ACD, вычислим cos
[image: image196.wmf]a

, затем sin
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. Докажем,  что
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Покажем решение задачи №516 из учебника С. Атанасяна и др. «Геометрия, 7-9», решенную 7 способами.
В треугольнике ABC ВС = 34 см. Перпендикуляр MN, проведенный из середины ВС к прямой АС, делит сторону АС на отрезки AN = 25 см и NC = 15 см. Найдите площадь треугольника ABC.
Решение. Способ I (рис 15)

1.
М  - середина ВС, тогда ВМ = МС, МС =17.
2. MN
[image: image200.wmf]AC

^

, тогда треугольник MNC — прямо​угольный, значит, по теореме Пифагора находим
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3. 
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 общий угол треугольников ABC и MNC, поэтому
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  По условию АС = AN + NC = 40, получаем 
[image: image206.wmf]40
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Способ II (рис 16). 1. Проведем ВК || АС и продолжим NM до пересечения с BK. Имеем:
[image: image208.wmf]AC
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, тог​да прямая MN перпендикулярна ВК.

2. треугольники ВНМ и CNM рав​ны по гипотенузе и острому углу, тогда MH=MH, но MN = 8, тогда MH=8и NH =16.
3. BF — высота треугольника ABC, BF=NH=16 как расстояния между параллельными прямыми.
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Способ III (рис 17).
1. BF — высота треугольни​ка ABC, тогда, имеем:
BF
[image: image210.wmf]значит

AC

MN

AC

,

,

^

^



 EMBED Equation.3  [image: image211.wmf]MN
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2. BM=MC, BF
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, значит CN=NF=15 (по теореме Фалеса)
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3. Треугольник BFC – прямоугольный, тогда 
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Способ IV(рис 18).
1. Достроим тре​угольник ABC до параллелограмма АСРВ. Имеем:
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       2. MN = 8;

      3. Треугольники ВНМ    и CNM равны,  тогда MH= 8 и HN = 16.
      4. 
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Способ V(рис 19).
1. BF — высота
[image: image219.wmf]ABC
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, тог​да[image: image220.png]



2. Проведем 
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3. Имеем:
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, значит, ME
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4. ME
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, BC— секущая, значит, 
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 (как соответственные углы).
5.
Треугольники ВЕМ и MNC — прямоугольные,

они равны по гипотенузе и острому углу, 
тогда BE = MN = 8.
6. MEFN — прямоугольник, 

Тогда EF=MN=8 
7. BF = BE + EF = 16.
8. 
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Способ VI(рис 20).
1.BF— высота, тогда  BF 
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[image: image230.wmf]MNC
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 - прямоугольный.

3. Треугольники MNC и BFC подобны по первому признаку подобия, тогда
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Способ VII(рис 21)
1. 1. Введем прямоуголь​ную систему координат так, чтобы F(0; 0), ось Ох проведем через FC, ось Оу через FB.
2. B(0; у), тогда BF=y;
3. ВМЕ и MCN равны и MEFN – прямоугольник, тогда
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 MN=8, тогда  
[image: image235.wmf]2

y

=8 и у=16, т.е. BF=16

4.
[image: image236.wmf]2

320

2

1

см

BF

AC

S

ABC

=

×

=

.
Решение задач различными способами – подготовительный этап восприятия школьниками эстетической стороны планиметрических задач. Систематическая и планомерная  работа учителя в привитии учащимся навыков в отыскании различных способов решения задач способствует развитию приемов логического поиска, который, в свою очередь, развивает исследовательские способности учащихся. Школьники учатся самостоятельно находить более простые (а значит, более красивые) решения задач, начинают видеть взаимосвязь всех частей математики, а значит, и красоту этой науки.
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