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Дед Гаусса был бедным крестьянином, отец — садовником, каменщиком, смотрителем каналов в герцогстве Брауншвейг. Уже в двухлетнем возрасте мальчик показал себя вундеркиндом. В три года он умел читать и писать, даже исправлял счётные ошибки отца. Согласно легенде, школьный учитель математики, чтобы занять детей на долгое время, предложил им сосчитать сумму чисел от 1 до 100. Юный Гаусс заметил, что попарные суммы с противоположных концов одинаковы: 1+100=101, 2+99=101 и т. д., и мгновенно получил результат 50×101=5050.                                                                                                              До самой старости он привык большую часть вычислений производить в уме. С учителем ему повезло: М. Бартельс (впоследствии учитель Лобачевского) оценил исключительный талант юного Гаусса и сумел выхлопотать ему стипендию от герцога Брауншвейгского. Это помогло Гауссу закончить колледж Collegium Carolinum в Брауншвейге (1792—1795). Свободно владея множеством языков, Гаусс некоторое время колебался в выборе между филологией и математикой, но предпочёл последнюю. Он очень любил латинский язык и значительную часть своих трудов написал на латыни; любил английскую, французскую и русскую литературу. В возрасте 62 года Гаусс начал изучать русский язык, чтобы ознакомиться с трудами Лобачевского, и вполне преуспел в этом деле. В колледже Гаусс изучил труды Ньютона, Эйлера, Лагранжа. Уже там он сделал несколько открытий в высшей арифметике, в том числе доказал закон взаимности квадратичных вычетов. Лежандр, правда, открыл этот важнейший закон раньше, но строго доказать не сумел; Эйлеру это также не удалось. Кроме этого, Гаусс создал «метод наименьших квадратов» (тоже независимо открытый Лежандром) и начал исследования в области «нормального распределения ошибок».                                                                                     Квадратичный закон взаимности — ряд утверждений, касающихся разрешимости квадратичного сравнения по модулю простого числа.                                                                 Простейшим проявлением закона взаимности является следующий факт, известный ещё Ферма: Простыми делителями чисел x2 + 1 могут быть лишь число 2 и простые числа, принадлежащие арифметической прогрессии 4k + 1. Другими словами, сравнение


по простому модулю p > 2 разрешимо в том и только в том случае, когда [image: image1.png]


С помощью символа Лежандра, последнее утверждение может быть выражено следующим образом:

[image: image2.png]



В общем случае, вопрос о разрешимости сравнения

[image: image3.png](mod p)




решается с помощью закона взаимности Гаусса:

[image: image4.png]



где р и q — различные нечётные простые числа, а также двух дополнений к этому закону
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История
Формулировка квадратичного закона взаимности была известна ещё Эйлеру и Лежандру, однако первое доказательство было получено только Гауссом, который впоследствии дал несколько его доказательств, основанных на совершенно различных идеях.                                   
 С 1795 по 1798 год Гаусс учился в Гёттингенском университете. Это наиболее плодотворный период в жизни Гаусса.                                                                                      1796: Гаусс доказал возможность построения с помощью циркуля и линейки правильного семнадцатиугольника. Более того, он разрешил проблему построения правильных многоугольников до конца и нашёл критерий возможности построения правильного n-угольника с помощью циркуля и линейки: если n — простое число, то оно должно быть вида [image: image7.png]


(числом Ферма). Этим открытием Гаусс очень дорожил и завещал изобразить на его могиле правильный 17-угольник, вписанный в круг.                                 С 1796 года Гаусс ведёт краткий дневник своих открытий. Многое он, подобно Ньютону, не публиковал, хотя это были результаты исключительной важности (эллиптические функции, неевклидова геометрия и др.). Своим друзьям он пояснял, что публикует только те результаты, которыми доволен и считает завершёнными. Многие отложенные или заброшенные им идеи позже воскресли в трудах Абеля, Якоби, Коши, Лобачевского и др. Кватернионы он тоже открыл за 30 лет до Гамильтона (назвав их «мутациями»).  Все многочисленные опубликованные труды Гаусса содержат значительные результаты,  сырых и проходных работ не было ни одной.                                                                            1798:  закончен шедевр «Арифметические исследования» ( лат. Disquisitiones Arithmeticae), напечатана только в 1801 году.                                                                                                                     В этом труде подробно излагается теория  сравнений в современных (введенных им) обозначениях, решаются сравнения произвольного порядка, глубоко исследуются квадратичные формы, комплексные корни из единицы используются для построения правильных n-угольников, изложены свойства квадратичных вычетов, приведено его доказательство квадратичного закона взаимности и т. д.  Гаусс любил говорить, что математика — царица наук, а теория чисел — царица математики.                                   
 1798—1816 годы
Памятник Гауссу в Брауншвейге с изображенной на нём 17-лучевой звездой 




В 1798 году Гаусс вернулся в Брауншвейг и жил там до 1807 года.  Герцог продолжал опекать молодого гения. Он оплатил печать его докторской диссертации (1799) и пожаловал неплохую стипендию. В своей докторской Гаусс впервые доказал основную теорему алгебры. До Гаусса было много попыток это доказать, наиболее близко к цели подошёл Д' Аламбер. Гаусс неоднократно возвращался к этой теореме и дал 4 различных доказательства её. С 1799 года Гаусс — приват-доцент Брауншвейгского университета. 1801: избирается членом-корреспондентом Петербургской Академии наук. После 1801 года Гаусс, не порывая с теорией чисел, расширил круг своих интересов, включив в него и естественные науки. Катализатором послужило открытие малой планеты Церера (1801), вскоре после наблюдений потерянной. 24-летний Гаусс проделал (за несколько часов) сложнейшие вычисления по новому, открытому им же методу, и указал место, где искать беглянку; там она, к общему восторгу, и была вскоре обнаружена. Слава Гаусса становится общеевропейской. Многие научные общества Европы избирают Гаусса своим членом, герцог увеличивает пособие, а интерес Гаусса к астрономии ещё более возрастает.                                                                1805: Гаусс женился на Иоганне Остгоф. У них было трое детей.                                               1806: от раны, полученной на войне с Наполеоном, умирает его великодушный покровитель-герцог. Несколько стран наперебой приглашают Гаусса на службу (в том числе в Петербург). По рекомендации Александра фон Гумбольдта Гаусса назначают профессором в Гёттингене и директором Гёттингенской обсерватории. Эту должность он занимал до самой смерти.                                                                                                                    1807: наполеоновские войска занимают Гёттинген. Все граждане облагаются контрибуцией, в том числе огромную сумму — 2000 франков — требуется заплатить Гауссу. Ольберс и Лаплас тут же приходят ему на помощь, но Гаусс отклонил их деньги; тогда неизвестный из Франкфурта прислал ему 1000 гульденов, и этот дар пришлось принять. Только много позднее узнали, что неизвестным был курфюрст Майнцский, друг Гёте.                                                                                                                                                   1809: новый шедевр, «Теория движения небесных тел». Изложена каноническая теория учёта возмущений орбит. Как раз в четвёртую годовщину свадьбы умирает Иоганна, вскоре после рождения третьего ребёнка. В Германии разруха и анархия. Это самые тяжёлые годы для Гаусса.                                                                                                                       1810: новая женитьба, на Минне Вальдек, подруге Иоганны. Число детей Гаусса вскоре увеличивается до шести.                                                                                                                       1810: новые почести. Гаусс получает премию Парижской академии наук и золотую медаль Лондонского королевского общества.                                                                                                      1811: появляется новая комета. Гаусс быстро и очень точно рассчитывает её орбиту. Начинает работу над комплексным анализом, открывает (но не публикует) теорему, позже переоткрытую Коши и Вейерштрассом: интеграл от аналитической функции по замкнутому контуру равен нулю.                                                                                                   1812: исследование гипергеометрического ряда, обобщающего разложение практически всех известных тогда функций. Знаменитую комету «пожара Москвы» (1812) всюду наблюдают, пользуясь вычислениями Гаусса.                                                                                   1815: публикует первое строгое доказательство основной теоремы алгебры.                           1816—1855 годы                                                                                                                                           1821: в связи с работами по геодезии Гаусс начинает исторический цикл работ по теории поверхностей. В науку входит «гауссова кривизна».                                                                                                 Положено начало дифференциальной геометрии. Именно результаты Гаусса вдохновили Римана на его классическую диссертацию о «римановой геометрии».                                 
Связанные определения
· Если при конформном отображении сохраняется ориентация, то говорят о конформном отображении первого рода; если же она меняется на противоположную, то говорят о конформном отображении второго рода либо антиконформном отображении . 

· Две метрики [image: image9.png]


на гладком многообразии M называются конформноэквивалентными если существует гладкая функция [image: image10.png]


такая что [image: image11.png]


. В этом случае тождественное отображение на M индуцирует конформное отображение [image: image12.png]


. 

Свойства






             Пример конформного отображения. Видно, что перпендикулярность сохраняется.

· Конформное отображение сохраняет форму бесконечно малых фигур; 

· Конформное отображение сохраняет углы между кривыми в точках их пересечения (свойство сохранения углов). 

· Это свойство можно также взять за определение конформного отображения. 

· Теорема Лиувилля: Всякое конформное отображение области евклидова пространства [image: image15.png]


при [image: image16.png]n = o



можно представить в виде конечного числа суперпозиций — изометрий и инверсий. 

· Кривизна Вейля сохраняется при конформном отображении, т.е. если [image: image17.png]


и g - конформноэквивалентные метрики, то
    [image: image18.png]W(X,Y)Z=W(X,Y)Z,




где [image: image19.png]=i



и W обозначают тензоры Вейля для [image: image20.png]


и g соответственно. 

· Для конформно-эквивалентых метрик [image: image21.png]



· Связности связаны следующей формулой:
   [image: image22.png]ViV = ViV + (XY + (Y2 X — g(X,Y)V2)



 

· Кривизны связаны следующей формулой:
    [image: image23.png]



    [image: image24.png]—Hessy (X, X) — Hess, (Y,Y) — |V |* + (Y2)?




если g(X,X) = g(Y,Y) = 1,g(X,Y) = 0,Xψ = 0 а Hessψ обозначает Гессиан функции ψ. 

· Формулу для секционных кривизн можно записать в следуцем виде:
    [image: image25.png]Kxy = f*Kxy — f[Hessf(X,X) + Hess¢(Y,Y)] — |V f|*,




где f = e − ψ. 

· При вычислении скалярной кривизны n-мерного риманова многообразия, удобнее записывать конформный фактор в виде [image: image26.png]§=un-2g



. В этом случае 

[image: image27.png]



Примеры
· Простейший пример — преобразования подобия, ими исчерпываются все конформные отображения всего евклидова пространства на себя. 

· Инверсия — конформное отображение второго рода; 

· Любая голоморфная функция, обратная к которой также голоморфна, определяет конформное отображение первого рода соответствующей области комплексной плоскости; 

· Стереографическая проекция. 

История
Исследованием  конформных отображений занимались  Л. Эйлер,  Б. Риман,  К. Гаусс,  А. Пуанкаре, К.  Каратеодори,  Н. Е. Жуковский,  С. А. Чаплыгин.                                                              

1824:  избирается иностранным членом Петербургской Академии наук.                                     1825:  открывает гауссовы комплексные целые числа, строит для них теорию делимости и сравнений. Успешно  применяет их для решения сравнений высоких степеней.                                                                                                        1831:  умирает вторая жена,  у Гаусса начинается тяжелейшая бессонница. В Геттинген приезжает приглашённый по инициативе Гаусса 27-летний талантливый физик Вильгельм Вебер,  с которым Гаусс познакомился в 1828 году, в гостях у Гумбольдта. Оба энтузиаста науки сдружились, несмотря на разницу в возрасте, и начинают цикл исследований электромагнетизма.  1832:  «Теория биквадратичных  вычетов». С помощью тех же целых комплексных гауссовых чисел доказываются важные арифметические теоремы не только для комплексных, но и для вещественных чисел. Здесь же он приводит геометрическую интерпретацию комплексных чисел, которая с этого момента становится общепринятой.  1833: Гаусс изобретает электрический телеграф и (вместе с Вебером) строит его действующую модель.                                                                                                                      1837: Вебера увольняют за отказ принести присягу новому королю Ганновера. Гаусс вновь остался в одиночестве.                                                                                                                   1839: 62-летний Гаусс овладевает русским языком и в письмах в Петербургскую Академию,  просил прислать ему русские журналы и книги, в частности «Капитанскую дочку» Пушкина. Предполагают, что это связано с работами Лобачевского. В 1842 году по рекомендации Гаусса Лобачевский избирается иностранным членом-корреспондентом Геттингенского королевского общества.                                                                                       Умер Гаусс 23 февраля 1855 года в Гёттингене.                                                                     Современники вспоминают Гаусса как жизнерадостного, дружелюбного человека, с отличным чувством юмора.                                                                                                               В честь Гаусса названы:

· кратер на Луне; 

· малая планета № 1001 (Gaussia); 

· единица измерения магнитной индукции в системе СГС; 

· вулкан Гауссберг в Антарктиде. 

Научная деятельность
С именем Гаусса связаны фундаментальные исследования почти во всех основных областях математики:  алгебре, дифференциальной и неевклидовой геометрии, в математическом анализе, теории функций комплексного переменного, теории вероятностей, а также в астрономии, геодезии и механике. «В каждой области глубина проникновения в материал, смелость мысли и значительность результата были поражающими. Гаусса называли «королем математиков». Основная теорема алгебры утверждает, что

	Всякий отличный от константы многочлен с комплексными коэффициентами имеет корень в поле комплексных чисел.


Эквивалентная формулировка теоремы следующая:

	Поле комплексных чисел алгебраически замкнуто.


Следствие
Немедленным следствием из теоремы является то, что любой многочлен степени n над полем комплексных чисел имеет в нём ровно n корней, с учётом кратности корней.   Доказательство. У многочлена f(x) есть корень a, значит, по теореме Безу, он представим в виде (x − a)g(x), где g(x) — другой многочлен. Применим теорему к g(x) и будем применять её таким же образом до тех пор, пока на месте g(x) не окажется линейный множитель. На самом деле существует еще несколько прямых следствий.

Доказательство
Самое простое доказательство этой теоремы даётся методами комплексного анализа. Используется тот факт, что функция, аналитическая на всей комплексной плоскости и не имеющая особенностей на бесконечности, есть константа. Посему, функция, обратная многочлену должна иметь хоть один полюс на комплексной плоскости, а, соответственно, многочлен имеет хоть один корень.   Несколько студентов, учеников Гаусса, стали выдающимися математиками, например: Риман, Дедекинд, Бессель, Мёбиус.                                                                                        Алгебра                                                                                                                                                          Гаусс дал первые строгие, даже по современным критериям, доказательства основной теоремы алгебры.                                                                                                                                             Он открыл кольцо целых комплексных гауссовых чисел, создал для них теорию делимости и с их помощью решил немало алгебраических проблем. Указал знакомую теперь всем геометрическую модель комплексных чисел и действий с ними.                                                                                                               Гауссовы целые числа (гауссовы числа, целые комплексные числа) — это комплексные числа, у которых как вещественная, так и мнимая часть — целые числа. Введены Гауссом в 1825 году.                                                                                                          Определение и операции                                                                                                      Формальное определение:

[image: image28.png]


. 







Решётка гауссовых чисел на комплексной плоскости

Относительно обычных для комплексных чисел операций сложения и умножения гауссовы целые числа образуют область целостности, которую обозначают Z[i]. Расширить её до упорядоченного кольца невозможно.                                                                Каждое гауссово число z = a + bi удовлетворяет квадратному уравнению с целыми коэффициентами:

(z − a)2 + b2 = 0. 

Поэтому гауссово число есть алгебраическое число. Из этого же уравнения видно, что гауссово число есть целое алгебраическое число.                                                                      Определим норму для гауссова числа a + bi:

[image: image31.png]® +b* = (a+bi)(a+ bi)




Очевидно, норма равна нулю только для нуля. В остальных случаях норма — положительное число.                                                                                                                           Норма обладает важным свойством мультипликативности:

[image: image32.png]



Отсюда сразу следует, что обратимыми элементами кольца (делителями единицы) являются те элементы, у которых норма равна 1, то есть { 1; −1; i; −i }.  Два гауссовых числа называются ассоциированными, если одно получается из другого умножением на делитель единицы. Ясно, что ассоциированность — отношение эквивалентности.                                                                                                                                  Теория делимости                                                                                                                          Понятие деления нацело, делителя и простого числа определяется обычным образом. Очевидно, если гауссово число u нацело делится на гауссово число v, то и норма N(u) (в силу мультипликативности) делится нацело на N(v).                                                                         Имеет место аналог основной теоремы арифметики: каждое гауссово число разлагается на простые множители, причём это разложение однозначно с точностью до порядка и ассоциированности множителей.                                                                                                       Однако натуральное простое число может не быть гауссовым простым числом. Например, числа 2 и 5 в Z[i] уже не простые:

2 = (1 + i)(1 − i); 5 = (2 + i)(2 − i) 







Распределение гауссовых простых чисел на комплексной плоскости                                      Критерий Гаусса. Гауссово число a + bi является простым тогда и только тогда, когда:

· либо одно из чисел a, b нулевое, а другое — целое простое число вида [image: image35.png]


; 

· либо a, b оба не нули и норма a2 + b2 — простое натуральное число. 

Отсюда видно, что никакое простое натуральное число вида 4n + 1 не может быть простым гауссовым числом. Простые натуральные числа вида 4n + 3 являются и простыми гауссовыми числами.                                                                                                   Приведём ещё несколько теорем о делимости гауссовых чисел.

1. Каждое простое гауссово число является делителем одного и только одного простого натурального числа. 

2. Простое натуральное число вида 4n + 1 можно представить как произведение сопряжённых простых гауссовых чисел. 

Теория сравнений
В кольце Z[i] можно определить деление с остатком (на любое ненулевое гауссово число), потребовав, чтобы норма остатка была меньше нормы делителя. Несложно показать, что в качестве частного от деления с остатком можно взять гауссово число, ближайшее к частному от обычного деления комплексных чисел. Кольцо гауссовых чисел является евклидовым, и в нём всегда можно определить наибольший общий делитель.                          Понятие сравнения по модулю определяется аналогично тому, как это делается для целых чисел. Кольцо вычетов по модулю a + bi имеет a2 + b2 элементов, то есть его порядок совпадает с нормой порождающего числа.                                                                                       Любое гауссово число сравнимо по любому модулю с некоторым натуральным числом. Необходимо отметить, что условие «норма остатка меньше нормы делителя» недостаточно для того, чтобы гарантировать однозначность остатка от деления нацело. В Z[i], в отличие от Z, остаток неоднозначен. Разделим, например, 7 + 2i на 3 - i:

7 + 2i = (3 − i)(2 + i) + i = (3 − i)(1 + i) + 3 
Можно гарантировать только то, что все остатки попадают в один класс вычетов по модулю делителя. Комплексное число
Комплексные чи́сла — расширение множества вещественных чисел, обычно обозначается [image: image36.png]


. Любое комплексное число может быть представлено как формальная сумма x + iy, где x и y — вещественные числа, i — мнимая единица, то есть число, удовлетворяющее уравнению i2 = − 1.  Комплексные числа образуют алгебраически замкнутое поле — это означает, что многочлен степени n с комплексными коэффициентами имеет ровно n комплексных корней, то есть верна основная теорема алгебры. Это одна из основных причин широкого применения комплексных чисел в математических исследованиях. Кроме того, применение комплексных чисел позволяет удобно и компактно сформулировать многие математические модели, применяемые в математической физике и в естественных науках — гидродинамике, картографии, квантовой механике, теории колебаний и многих других.

Определения                                                                                                                          Поле комплексных чисел можно понимать как расширение поля вещественных чисел, в котором многочлен z2 + 1 имеет корень. Следующие две элементарные модели показывают, что непротиворечивое построение такой системы чисел возможно. Оба приведенных определения приводят к изоморфным расширениям поля вещественных чисел [image: image37.png]


, как и любые другие конструкции поля разложения многочлена x2 + 1.            Стандартная модель                                                                                                   Формально, комплексное число z — это упорядоченная пара вещественных чисел (x,y) с введёнными на них следующим образом операциями сложения и умножения:

· [image: image38.png]



· [image: image39.png]).




Вещественные числа представлены в этой модели парами вида (x,0), причём операции с такими парами согласованы с обычными сложением и умножением вещественных чисел. Мнимая единица в такой системе представляется парой [image: image40.png]


.                                        Несложно показать, что определённые выше операции,  имеют те же свойства, что и аналогичные операции с вещественными числами.  Исключением являются только свойства,  связанные с отношением порядка (больше-меньше), потому что расширить порядок вещественных чисел, включив в него все комплексные числа и при этом сохранив обычные свойства порядка, невозможно.                                                                                 Матричная модель                                                                                                                       Комплексные числа можно также определить как семейство вещественных матриц вида

[image: image41.png]



с обычным матричным сложением и умножением. Действительной единице будет соответствовать

[image: image42.png]



, мнимой единице —

[image: image43.png]



Замечания
· Ошибочно определение числа i как единственного числа, удовлетворяющего уравнению i2 = − 1, так как число ( − i) также удовлетворяет этому уравнению. 

· Следует также заметить, что часто используемое выражение [image: image44.png]


не вполне корректно, так как алгебраический корень определяется над множеством неотрицательных чисел. 

Действия над комплексными числами
· Сравнение 

a + bi = c + di означает, что a = c и b = d. 

· Сложение 

(a + bi) + (c + di) = (a + c) + (b + d)i 

· Вычитание 

(a + bi) − (c + di) = (a − c) + (b − d)i 

· Умножение 

(a + bi)(c + di) = ac + bci + adi + bdi2 = (ac − bd) + (bc + ad)i 

· Деление 

[image: image45.png](atbi) _(ac+bd)  (be—ad),
(c+di) \2+d 2+ d?




Связанные определения
Пусть [image: image46.png]


и [image: image47.png]


суть вещественные числа, такие, что комплексное число [image: image48.png]T+ 1y



(обычные обозначения). Тогда

· Числа [image: image49.png]


или [image: image50.png]


и [image: image51.png]


или [image: image52.png]


называются соответственно вещественной (Real) и мнимой (Imaginary) частями z. 

· Если x = 0, то z называется мнимым или чисто мнимым. 

· Число [image: image53.png]22 4 g2




называется модулем числа z. Для вещественного числа модуль совпадает с его абсолютной величиной. Некоторые свойства модуля: 

[image: image54.png]


, причём [image: image55.png]


тогда и только тогда, когда [image: image56.png]



[image: image57.png]21 + 29| < | 21| + |29



(неравенство треугольника) 

[image: image58.png]21 - 29| = 21| - |29




[image: image59.png]21/ 20| = |21|/] 2]




· Угол [image: image60.png]


такой, что: [image: image61.png]COSP = 7



и [image: image62.png]sin



, называется аргументом z. Для комплексного нуля значение аргумента не определено, для ненулевого числа z аргумент определяется с точностью до 2kπ, где k — любое целое число. 

Сопряжённые числа
Если комплексное число z = x + iy, то число [image: image63.png]xTr — 1y



называется сопряжённым (или комплексно сопряжённым) к z.                                                                                                     Переход к сопряжённому числу можно рассматривать как одноместную операцию; перечислим её свойства.

· [image: image64.png]


(сопряжённое к сопряжённому есть исходное) 

· [image: image65.png]



· [image: image66.png]21 2o

Z1 £ 2




· [image: image67.png]



· [image: image68.png]



Обобщение: [image: image69.png]


, где p(z) — произвольный комплексный многочлен.

· [image: image70.png]


(модуль сопряжённого числа такой же, как у исходного) 

· [image: image71.png]Re 2z = H





Представление комплексных чисел
Алгебраическая форма
Запись комплексного числа [image: image72.png]


в виде [image: image73.png]


, [image: image74.png]


, называется алгебраической формой комплексного числа.

Сумма и произведение комплексных чисел может быть вычислена непосредственным суммированием и перемножением таких выражений, с учётом тождества [image: image75.png]


, как обычно раскрывая скобки и приводя подобные, чтобы привести результат тоже к стандартному виду:

[image: image76.png]



[image: image77.png](a+1b)(c+id) = ac+iad+ibe+i°bd = ac+iad+ibe— b

ac—bd)+1i(ad+bc)




Тригонометрическая и показательная формы
Если вещественную x и мнимую y части комплексного числа выразить через модуль [image: image78.png]


и аргумент [image: image79.png]


([image: image80.png]T COs @



, [image: image81.png]


),  то всякое комплексное число z, кроме нуля, можно записать в тригонометрической форме
[image: image82.png]z =r(cosp +isin )



. 

Также,  может быть полезна показательная форма записи комплексных чисел,  тесно связанная с тригонометрической через  формулу Эйлера. 
[image: image83.png]-
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, 

где [image: image84.png]1P



— расширение экспоненты для случая комплексного показателя степени.

Отсюда вытекают следующие широко используемые равенства:

[image: image85.png]



Геометрическое представление






Геометрическое представление комплексного числа







Модуль, аргумент, вещественная и мнимая части

Если на плоскости по оси абсцисс расположить действительную часть, а по оси ординат — мнимую, то комплексному числу будет соответствовать точка с декартовыми координатами x и y (или её радиус-вектор, что то же самое), а модуль и аргумент будут полярными координатами этой точки. Такая плоскость называется комплексной.  Отметим, что для пары комплексных чисел z1 и z2 модуль их разности [image: image90.png]


равен расстоянию между соответствующими точками комплексной плоскости.





Геометрическое представление сопряжённых чисел                                                              Сопряжённые комплексные числа получаются зеркальным отражением друг друга относительно вещественной оси.                                                                                                               В геометрическом представлении сумма комплексных чисел соответствует векторной сумме соответствующих векторов. При перемножении комплексных чисел их модули перемножаются, а аргументы складываются. Если модуль второго сомножителя равен 1, то умножение на него геометрически означает поворот радиус-вектора первого числа на угол, равный аргументу второго числа. Этот факт объясняет широкое использование комплексного представления в теории колебаний.
Формула Муавра                                                                                                                                                               Эта формула позволяет возводить в степень ненулевое комплексное число, представленное в тригонометрической форме. Формула Муавра имеет вид:

[image: image93.png]cosp + 1sin)]” =r"(cosnyp + 1 sin ny)




, 

где r — модуль, а [image: image94.png]


 — аргумент комплексного числа. В современной символике она опубликована Эйлером в 1722 году.

Аналогичная формула применима также и при вычислении корней n-ой степени из ненулевого комплексного числа:

[image: image95.png]A 1/n

= [r(cos(p + 27k) + isin(p + 27k))]




[image: image96.png]_ i (cos PA2E L in M)
n n




[image: image97.png]



Отметим, что корни n-ой степени из комплексного числа всегда существуют, и их количество равно n. Геометрически, как видно из формулы, все эти корни располагаются на одной окружности радиуса [image: image98.png]


, деля её на n равных частей.

История
Впервые, по-видимому, мнимые величины появились в известном труде «Великое искусство, или об алгебраических правилах» Карданов (1545), который счёл их непригодными к употреблению. Пользу мнимых величин, в частности, при решении кубического уравнения, в так называемом неприводимом случае (когда вещественные корни многочлена выражаются через кубические корни из мнимых величин),  впервые оценил Бомбелли ( 1572). Он же дал некоторые простейшие правила действий с комплексными числами.                                                                                                            Выражения вида [image: image99.png]a+ bv—1



, появляющиеся при решении квадратных и кубических уравнений, стали называть «мнимыми» в XVI-XVII веках, однако даже для многих крупных ученых XVII века алгебраическая и геометрическая сущность мнимых величин представлялась неясной. Лейбниц, например, писал: «Дух божий нашел тончайшую отдушину в этом чуде анализа, уроде из мира идей, двойственной сущности, находящейся между бытием и небытием, которую мы называем мнимым корнем из отрицательной единицы».  Долгое время было неясно, все ли операции над комплексными числами приводят к комплексным результатам, или, например, извлечение корня может привести к открытию какого-то нового типа чисел. Задача о выражении корней степени n из данного числа была решена в работах Муавра (1707) и Котса (1722).                                                                          Символ [image: image100.png]


предложил Эйлер (1777, опубл. 1794), взявший для этого первую букву слова imaginarius. Он же распространил все стандартные функции, включая логарифм, на комплексную область. Эйлер также высказал в 1751 году мысль об алгебраической замкнутости поля комплексных чисел. К такому же выводу пришел Д’ Аламбер (1747), но первое строгое доказательство этого факта принадлежит Гауссу (1799). Гаусс и ввёл в широкое употребление термин «комплексное число» в 1831 году, хотя этот термин ранее использовал в том же смысле французский математик Лазар Карно в 1803 году.                                                                                     Геометрическое истолкование комплексных чисел и действий над ними появилось впервые в работе Весселя (англ.), (1799). Первые шаги в этом направлении были сделаны Валлисом (Англия) в 1685 году. Современное геометрическое представление, иногда называемое «диаграммой Аргана», вошло в обиход после опубликования в 1806-м и 1814-м годах работы (Аргана (фр.)), повторявшей независимо выводы Весселя. Арифметическая модель комплексных чисел как пар вещественных чисел была построена Гамильтоном (1837); это доказало непротиворечивость их свойств. Гамильтон предложил и обобщение комплексных чисел — кватернионы, алгебра которых некоммутативна.

Функции комплексного переменного
· Гамма-функция 

· Гиперболические функции 

· Дзета-функция Римана 

· Комплексный анализ 

· Комплексный логарифм 

· Показательная функция 

· Степенная функция 

· W-функция Ламберта 

Гаусс дал классическую теорию сравнений, открыл конечное поле вычетов по простому модулю, глубоко проник в свойства вычетов.                                                                                 
Сравнение по модулю натурального числа — отношение эквивалентности на множестве целых чисел, связанное с делимостью. Оно даёт возможность работать с системой чисел, более простой чем целые числа, в которой значения «зацикливаются» (повторяются) после достижения определенного значения.

В дискретной математике, для сравнений по модулю используется также термин модульная (или модулярная) арифметика.                                                                          Определения.                                                                                                                                        Говорят, что два целых числа a и b сравнимы по модулю натурального числа n, если при делении на n они дают одинаковые остатки.                                                                         Эквивалентные формулировки: a и b сравнимы по модулю n, если их разность a - b делится на n, или если a может быть представлено в виде a = b + kn, где k — некоторое целое число.

· Пример: 32 и −10 сравнимы по модулю 7, так как 32 = 7∙4 + 4, −10 = 7∙(-2) + 4. 

Утверждение «a и b сравнимы по модулю n» записывается в виде:

[image: image101.png]



Свойства
Отношение сравнения является отношением эквивалентности и обладает многими свойствами обычных равенств. Например, их можно складывать и перемножать: если

[image: image102.png]



то

[image: image103.png]



Сравнения, однако, нельзя, вообще говоря, делить друг на друга или на другие числа. Пример: [image: image104.png]14




, однако, сократив на 2, мы получаем ошибочное сравнение: [image: image105.png]


. Правила сокращения для сравнений следующие.

· Можно делить обе части сравнения на число, взаимно простое с модулем: если [image: image106.png]


и НОД[image: image107.png]


, то [image: image108.png]


. 

· Можно одновременно разделить обе части сравнения и модуль на их общий делитель: если [image: image109.png]ac

(mod nc)



, то [image: image110.png]


. 

Нельзя также выполнять операции со сравнениями, если их модули не совпадают.                  Другие свойства:

· Если [image: image111.png](mod my)



и [image: image112.png](mod my)



, то [image: image113.png]


, где m = [m1,m2]. 

· Если [image: image114.png]


, то a, b сравнимы по любому модулю — делителю m. 

Классы вычетов
Множество всех чисел, сравнимых с a по модулю n называется классом вычетов a по модулю n, и обычно обозначается [a]n или [image: image115.png]


. Таким образом, сравнение [image: image116.png]


равносильно равенству классов вычетов [a]n = [b]n.  Поскольку сравнение по модулю n является отношением эквивалентности на множестве целых чисел [image: image117.png]


, то классы вычетов по модулю n представляют собой классы эквивалентности; их количество равно n. Множество всех классов вычетов по модулю n обозначается [image: image118.png]


или [image: image119.png]


.                                                                                                    Операции сложения и умножения на  [image: image120.png]


  индуцируют соответствующие операции на множестве [image: image121.png]


:

[a]n + [b]n = [a + b]n 

[image: image122.png]



Относительно этих операций множество [image: image123.png]


является конечным кольцом, а если n простое — конечным полем.

Решение сравнений
Сравнения первой степени
В теории чисел, криптографии и других областях науки часто возникает задача отыскания решений сравнения первой степени вида:

[image: image124.png]ar





Решение такого сравнения начинается с вычисления НОД(a, m)=d. При этом возможны 2 случая:

· Если b не кратно d, то у сравнения нет решений. 

· Если b кратно d, то у сравнения существует единственное решение по модулю m / d, или, что то же самое, d решений по модулю m. В этом случае в результате сокращения исходного сравнения на d получается сравнение: 

[image: image125.png]by (mod my)





где a1 = a / d, b1 = b / d и m1 = m / d являются целыми числами, причем a1 и m1 взаимно просты. Поэтому число a1 можно обратить по модулю m1, то есть найти такое число c, что [image: image126.png]


(другими словами, [image: image127.png]. (mod m;)




). Теперь решение находится умножением полученного сравнения на c:

[image: image128.png]cay
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Практическое вычисление значения c можно осуществить разными способами: с помощью теоремы Эйлера, алгоритма Евклида, теории цепных дробей (см. алгоритм) и др. В частности, теорема Эйлера позволяет записать значение c в виде:

[image: image129.png]



Сравнения второй степени
Сравнение второй степени сводится к вопросу является данное число квадратичным вычетом по данному модулю. Для определения последнего используется квадратичный закон взаимности.

История
В значительной степени теория делимости и вычетов была создана Эйлером. Сравнения по модулю впервые использовались Гауссом в его книге «Арифметические исследования», 1801 год. Он же предложил утвердившуюся в математике символику для сравнений.
 Поле.

По́лем называется множество F с двумя бинарными операциями + (аддитивная операция или сложение) и [image: image130.png]


(мультипликативная операция или умножение), если оно (вместе с этими операциями) образует коммутативное ассоциативное кольцо c единицей, все ненулевые элементы которого обратимы.

Иными словами, множество F с двумя бинарными операциями + (сложение) и [image: image131.png]


(умножение) называется полем, если оно образует коммутативную группу по сложению, все его ненулевые элементы образуют коммутативную группу по умножению, и выполняется свойство дистрибутивности.                                                                                   Связанные определения
· Характеристика поля — наименьшее положительное целое n число такое, что сумма n копий единицы равна нулю:
    [image: image132.png]1 -





Если такого числа не существует то характеристика равна 0 по определению. 

· Подполем поля k называется подмножество, которое само является полем относительно операций сложения и умножения, заданных в k. 

· Расширение поля — поле, содержащее данное поле в качестве подполя. 

Свойства
· Характеристика поля всегда 0 или простое число. 

· Поле характеристики 0 содержит [image: image133.png]


, поле рациональных чисел. 

· Поле характеристики p содержит [image: image134.png]


, поле вычетов по модулю p. 

· Количество элементов в конечном поле всегда равно pn, степени простого числа. 

· При этом для любого числа вида pn существует единственное (с точностью до изоморфизма) поле из pn элементов, обычно обозначаемое [image: image135.png]


. 

· Любой ненулевой гомоморфизм полей является вложением. 

· В поле нет делителей нуля. 

Примеры
· [image: image136.png]


— рациональные числа, 

· [image: image137.png]


— вещественные числа, 

· [image: image138.png]


— комплексные числа, 

· [image: image139.png]


— поле вычетов по модулю p, где p — простое число. 

· [image: image140.png]


— конечное поле из q = pk элементов, где p — простое число, k — натуральное. 

Геометрия
Гаусс впервые начал изучать внутреннюю геометрию поверхностей. Поверхность в пространстве
Более точно, простой поверхностью называется образ гомеоморфного отображения (то есть взаимно однозначного и взаимно непрерывного отображения) внутренности квадрата. Этому определению можно дать аналитическое выражение. Пусть на плоскости с прямоугольной системой координат u и v задан квадрат, координаты внутренних точек которого удовлетворяют неравенствам 0 < u < 1, 0 < v < 1. Гомеоморфный образ квадрата в пространстве с прямоугольной системой координат х, у, z задаётся при помощи формул х = x(u, v), у = y(u, v), z = z(u, v)(параметрическое задание поверхности). При этом от функций x(u, v), y(u, v) и z(u, v) требуется, чтобы они были непрерывными и чтобы для различных точек (u, v) и (u', v') были различными соответствующие точки (x, у, z) и (x', у', z').

Примером простой поверхности является полусфера. Вся же сфера не является простой поверхностью. Это вызывает необходимость дальнейшего обобщения понятия поверхности. Подмножество пространства, у каждой точки которого есть окрестность, являющаяся простой поверхностью, называется правильной поверхностью.

Поверхность в аналитической геометрии
В аналитической геометрии и в алгебраической геометрии поверхности определяется как множество точек, координаты которых удовлетворяют определённому виду уравнений:

[image: image141.png]



Если функция [image: image142.png]Flx, y, z)



непрерывна в некоторой точке и имеет в ней непрерывные частные производные, по крайней мере одна из которых не обращается в нуль, то в окрестности этой точки поверхность, заданная уравнением (1), будет правильной поверхностью.

Помимо указанного выше неявного способа задания поверхность может быть определена явно, если одну из переменных, например z, можно выразить через остальные:

[image: image143.png]



Также существует параметрический способ задания. В этом случае поверхность определяется системой уравнений:

[image: image144.png]



Поверхность в дифференциальной геометрии
В дифференциальной геометрии исследуемые поверхности обычно подчинены условиям, связанным с возможностью применения методов дифференциального исчисления. Как правило, это — условия  гладкости поверхности, то есть существования в каждой точке поверхности определённой касательной плоскости, кривизны и т. д.  Эти требования сводятся к тому, что функции,  задающие поверхность, предполагаются однократно, дважды, трижды, а в некоторых вопросах — неограниченное число раз дифференцируемыми или даже аналитическими функциями. При этом дополнительно накладывается условие регулярности.                                                                                        Случай неявного задания. Поверхность, заданная уравнением [image: image145.png]


, является гладкой регулярной поверхностью, если [image: image146.png]APy (xo, Yo, z0) : F(xo, Yo,



, функция F непрерывно дифференцируема в своей области определения Ω, а её частные производные одновременно не обращаются в нуль (условие регулярности) на всём множестве Ω:

[image: image147.png]



Случай параметрического задания. Зададим поверхность векторным уравнением [image: image148.png]


, или, что то же самое, тремя уравнениями в координатах:

[image: image149.png]



Эта система уравнений задаёт гладкую регулярную поверхность, если выполнены условия:

· система устанавливает взаимно однозначное соответствие между образом и прообразом Ω; 

· функции [image: image150.png]


непрерывно дифференцируемы в Ω; 

· выполнено условие невырожденности: 

[image: image151.png]



Геометрически последнее условие означает, что векторы [image: image152.png]


нигде не параллельны.







Координатная сетка на сфере

Параметры u, v можно рассматривать как внутренние координаты точек поверхности. Фиксируя одну из координат, мы получаем два семейства координатных кривых, покрывающих поверхность координатной сеткой.

Случай явного задания. Поверхность S может быть определена как график функции z = f(x,y); тогда S является гладкой регулярной поверхностью, если функция f дифференцируема. Этот вариант можно рассматривать как частный случай параметрического задания: [image: image155.png]


.

Касательная плоскость






Касательная плоскость в точке поверхности.                                                                          Касательная плоскость в точке гладкой поверхности — это плоскость, имеющая максимальный порядок соприкосновения с поверхностью в этой точке. Эквивалентный вариант определения: касательная плоскость есть плоскость, содержащая касательные ко всем гладким кривым, проходящим через эту точку.                                                                    Пусть гладкая кривая на параметрически заданной поверхности [image: image158.png]


задана в виде:

[image: image159.png]


. 

Направление [image: image160.png]


касательной к такой кривой даёт вектор:

[image: image161.png]_&_Ordu  Ordv
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Отсюда видно, что все касательные ко всем кривым в данной точке лежат в одной плоскости, содержащей векторы [image: image162.png]


, которые мы выше предположили независимыми.

Уравнение касательной плоскости в точке [image: image163.png]I'o

07 Yoi 2o}
To;



имеет вид:

[image: image164.png]


(смешанное произведение векторов). 

В координатах уравнения касательной плоскости для разных способов задания поверхности приведены в таблице:

	
	касательная плоскость к поверхности в точке [image: image165.png]1To, Yo. Zo}





	неявное задание
	[image: image166.png]P oF oF _
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	явное задание
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	параметрическое задание
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Метрика и внутренняя геометрия
Вновь рассмотрим гладкую кривую:

[image: image169.png]


. 

Элемент её длины определяется из соотношения:

[image: image170.png]:du)Q:EduQ b s + £ o



, 

где [image: image171.png]


.

Эта квадратичная форма называется первой квадратичной формой и представляет собой двумерный вариант метрики поверхности. Для регулярной поверхности её дискриминант EG − F2 > 0 во всех точках. Коэффициент [image: image172.png]


в точке поверхности тогда и только тогда, когда в этой точке координатные кривые ортогональны. В частности, на плоскости с декартовыми координатами [image: image173.png]


получается метрика ds2 = du2 + dv2 (теорема Пифагора).







Геликоид







Катеноид

Метрика не определяет однозначно форму поверхности. Например, метрика геликоида и катеноида, параметризованных соответствующим образом, совпадает, то есть между их областями существует соответствие, сохраняющее все длины (изометрия). Свойства, сохраняющиеся при изометрических преобразованиях, называются внутренней геометрией поверхности. Внутренняя геометрия не зависит от положения поверхности в пространстве и не меняется при её изгибании без растяжения и сжатия (например, при изгибании цилиндра в конус).

Метрические коэффициенты [image: image178.png]


определяют не только длины всех кривых, но и вообще результаты всех измерений внутри поверхности (углы, площади, кривизна и др.). Поэтому всё, что зависит только от метрики, относится к внутренней геометрии.
Нормаль и нормальное сечение.






Векторы нормали в точках поверхности                                                                                              Одной из основных характеристик поверхности является её нормаль — единичный вектор, перпендикулярный касательной плоскости в заданной точке:

[image: image181.png]


. 

Знак нормали зависит от выбора координат.                                                                                  Сечение поверхности плоскостью, содержащей нормаль (в данной точке), образует некоторую кривую на поверхности, которая называется нормальным сечением поверхности. Главная нормаль для нормального сечения совпадает с нормалью к поверхности (с точностью до знака).                                                                                                Если же кривая на поверхности не является нормальным сечением, то её главная нормаль образует с нормалью поверхности некоторый угол θ. Тогда кривизна k кривой связана с кривизной kn нормального сечения (с той же касательной) формулой Мёнье:

[image: image182.png]



Координаты орта нормали для разных способов задания поверхности приведены в таблице:

	
	Координаты нормали в точке поверхности

	неявное задание
	[image: image183.png]




	явное задание
	[image: image184.png]




	параметрическое задание
	[image: image185.png]





Здесь [image: image186.png]


.

Площадь
Ещё один важный атрибут поверхности — её площадь, которая вычисляется по формуле:

[image: image187.png]s://\[r;xr;]\dudu




Здесь [image: image188.png]== 2 = o
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.
В координатах получаем:

	
	явное задание
	параметрическое задание

	выражение для площади
	[image: image189.png]



	[image: image190.png]





 Ориентация






Лента Мёбиуса.

Также важной характеристикой поверхности является её ориентация.                               Поверхность называется двусторонней, если на всей её протяжённости она обладает непрерывным вектором нормали. В противном случае поверхность называют односторонней.                                                                                                                  Ориентированной называется двусторонняя поверхность с выбранным направлением нормали.                                                                                                                                          Примерами односторонних, а следовательно и неориентируемых поверхностей являются бутылка Клейна или лента Мёбиуса.

Типы поверхностей
С точки зрения топологического строения, поверхности как двумерные многообразия бывают:

· замкнутые и открытые, 

· ориентируемые и неориентируемые 

· и т. д. 

 Он открыл характеристику поверхности (гауссову кривизну), которая не изменяется при изгибаниях, тем самым заложив основы римановой геометрии. Труды Гаусса по дифференциальной геометрии дали мощный толчок развитию этой науки на весь XIX век. Попутно он создал новую науку — высшую геодезию.                                                                    Гаусс также первым построил неевклидову геометрию и поверил в её реальность , но был вынужден держать свои исследования в секрете (вероятно, из-за того, что они шли вразрез с догматом евклидовости пространства в доминирующей в то время Кантовской философии). Тем не менее, сохранилось письмо Гаусса к Лобачевскому, в котором ясно выражено его чувство солидарности, а в личных письмах, опубликованных после его смерти, Гаусс восхищается работами Лобачевского. В 1817 году он писал астроному В. Ольберсу:  Я прихожу всё более к убеждению, что необходимость нашей геометрии не может быть доказана, по крайней мере человеческим рассудком и для человеческого рассудка. Может быть, в другой жизни мы придем к взглядам на природу пространства, которые нам теперь недоступны. До сих пор геометрию приходится ставить не в один ранг с арифметикой, существующей чисто a priori, а скорее с механикой.  В его бумагах обнаружены содержательные заметки по тому предмету, что позже назвали топологией. Причём он предсказал фундаментальное значение этого предмета. Гаусс завершил теорию построения правильных многоугольников с помощью циркуля и линейки.

Математический анализ
Гаусс продвинул теорию специальных функций, рядов, численные методы, решение задач математической физики. Создал математическую теорию потенциала. Много и успешно занимался эллиптическими функциями, хотя почему-то ничего не публиковал на эту тему.

Астрономия
В астрономии Гаусс, в первую очередь, интересовался небесной механикой, изучал орбиты малых планет и их возмущения. Он предложил теорию учёта возмущений и неоднократно доказывал на практике её эффективность. В 1809 году Гаусс нашёл способ определения элементов орбиты по трём полным наблюдениям (время, прямое восхождение и склонение).

Другие достижения
Для минимизации влияния ошибок измерения Гаусс использовал свой метод наименьших квадратов, который сейчас повсеместно применяется в статистике. 

Метод наименьших квадратов — один из методов регрессионного анализа для оценки неизвестных величин по результатам измерений, содержащим случайные ошибки.                Метод наименьших квадратов применяется также для приближённого представления заданной функции другими (более простыми) функциями и часто оказывается полезным при обработке наблюдений.                                                                                                                   Когда искомая величина может быть измерена непосредственно, как, например, длина отрезка или угол, то, для увеличения точности, измерение производится много раз, и за окончательный результат берут арифметическое среднее из всех отдельных измерений. Это правило арифметической середины основывается на соображениях теории вероятности; легко показать, что сумма квадратов уклонений отдельных измерений от арифметической середины будет меньше, чем сумма квадратов уклонений отдельных измерений от какой бы то ни было другой величины. Само правило арифметической середины представляет, следовательно, простейший случай метода наименьших квадратов.                                                                                                                                                   До начала XIX в. учёные не имели опредёленных правил для решения системы уравнений, в которой число неизвестных менее числа уравнений; до этого времени употреблялись частные приёмы, зависевшие от вида уравнений и от остроумия вычислителей, и потому разные вычислители, исходя из тех же данных наблюдений, приходили к различным выводам. Лежандру (1805—06) и Гауссу (1794—95) принадлежит первое применение к решению указанной системы уравнений теории вероятности, исходя из начал, аналогичных с началом арифметической середины, уже издавна и, так сказать, бессознательно применяемых к выводам результатов в простейшем случае многократных измерений. Как и в случае арифметической середины, вновь изобретённый способ не даёт, конечно, истинных значений искомых, но даёт зато вероятнейшие значения. Этот способ распространён и усовершенствован дальнейшими изысканиями  Лапласа, Энке, Бесселя, Ганзена и др. и получил название метода наименьших квадратов, потому что после подстановки в начальные уравнения неизвестных величин, выведенных этим способом, в правых частях уравнений получаются если и не нули, то небольшие величины, сумма квадратов которых оказывается меньшей, чем сумма квадратов подобных же остатков, после подстановки каких бы то ни было других значений неизвестных. Помимо этого, решение уравнений по способу наименьших квадратов даёт возможность выводить вероятные ошибки неизвестных, то есть даёт величины, по которым судят о степени точности выводов.                                                                                                                             Пусть дано решить систему уравнений

ax + by + cz… + n = 0 

a1x + b1y + c1z… + n1 = 0 (1) 

a2x + b2y + c2z… + n2 = 0 

… 

число которых более числа неизвестных x, у, z… Чтобы решить их по способу Н. квадратов, составляют новую систему уравнений, число которых равно числу неизвестных и которые затем решаются по обыкновенным правилам алгебры. Эти новые,  или так называемые нормальные, уравнения составляются по следующему правилу: умножают сперва все данные уравнения на коэффициенты у первой неизвестной х и, сложив почленно,  получают первое нормальное уравнение, умножают все данные уравнения на коэффициенты у второй неизвестной у и, сложив почленно, получают второе нормальное уравнение и т. д.  Если означить для краткости:

[aa] = a1a1 + a2a2 +… 

[ab] = a1b1 + a2b2 +… 

[ac] = a1c1 + a2c2 +… 

… 

[bb] = b1b1 + b2b2 +… 

[bc] = b1c1 + b2c2 +… 

… 

то нормальные уравнения представятся в следующем простом виде:

[aa]x + [ab]y + [ac]z +… [an] = 0 

[ab]x + [bb]y + [bc]z +… [bn] = 0 (2) 

[ac]x + [bc]y + [cc]z +… [cn] = 0 

… 

Легко заметить, что коэффициенты нормальных уравнений весьма легко составляются из коэффициентов данных, и притом коэффициент у первой неизвестной во втором уравнении равен коэффициенту у второй неизвестной в первом, коэффициент у первой неизвестной в третьем уравнении равен коэффициенту у третьей неизвестной в первом и т. д. Для пояснения сказанного ниже приведено решение пяти уравнений с двумя неизвестными:

5x — 8y — 16 = 0 

8x — y — 32 = 0 

16x + 8y — 55 = 0 

9x + 7y — 32 = 0 

9x + 20y — 29 = 0 

Составив значения [aa], [ab].., получаем следующие нормальные уравнения:

507x + 323у — 1765 = 0 

323x + 578у — 1084 = 0, 

откуда х = +3,55; у = —0,109. Уравнения (1) представляют систему линейных уравнений, то есть уравнений, в которых все неизвестные входят в первой степени. В большинстве случаев уравнения, связывающие наблюдаемые и искомые величины, бывают высших степеней и даже трансцендентные, но это не изменяет сущности дела: предварительными изысканиями всегда можно найти величины искомых с таким приближением, что затем, разложив соответствующие функции в ряды и пренебрегая высшими степенями искомых поправок, можно привести любое уравнение к линейному.                                                                Хотя Гаусс не первый открыл распространённый в природе нормальный закон распределения, но он настолько тщательно его исследовал, что график распределения с тех пор часто называют гауссианой.                                                                                               В физике Гаусс заложил основы математической теории электромагнетизма, развил теорию капиллярности, теорию системы линз.                                                                                  Введено понятие потенциала электрического поля.                                                                Разработал систему электромагнитных единиц измерения СГС. Сконструировал, совместно с Вебером, примитивный телеграф.                                                                                Список терминов, связанных с именем Гаусса
· Алгоритм Гаусса (вычисления даты пасхи) 

· Гаусс(единица магнитной индукции)
· Дискриминанты Гаусса 

· Гауссова кривизна
· Интерполяционная формула Гаусса ,Лента Гаусса 
· Малая планета № 1001 (Gaussia) 
· Метод Гаусса (решения систем линейных уравнений) 
· Метод Гаусса-Жордана 
· Метод Гаусса-Зейделя 
· Нормальное или Гауссово распределение 
· Прямая Гаусса 
· Пушка Гаусса 
· Ряд Гаусса 
· Теорема Гаусса — Ванцеля 
· Фильтр Гаусса 
· Формула Гаусса — Бонне 

