ПРОПОРЦИИ МУЗЫКАЛЬНОЙ ГАММЫ

Пройдут миллионы лет, и если музыка в нашем смысле будет еще существовать, то те же семь основных тонов на​шей гаммы, в их мелодических и гармонических комбинациях, оживляемые ритмом, будут все еще служить ис​точником новых музыкальных мыслей.

П. Чайковский
Если окинуть взглядом 2500 лет исто​рии европейской музыки, от Пифагора и до наших дней, то слова П. И. Чай​ковского, вынесенные в эпиграф, обретают особый смысл. В самом деле, каких только переворотов в мировоззрении, сознании и бытии человечества не произошло за это время! Но основа музыки - музыкальная гамма - остается практически неизмен​ной. Музыкальная гамма даже в наш бурный век представляется незыблемым утесом в клокочущем море новых идей и теорий.
Но в чем причина такого завидного долголетия музыкальной гаммы? Почему из всего обилия звуков с частотой от 16 до 20000 Гц, которые способно воспринимать наше ухо (в области до 4000 Гц мы отли​чаем звуки, отстоящие друг от друга по частоте всего на одно колебание в секунду, т. е. почти 4000 звуков!), в музыке используется всего 7 октав по 12 звуков, т. е. всего 84 звука?
Объяснить, почему музыкальный звукоряд содержит именно 7 октав, нетрудно. В самом  деле,  возьмем  самую  нижнюю ноту   звукоряда - ля - субконтроктавы, частота которой равна 27,5 Гц, т. е. находится у нижней границы слышимости звуков (подходить ближе к границе слышимости не стоит,  так  как  у  каждого человека она своя и, значит, некоторые люди не   услышат   более   низкие   звуки). Рассмотрим 8 октавных повторений этой ноты:

27,5  55  110  220  440  880  1760  3520  7040
Легко видеть, что восьмая октава выхо​дит далеко за границу четкой разли​чимости высоких звуков (4000 Гц), и, та​ким образом, в диапазоне до 4000 Гц укладывается чуть более 7 октав. Выхо​дить же за границу 4000 Гц нет смысла, так как звуки там плохо различаются по высоте, и мелодия будет теряться.
Итак, в диапазоне от 16 до 4000 Гц укладывается чуть более 7 октав. Октавные звуки воспринимаются как подобные, родственные (это объясняется совпадением большого числа их гармоник) и служат своего рода масштаб​ными метками в музыкальной шкале. Следовательно, построение музыкальной шкалы сводится к искусному делению октавы на составные части.
Почему октава разделена именно на 12 частей, мы уже объяснили в предыдущей главе. Как показала история развития музыки, только при таком делении окта​вы достигается та «строгая соразмерен​ная гармония всех частей, объединяемых тем, чему они принадлежат,— такая, что ни прибавить, ни убавить, ни изменить ничего нельзя, не сделав хуже». Эти сло​ва являются опре​делением красоты по Альберти. Красота же вечна. Таким образом, именно в про​порциональном гармоничном делении октавы на составные части и заключает​ся источник красоты музыкальной гам​мы, а значит, и секрет ее трехтысячелетнего долголетия.
Мы уже отмечали некоторые пропор​ции музыкальной гаммы. Мы также знаем, что пропорциональность и сим​метрия являются объективными призна​ками красоты. Однако чем ближе всматриваешься в музыкальную гамму, тем полнее раскрываются все новые закономерности ее пропорционального строения, а значит, и объективные законы ее красоты. Остановимся подробнее на не​которых из этих закономерностей.
Рассмотрим вначале равномерно-темперированную 12-ступенную хрома​тическую гамму, имеющую наиболее простое строение:
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Легко   видеть,   что   ступени    равномерно-темперированной  гаммы образуют геометрическую   прогрессию  со   знамена​телем q = 12√2. Тогда 
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Следовательно, каждая внутренняя сту​пень гаммы является средним гео​метрическим своих соседей. Назовем это локальной геометрической симметрией с коэффициентом симметрии (отношени​ем входящих в пропорцию членов) 12√2. Кроме того, гамма  обладает глобальной   геометрической   симметрией, т. е. произведения членов, равно​удаленных от концов, равны квадрату среднего члена b6:
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(n=0,1;2…,5)      (3)

Таким образом, седьмая ступень b6 =√2, так называемый тритон, равный увеличенной кварте или уменьшенной квинте, является средним геометричес​ким любой пары равноудаленных от концов ступеней. Назовем тритон b6= √2 центром глобальной геометрической симметрии гаммы. Глобальная гео​метрическая симметрия связывает ин​тервал и его обращение через интерваль​ный коэффициент октавы.
Если прологарифмировать  (1)-(3) m,по основанию 2, то эти соотношения примут наиболее простой вид
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Здесь aк = log2- bк (k = 0, 1, 2, ..., 12). Ра​венства (4) — (6) выражают тот простой факт, что логарифмическая окта​ва[0;1] разбита на 12 равных частей. По​этому каждые три соседних члена (4) симметричны относительно среднего из них и отстоят от него на расстояние 1/12 (локальная симметрия), а середина лога​рифмической октавы а6=1/2 является центром ее глобальной симметрии, т. е. для каждого an, слева от а6 существует симметричный относительно а6 член a12-n, справа от а6, так что расстоя​ния a12-n- а6 и a6- an равны (n = 0, 1, 2, ..., 5).
Из   равенств   (1—3)  или   (4—6) очевидно,  что  при   любых  сдвигах   (геометрических для (1) или арифметичес​ких для (4)) структура равномерно-темперированной гаммы не нарушается, т. е. равномерно-темперированная гам​ма допускает модуляции в любые тональности. Эти возможности равномер​ной темперации, блестяще проиллюстрировал И. С. Бах в своем «Хорошо темперирован​ном клавире».
Структура пифагоровой гаммы (7) зна​чительно сложнее:
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Однако при ближай​шем рассмотрении можно обнаружить, что пифагорова гамма состоит из трех геометрических   прогрессий, переплетенных между собой, подобно Платонову гептахорду, причем все три про​грессии имеют одинаковый знамена​тель q[image: image62.png]


 

Для этих  прогрессий справедливы соот​ношения
b0c3=b1c2=b2c1=b3c0=2, a0a5=a1a4=a2a3=2.

Учитывая расположение членов прогрес​сии в (7), приходим к выводу, что пифагорова гамма, также обладает глобальной геометрической симметрией. Сле​довательно,  √2 является центром глобаль​ной симметрии пифагоровой гаммы.
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