                                                 СОБЫТИЯ   И   ВЕРОЯТНОСТИ
«Математика случая»— так еще в XVII в. назвал теорию веро​ятностей один из ее основателей, французский ученый Блез Па​скаль.

— Случай? А зачем его изучать? — может быть, спросите вы. Оказывается, еще в древности люди заметили, что случай — вовсе не исключение в жизни, а правило. Вот почему возникла наука о случайных явлениях. Знать законы случая необходимо. Например:
«... Во всех крупных населенных пунктах имеются станции «скорой медицинской помощи». Нет возможности заранее пред​сказать моменты, когда потребуется оказать срочную помощь внезапно и остро заболевшим людям. Как много в течение заданного времени будет вызовов к таким больным? Как долго придется врачу и машине «Скорой помощи» задержаться у больного? Сколько вра​чей и машин необходимо иметь во время дежурства, чтобы, с одной не наблюдалось бы слишком непродуктивного использования вра​чебного персонала? Мы сталкиваемся с типичной ситуацией, в которой случайными являются моменты вызовов, длительность пребывания врача у постели больного, длительность проезда маши​ны от пункта «Скорой помощи» до дома, в котором живет больной...» (Б. В. Гнеденко).

Посмотрите, от скольких случайных событий зависит неотлож​ная помощь. Что же делать? Разве можно отказать больным в по​мощи? Конечно, нет. Значит, путь один: чтобы эта помощь была действительно неотложной, надо уметь учитывать все случайности. Только тогда можно будет установить, сколько в среднем будет вызовов, сколько понадобится врачей и машин.

Но и в обычной жизни сколько случайностей вокруг нас, если внимательно посмотреть! Под потолком висит лампочка — вы не знаете, когда она перегорит. Будет ли завтра снег, никому навер​няка не известно, и даже бюро прогнозов нередко ошибается. Учи​тель не знает, сколько ошибок сделает школьник в диктанте — одну или две, десять или ни одной...

Теория вероятностей — математическая наука, которая как раз и изучает математические модели случайных явлений, с ее помощью вычисляют вероятности наступления определенных со​бытий. 

      Для подтверждения вышесказанного решим несколько задач этой сложной науки.
Как поймать случай?
Возьмем 7 одинаковых шариков от настольного тенниса. На каждом напишем номер — 1, 2, ..., 7. Три из них (№ 1, 2, 3) пометим чернилами — это будут «черные шары», а остальные — «белые». Теперь возьмем мешочек или ящичек — это будет наша «урна» — и положим в нее шары.

Начинаем опыты.
 Шарики надо перемешать и вытащить один. Посмотрите, какого он цвета, запишите цвет и положите шарик обратно. Это первый опыт. Снова перемешайте, достаньте шарик, заметьте цвет, поло​жите обратно. Так можно делать много раз подряд — десять, сто, тысячу раз. Между прочим, всего за полчаса можно провести боль​ше 100 опытов (проверьте, кто хочет!).

Мы хотим предсказать, сколько раз из 100 будет вынут черный шар. Какова его доля во всех опытах? Естественно, каждый раз результат зависит от случая — может попасться черный шар, а может и белый. Но при большом числе опытов примерную долю чер​ных шаров можно предсказать!

Каждый раз мы вынимали из урны либо первый шар, либо вто​рой, либо третий, ..., либо седьмой — всего семь возможных исхо​дов каждого опыта. Шары тщательно перемешаны, на ощупь различить их нельзя, и нет никакой причины предпочесть один шар другому, значит, у всех одинаковые шансы быть вынутыми. Мате​матики говорят так: все семь исходов равновозможны.
Теперь нам понятно, что каждый шар может появиться примерно в 1/7 части всех опытов, и чем большее количество раз мы вынимаем шары, тем ближе к 1/7 доля любого из семи исходов. Конечно, теоретиче​ски можно допустить, что все сто раз мы вынимаем, например, первый шар. Но это совершенно  исключительный случай, а мы говорим сейчас о средних результатах.

Что же можно сказать о черном цвете? Он, очевидно, может в каждом опыте появиться одним из трех способов, в трех исходах из семи (ведь у нас три черных шара). Эти исходы называются благоприятными  для появления черного шара.

В трех исходах из семи, значит, в среднем в 3/7 всех опытов вы​нут черный шар. И чем дальше, чем больше опытов, тем ближе его доля к 3/7!

Предельное значение — 3/7 — очень важно для нас. Это и есть вероятность  появления черного шара.

Вот мы и получили основную формулу классической теории веро​ятностей:

Число благоприятных исходов
Вероятность события =  _____________________________________

    Число всех равновозможных исходов
Эта формула получена с помощью рассуждений. Но соответст​вуют ли рассуждения действительности? Формулу проверяли уче​ные на многих опытах, и всегда она получала подтверждение. Доля опытов, в которых событие осуществлялось, была близка к рас​четной. Эту формулу можно проверить на материале проведен​ных опытов. Сколько всеми вместе проведено опытов? А сколько раз был вынут черный шар? Поделим...

Этой формулой пользуются, когда исходы опыта равновозможны  и надо только вычислить вероятность. 

Например: 

1. В урне лежат 5 красных, 12 белых и 9 синих шаров.   Най​ти вероятность того, что: 
а) вынут белый шар; б) вынут красный шар; в) вынут синий шар; г) вынут цветной шар.

Решение: В задаче имеется 5 + 12 + 9 = 26 равновозможных исходов. Поэтому вероятности равны: а) 12/26 => = 6/13; б) 5/26; в) 9/26; г) 7/13.

2. Двойное испытание. В урне по-прежнему 3 черных и 4 бе​лых шара. Вы вынимаете один из них, кладете обратно, перемеши​ваете и вынимаете другой. Возможно одно из трех: либо оба шара черные, либо оба белые, либо они различных цветов. Каковы ве​роятности этих событий?

Решение: Посмотрим на таблицу, и будет ясен ответ. Черные шары носят номера 1, 2, 3, белые — 4, 5, 6, 7. Слева номера и цвет шаров при первом вынимании, вверху — при втором. Пары букв показывают цвет двух вынутых шаров (левая буква относится к первому выниманию).

	
	1(4)
	2(4)
	3 (4)
	4 (Б)
	5 (Б)
	б (Б)
	7 (Б)

	1 (4)
	44
	44
	44
	4Б
	ЧБ
	ЧБ
	ЧБ

	2(4)
	44
	44
	44
	4Б
	4 Б
	ЧБ
	ЧБ

	3(4)
	44
	44
	44
	4Б
	4Б
	ЧБ
	ЧБ

	4 (Б)
	Б4
	БЧ
	БЧ
	Б Б
	ББ
	ББ
	ББ

	5 (Б)
	Б4
	БЧ
	БЧ
	ББ
	ББ
	ББ
	ББ

	6 (Б)
	Б4
	БЧ
	БЧ
	ББ
	ББ
	ББ
	ББ

	7 (Б)
	БЧ
	БЧ
	Б4
	ББ
	ББ
	ББ
	ББ


Все 49 исходов равновозможны. Вероятность появления двух черных шаров равна 9/49, двух белых — 16/49, шаров разных цве​тов — 24/49.

О смысле формулы вероятности события.
Мы вывели эту формулу с помощью некоторых рассуждений. Можно ли утверждать, что мы ее доказали, как доказывают теоремы в геометрии? Нет, конечно, мы сделали другое – построили модель реального явления (выниманий шаров из урны). Мо​дель, как оказалось, подтверждается фактами и экспериментами. А с математической точки зрения формула дает определение вероятности. В чем же тогда смысл формулы, почему она полезна? Справа стоит частное двух величин, каждую из величин мы можем подсчитать либо непосредственно, либо с помощью правил комби​наторики. А число слева связывает модель с реальным миром – оно говорит, какова примерно доля тех опытов, в которых осущест​вляется рассматриваемое событие, среди всех опытов. Так ком​бинаторные подсчеты позволяют нам предсказывать некоторые ре​зультаты эксперимента. При этом мы, конечно, предполагаем равновозможность исходов. Например:
 1. Игральная кость — это кубик, на гранях которого напи​саны числа от 1 до 6. Если ее бросить, то любая из 6 граней может оказаться верхней. Для правильной (т. е. не жульнической) кости все эти шесть исходов равновозможны. Брошены независимо друг от друга две правильные кости. Найти вероятности того, что сумма очков на верхних гранях: а) меньше 9; б) больше 7; в) делится на 3; г) четна.

Решение: При бросании двух костей имеется 36 равновозможных исходов, поскольку имеется 6 ∙ 6 = 36 пар, в ко​торых каждый элемент — целое число от 1 до 6. Составим таб​лицу, в которой слева число очков на первой кости, вверху – на второй, а на пересечении строки и столбца стоит их сумма.
	
	1
	2
	3
	4
	5
	в

	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7

	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9

	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11

	В
	7
	8
	9
	10
	11
	12


Непосредственный подсчет показывает, что вероятность того, что сумма очков на верхних гранях меньше 9, равна 26/36 = 13/18; что эта сумма больше 7 — 15/36 = 5/18; что она делится на 3: 12/36 = 1/3; наконец, что она четна: 18/36 = 1/2.

2. Какова вероятность того, что наудачу выбранное четырех​значное число составлено только из нечетных цифр?
Решение: Четырехзначных чисел имеется 9000 — они идут в натуральном ряду с 1000 до 9999. Поскольку нечетных цифр имеется 5, то на месте тысяч в числе, составленном из нечетных цифр, может стоять любая из 5 цифр, на месте сотен тоже любая из 5 и т. д. Всего, таким образом, имеется 

5 ∙ 5 ∙ 5 ∙ 5 = 625 четы​рехзначных чисел, составленных только из нечетных цифр. Слова «наудачу выбранное четырехзначное число» означают, что все 9000 исходов равновозможны. Значит, искомая вероятность равна 625/9000 = 5/72.

3. Монету бросают до первого выпадения герба либо до тех пор, пока три раза подряд не выпадет решетка. Сколько в среднем раз придется бросить монету?

Решение: Обозначим Г — герб, Р — решетка. Воз​можны следующие исходы: Г, РГ, РРГ, РРР. Можно ли считать их равновозможными? Ясно, что нет, поскольку выпадение герба в первом бросании вероятнее выпадения трех решеток при трех бросаниях. Поэтому введем вспомогательный опыт, в котором всегда бросаются три монеты. Имеется 8 равновозможных исходов: ГРР, ГРГ, ГГР, ГГГ, РГГ, РТР, РРГ, РРР. Первые четыре исхо​да вспомогательного опыта соответствуют первому исходу основ​ного, вероятность окончания опыта выпадением герба равна 1/2. Два исхода вспомогательного опыта соответствуют выпадению РГ в основном, вероятность чего равна таким образом 1/4. Основной опыт кончается выпадением РРГ и РРР с вероятностями 1/8. Зна​чит, монету бросают 1 раз с вероятностью 1/2, 2 раза — с вероят​ностью 1/4 и 3 раза тоже с вероятностью 1/4. А сколько в среднем? Требуется уточнить слова «в среднем». Если мы много раз, скажем п раз, проведем описанный опыт, то примерно в n/2 опытах понадо​бится бросать монету 1 раз, в n/4 опытах — 2 раза и в п/4 опытах— 3 раза. Значит, на п опытов придется примерно n/2 + 2n/4 + Зn/4 = 7n/4 = 1,75n, т. е. на один опыт приходится в среднем 1,75 бросаний монеты. Как видите, чтобы найти среднее значение, нужно возможные значения умножить на их вероятности и сложить.
Во всех представленных задачах мы вычисляли вероятности, под​считывая число равновозможных исходов и число благоприятных исходов. А теперь рассмотрим решение задачи с заданными заранее вероятностями.
      4. Однорукий бандит. Игральный автомат (в Америке их называют «однорукими бандитами») имеет два окошка, в каждом из которых появляются картинки. В каждом окошке может появиться одна из трех картинок, которые называются «колокольчики», «яблоки» и «вишни». Машина устроена так, что картинки в окошках появляются независимо одна от другой. После того как автомат запущен, в каждом окошке появляется одна картинка, причем веро​ятности картинок для обоих окошек равны. «Колокольчики» появля​ются с вероятностью 0,4, «вишни» — с вероятностью 0,5, «яблоки» — с вероятностью 0,1. Для запуска автомата необходимо за​платить 5 центов и дернуть за ручку (отсюда название — «одно​рукий бандит»). Игрок получает 50 центов в случае появления двух картинок «яблоки», 10 центов — двух картинок   «колокольчики» и 5 центов – двух картинок «вишни». На какой средний выигрыш можно рассчитывать?
       Решение: Поскольку картинки появляются независимо одна от другой, то 

вероятность появления двух картинок «яблоки» равна 0,1 ∙ 0,1 = 0, 01, 

вероятность появления двух «колокольчиков» равна  0,4 ∙ 0,4 = 0,16,

вероятность появления двух «вишен»  равна 0,5 ∙ 0,5 = 0,25.

Значит, игрок получает 50 центов с вероятностью 0,01;  10 центов с  вероятностью 0,16; 5 центов с вероятностью  0,25 и ничего не получает с вероятностью  1 – 0,01 – 0,16 – 0,25 = 0,58.

Как показано в предыдущей задаче (см. задачу 3) , среднее значение равно сумме возможных значений, умноженных на их вероятности. Значит, средний выигрыш равен 50 ∙ 0,01 + 10 ∙ 0,16 + 5 ∙ 0,25 = 3,35 цента. 

В нашем веке в связи с физическими, биологическими, инженерными и другими исследованиями возникла необходимость рассматривать случайные процессы, которые являются одними из основных математических средств изучения явлений реального мира.
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