I. ВВЕДЕНИЕ.


Главная цель, которую мы перед собой ставили – это составление теоретического пособия по тригонометрии, которое включало бы в себя не только необходимые формулы и сведения о тригонометрических функциях, но также и историческую справку, ту информацию, что мы не проходим в школе и примеры использования тригонометрии в других науках. И, разумеется, работа содержит рассмотрение основных способов решения тригонометрических уравнений. Этот проект был сделан для того, чтобы помочь ученикам должным образом подготовиться к сдаче ЕГЭ по математике.


При подготовке данного проекта мы главным образом работали с теоретическими источниками, стремясь объединить всю основную информацию, касающуюся тригонометрии в ёмкое пособие. Также, способы решения тригонометрических уравнений, изложены кратко и доступно на примере одного уравнения.


Работа носит теоретико-прикладной характер, так как включает и теоретическую справку и задания для самостоятельного решения, которые ученики могут решить после ознакомления с нашим проектом.
II. ИСТОРИЯ ТРИГОНОМЕТРИИ.


Истоки тригонометрии берут начало в древнем Египте, Вавилонии и долине Инда более 3000 лет назад. 


Слово тригонометрия впервые встречается в 1505 году в заглавии книги немецкого математика Питискуса. 


Тригонометрия – слово греческое и в буквальном переводе означает измерение треугольников ((((((((( - треугольник, а ((((((- измеряю). В данном случае измерение треугольников следует понимать как решение треугольников, т.е. определение сторон, углов и других элементов треугольника, если даны некоторые из них. Большое количество практических задач, а также задач планиметрии, стереометрии, астрономии и других приводятся к задаче решения треугольников.


Потребность в решении треугольников раньше всего возникла в астрономии: и в течение долгого времени тригонометрия развивалась, изучалась как один из отделов астрономии. Также возникновение  тригонометрии связано с землемерием и строительным делом.


Хотя название науки возникло сравнительно недавно, многие относимые сейчас к тригонометрии понятия и факты были известны ещё две тысячи лет назад.


Впервые способы решения треугольников, основанные на зависимостях между сторонами и углами треугольника, были найдены древнегреческими астрономами Гиппархом (2 в. до н. э.) и Клавдием Птолемеем (2 в. н. э), создателем геоцентрической системы мира, господствовавшей до Коперника. Птолемей разработал «тригонометрию хорд», которую изложил в своей работе «Альмагест».  Позднее зависимости между отношениями сторон треугольника и его углами начали называть тригонометрическими функциями. 

Греческие астрономы не знали синусов, косинусов и тангенсов. Вместо таблиц этих величин они употребляли таблицы: позволяющие отыскать хорду окружности по стягиваемой дуге. Дуги измерялись в градусах и минутах; хорды тоже измерялись градусами (один градус составлял шестидесятую часть радиуса), минутами и секундами. Это шестидесятеричное подразделение греки заимствовали у вавилонян. 
Значительных высот достигла тригонометрия и у индийских средневековых астрономов. Индийские математики были первопроходцами в применении алгебры и тригонометрии к астрономическим вычислениям. Лагадха — единственный из самых древних известный сегодня математик, использовавший геометрию и тригонометрию в своей книге «Джьётиша-веданга» («Jyotisa Vedanga»), бо́льшая часть работ которого была уничтожена иностранными захватчиками. Главным достижением индийских астрономов стала замена хорд синусами, что позволило вводить различные функции, связанные со сторонами и углами прямоугольного треугольника. Таким образом в Индии было положено начало тригонометрии как учению о тригонометрических величинах. Индийские ученые пользовались различными тригонометрическими соотношениями, в том числе и теми, которые в современной форме выражается как 
sin2 α + cos2 α = 1, 
sin α = cos (90-α ) 
sin (α+β) = sin α · cos β + cos α · sin β.  

Индийцы также знали формулы для кратких углов sin (nα), cos (nα), где n=2,3,4,5. Тригонометрия необходима для астрономических расчетов которые оформляются в виде таблиц. 


Первая таблица синусов имеется в «Сурья-сиддханте» и у Ариабхаты. Значительный вклад в развитие тригонометрии внесли арабские ученые Аль-Батани (850-929) и Абу-ль-Вафа, Мухамед-бен Мухамед (940-998), который составил таблицы синусов и тангенсов через 100 с точностью до 1/604. Теорему синусов уже знали индийский ученый Бхаскара (р. 1114, год смерти неизвестен), составивший таблицу синусов через 10,  и азербайджанский  астроном и математик Насиреддин Туси Мухамед (1201-1274). Кроме того, Насиреддин Туси в своей работе «Трактат о полном четырехстороннике» изложил плоскую и сферическую тригонометрию как самостоятельную дисциплину. 
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Длительную историю имеет понятие синус. Фактически различные отношения отрезков треугольника и окружности (а по существу, и тригонометрические функции) встречаются уже в III веке до н.э. в работах великих математиков Древней Греции – Евклида, Архимеда, Апполония Пергского. В римский период эти отношения достаточно систематично исследовались Менелаем (I век н.э.), хотя и не приобрели специального названия.  Современный синус (, например, изучался как полухорда, на которую опирается центральный угол величиной (, или как хорда удвоенной дуги.  
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Рис. 1.


                      А’ 

В IV-V веках появился уже специальный термин в трудах по астрономии великого индийского учёного Ариабхаты, именем которого назван первый индийский спутник Земли. Отрезок АМ (рис. 1) он назвал ардхаджива (ардха – половина, джива – тетива лука, которую напоминает хорда). Позднее появилось более краткое название джива. Арабскими математиками  в IX веке это слово было заменено на арабское слово джайб (выпуклость). При переводе арабских математических текстов в  веке оно было заменено латинским синус (sinus – изгиб, кривизна).


Слово косинус намного моложе. Косинус – это сокращение латинского выражения completely sinus, т. е. “дополнительный синус” (или иначе “синус дополнительной дуги”; cos ( = sin (90( - ()).


Тангенсы возникли в связи с решением задачи об определении длины тени. Тангенс (а также котангенс) введен в X веке арабским математиком Абу-ль-Вафой, который составил и первые таблицы для нахождения тангенсов и котангенсов. Однако эти открытия долгое время оставались неизвестными европейским ученым, и тангенсы были заново открыты лишь в XIV веке немецким математиком, астрономом Регимонтаном (1467 г.). Он доказал теорему тангенсов. Региомонтан составил также подробные тригонометрические таблицы; благодаря его трудам плоская и сферическая тригонометрия стала самостоятельной дисциплиной и в Европе.


Название «тангенс», происходящее от латинского tanger (касаться), появилось в 1583 г.  Tangens переводится как «касающийся» (линия тангенсов – касательная к единичной окружности). 

Дальнейшее развитие тригонометрия получила в трудах выдающихся астрономов Николая Коперника (1473-1543) – творца гелиоцентрической системы мира, Тихо Браге (1546-1601) и Иогана Кеплера (1571-1630), а также в работах математика Франсуа Виета (1540-1603), который полностью решил задачу об определениях всех элементов плоского или сферического треугольника по трем данным. 

Южноиндийские математики в 16 веке добились больших успехов в области суммирования бесконечных числовых рядов. По-видимому, они занимались этими исследованиями, когда искали способы вычисления более точных значений числа. П. Нилаканта словесно приводит правила разложения арктангенса в бесконечный степенной ряд. А в анонимном трактате «Каранападдхати» («Техника вычислений») даны правила разложения синуса и косинуса в бесконечные степенные ряды. Нужно сказать, что в Европе к подобным результатам подошли лишь в 17-18 веках. Так, ряды для синуса и косинуса вывел И.Ньютон около 1666 г., а ряд арктангенса был найден Дж Грегори в 1671 г. и Г.В.Лейбницем в 1673 г. 


В 8 в. ученые стран Ближнего и Среднего Востока познакомились с трудами индийских математиков и астрономов и перевели их на арабский язык. В середине 9 века среднеазиатский ученый Аль-Хорезми написал сочинение «Об индийском счете». После того как арабские трактаты были переведены на латынь, многие идеи индийских математиков стали достоянием европейской, а затем и мировой науки.

Долгое время тригонометрия носила чисто геометрический характер, т. е. Факты, которые мы сейчас формулируем в терминах тригонометрических функций, формулировались и доказывались с помощью геометрических понятий и утверждений. Такою она была еще в средние века, хотя иногда в ней использовались и аналитические методы, особенно после появления логарифмов. Пожалуй, наибольшие стимулы к развитию тригонометрии возникали в связи с решением задач астрономии, что представляло большой практический интерес (например, для решения задач определения местонахождения судна, предсказания затемнения и т. д.). Астрономов интересовали соотношения между сторонами и углами сферических треугольников. И надо заметить, что математики древности удачно справлялись с поставленными задачами.


Начиная с XVII в., тригонометрические функции начали применять к решению уравнений, задач механики, оптики, электричества, радиотехники, для описания колебательных процессов, распространения волн, движения различных механизмов, для изучения переменного электрического тока и т.д. Поэтому тригонометрические функции всесторонне и глубоко исследовались, и приобрели важное значение для всей математики.


Аналитическая теория тригонометрических функций в основном была создана выдающимся математиком XVIII веке Леонардом Эйлером (1707-1783) членом Петербургской Академии наук. Громадное научное наследие Эйлера включает блестящие результаты, относящиеся к математическому анализу, геометрии, теории чисел, механике и другим приложениям математики. Именно Эйлер первым ввел известные определения тригонометрических функций, стал рассматривать функции произвольного угла, получил формулы приведения. После Эйлера тригонометрия приобрела форму исчисления: различные факты стали доказываться путем формального применения формул тригонометрии, доказательства стали намного компактнее проще,


Таким образом, тригонометрия, возникшая как наука о решении треугольников, со временем развилась и в науку о тригонометрических функциях.


Позднее часть тригонометрии, которая изучает свойства тригонометрических функций и зависимости между ними, начали называть гониометрией (в переводе – наука об измерении углов, от греческого ((((( - угол, ((((((- измеряю). Термин гониометрия в последнее время практически не употребляется.
III. ТРИГОНОМЕТРИЯ.

Тригономе́трия (от греч. trigonon — треугольник, metro — метрия) — микрораздел математики, в котором изучаются зависимости между величинами углов и длинами сторон треугольников, а также алгебраические тождества тригонометрических функций.

Применение

Тригонометрические вычисления применяются практически во всех областях геометрии, физики и инженерного дела.


Большое значение имеет техника триангуляции, позволяющая измерять расстояния до недалеких звезд в астрономии, между ориентирами в географии, контролировать системы навигации спутников. Также следует отметить применение тригонометрии в таких областях, как техника навигации, теория музыки, акустика, оптика, анализ финансовых рынков, электроника, теория вероятностей, статистика, биология, медицина (включая ультразвуковое исследование (УЗИ) и компьютерную томографию), фармацевтика, химия, теория чисел (и, как следствие, криптография), сейсмология, метеорология, океанология, картография, многие разделы физики, топография и геодезия, архитектура, фонетика, экономика, электронная техника, машиностроение, компьютерная графика, кристаллография.

IV. ФУНКЦИЯ В МАТЕМАТИКЕ.
Исторический очерк


Математическое моделирование явлений и законов природы приводит к возникновению понятия функции, которое поначалу ограничивается алгебраическими функциями (многочленами) и тригонометрией.


Как и остальные понятия математики, общее понятие функции сложилось не сразу, а прошло долгий путь развития. Ещё в XVII веке Непер, вводя в обиход логарифмическую функцию, использовал обходной путь — определил её кинематически. Декарт рассматривал неалгебраические зависимости только в виде редчайшего исключения.


Однако в работе Ферма «Введение и изучение плоских и телесных мест» (1636, опубликованной в 1679 год)у, говорится: «Всякий раз, когда в заключительном уравнении имеются две неизвестные величины, налицо имеется место». По существу здесь идёт речь о функциональной зависимости и её графическом изображении («место» у Ферма означает линию).


У Барроу («Лекции по геометрии», 1670) в геометрической форме устанавливается взаимная обратность действий дифференцирования и интегрирования (разумеется, без употребления самих этих терминов). Это свидетельствует уже о совершенно отчётливом владении понятием функции.


В геометрическом и механическом виде это понятие мы находим и у Ньютона. Сам термин «функция» впервые появляется в 1692 году у Лейбница, и притом не совсем в современном его понимании. Лейбниц вначале называет функцией различные отрезки, связанные с какой-либо кривой (например, абсциссы её точек). Позже, однако, в переписке с Иоганном Бернулли (1694) содержание термина расширяется и в конце концов становится синонимом «аналитически заданной зависимости».

В первом печатном курсе «Анализа бесконечно малых для познания кривых линий» Лопиталя (1696) термин «функция» не употребляется.


В начале XVIII века были получены разложения всех стандартных функций и многих других. Благодаря, в основном, Эйлеру (1748) были уточнены их определения. Эйлер впервые ясно определил показательную функцию, а также логарифмическую как обратную к ней, и дал их разложения в ряд. До Эйлера многие математики считали, например, тангенс тупого угла положительным; Эйлер дал современные определения всех тригонометрических функций (этот термин предложил С. Клюгель в 1770 году).


В приложениях анализа появляется множество новых трансцендентных функций. Когда Гольдбах и Даниил Бернулли попытались найти непрерывный аналог факториала, молодой Эйлер сообщил в письме Гольдбаху о свойствах гамма-функции (1729, название принадлежит Лежандру). Через год Эйлер открыл бета-функцию, и далее неоднократно возвращался к этой теме. Гамма-функция и связанные с ней (бета, дзета, цилиндрические (Бесселя)) находят многочисленные применения в анализе, а также в теории чисел, а дзета-функция оказалась незаменимым инструментом для изучения распределения простых чисел в натуральном ряду. В 1757 году Винченцо Риккати, исследуя секторы гиперболы, вводит гиперболические функции ch, sh (именно с такими обозначениями) и перечисляет их основные свойства. Немало новых функций возникло в связи с неинтегрируемостью различных выражений. Эйлер определил (1768) интегральный логарифм (название предложил И.Зольднер, 1809), Л. Маскерони — интегральные синус и косинус (1790). Вскоре появляется и новый раздел математики: специальные функции.


С этим пёстрым собранием надо было что-то делать, и математики приняло радикальное решение: все функции, независимо от их происхождения, были объявлены равноправными. Единственное требование, предъявляемое к функции — определённость, причём имеется в виду не однозначность самой функции (она может быть и многозначной), а недвусмысленность способа вычисления её значений.


Первое общее определение функции встречается у Иоганна Бернулли (1718): «Функция — это величина, составленная из переменной и постоянной». В основе этого не вполне отчётливого определения лежит идея задания функции аналитической формулой. Та же идея выступает и в определении Эйлера, данном им во «Введении в анализ бесконечных» (1748): «Функция переменного количества есть аналитическое выражение, составленное каким-либо образом из этого переменного количества и чисел или постоянных количеств».


Всё же в XVIII веке отсутствовало достаточно ясное понимание различия между функцией и её аналитическим выражением. Это нашло отражение в той критике, которой Эйлер подверг решение задачи о колебании струны, предложенное Даниила Бернулли (1753). В основе решения Бернулли лежало утверждение о возможности разложить любую функцию в тригонометрический ряд. Возражая против этого, Эйлер указал на то, что подобная разложимость доставляла бы для любой функции аналитическое выражение, в то время как функция может и не иметь его (она может быть задана графиком, «начертанным свободным движением руки»).


Эта критика убедительна и с современной точки зрения, ибо не все функции допускают аналитическое изображение (правда, у Бернулли речь идёт о непрерывной функции, которая, как установил в 1885 Вейерштрасс, всегда аналитически изобразима, но она может и не разлагаться в тригонометрический ряд).


Однако другие аргументы Эйлера уже ошибочны. Например, он считал, что разложение функции в тригонометрический ряд доставляет для неё единое аналитическое выражение, в то время как она может быть «смешанной» функцией, представимой на разных отрезках разными формулами. На самом деле одно другому не противоречит, но в ту эпоху казалось невозможным, чтобы два аналитических выражения, совпадая на части отрезка, не совпадали на всём его протяжении. Позже, при исследовании функций многих переменных он понял ограниченность прежнего определения и признал разрывные функции, а затем, после исследования комплексного логарифма — даже многозначные функции.


Под влиянием теории бесконечных рядов, которые давали алгебраическое представление почти любой гладкой зависимости, наличие явной формулы постепенно перестало быть обязательным для функции. Логарифм или показательная функция, например, вычисляются как пределы бесконечных рядов; такой подход распространился и на другие нестандартные функции. С рядами обращаются как с конечными выражениями, первоначально никак не обосновывая корректность операций и даже не гарантируя сходимость ряда.


Начиная с «Дифференциального исчисления» (1755), Эйлер фактически принимает современное определение функции как произвольного числового соответствия:

Когда некоторые количества зависят от других таким образом, что при изменении последних и сами они подвергаются изменению, то первые называются функциями вторых.


С начала XIX века уже всё чаще и чаще определяют понятие функции без упоминания об её аналитическом изображении. В «Трактате по дифференциальному и интегральному исчислению» (1797—1802) Лакруа говорится: «Всякая величина, значение которой зависит от одной или многих других величин, называется функцией этих последних».


В «Аналитической теории тепла» Фурье (1822) имеется фраза: «Функция fx обозначает функцию совершенно произвольную, то есть последовательность данных значений, подчинённых или нет общему закону и соответствующих всем значениям x, содержащимся между 0 и какой-либо величиной x».


Близко к современному и определение Лобачевского:

…Общее понятие функции требует, чтобы функцией от x называть число, которое даётся для каждого x и вместе с x постепенно изменяется. Значение функции может быть дано или аналитическим выражением, или условием, которое подаёт средство испытывать все числа и выбирать одно из них, или, наконец, зависимость может существовать и оставаться неизвестной… Обширный взгляд теории допускает существование зависимости только в том смысле, чтобы числа одни с другими в связи понимать как бы данными вместе".


Таким образом, современное определение функции, свободное от упоминаний об аналитическом задании, обычно приписываемое Дирихле, неоднократно предлагалось и до него. Вот определение Дирихле (1837):

у есть функция переменной х (на отрезке 

Отображе́ние или фу́нкция (лат. functio — исполнение, осуществление) — одно из основных понятий математики, выражающее зависимость одной величины от другой.

[image: image1]Неформальное определение

Определение. Пусть X и Y — два множества. Закон F, согласно которому каждому элементу [image: image2.png]


поставлен в соответствие единственный элемент [image: image3.png]


, называется отображением множества X в множество Y или функцией, заданной на X со значениями в Y.

Отображения обозначают так:

· [image: image4.png]


или [image: image5.png]


для отображения F, множества X в множество Y. 

· y = F (x) или [image: image6.png]F:r—y



или [image: image7.png]


. 

При этом:

· Множество X тогда называется областью определения отображения F (обозначается D(f) или D(y).). 

· Множество Y — областью значений отображения F.(обозначается E(f) или E(y). 

· Элемент x называют аргументом или независимой переменной, 

· Элемент y = F(x) — значением или зависимой переменной. 


При необходимости можно различать отображения в зависимости от природы множеств X и Y. Если X и Y — числовые множества, такие, как [image: image8.png]


 или [image: image9.png]


, то отображение называют функцией. Если X или Y многомерны, например, [image: image10.png]


или [image: image11.png]


, то отображение называют вектор-функцией. Если X — произвольной природы, а Y — поле, то отображение называют функционалом. В специальных случаях используют и другие термины: оператор, функтор, преобразование, морфизм и т. д.

Формальное определение

То, что приведено выше, не может считаться формальным математическим определением, по сути, в нём понятие «функция» подменено словом «закон». Некоторые авторы считают функцию основным понятием, то есть в определении не нуждающимся, но чаще всего формальные определения функции строится на основе теории множеств:


Пусть даны множества X и Y, тогда множество всех упорядоченных пар [image: image12.png]


называется функцией одного аргумента тогда и только тогда, когда для любых [image: image13.png]


и [image: image14.png]


из [image: image15.png]


следует, что [image: image16.png]


.


Фактически это означает, что изменение значения функции может произойти только вследствие изменения её аргумента.


Это же определение легко обобщить на случай функции многих аргументов.


Пусть даны множества [image: image17.png]


и множество Y, тогда упорядоченное множество всех кортежей [image: image18.png]


называется функцией n аргументов тогда и только тогда, когда для любых [image: image19.png]Loy ey Ty Y ) E f




и [image: image20.png]


из [image: image21.png]


следует, что [image: image22.png]r, #Fr,Vre[l,n]NZ




Способы задания
	Словесный
	С  помощью естественного языка
	Игрек равно целая часть от х.

	Аналитический
	С помощью аналитической формулы
	f(x) = x!

	Графический
	С помощью графика
	





Фрагмент графика функции [image: image25.png]Yy = arctgr



.

	Табличный
	С помощью таблицы значений
	x

0

1

2

3

4

5

6
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9

y

1

1
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3

5

8
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34

55




Связанные определения
· Пусть дано отображение [image: image26.png]


, и [image: image27.png]


. Тогда сужением функции F на M называется функция [image: image28.png]Fl,,: M =Y



, определяемая равенством 

[image: image29.png]Fly(x)=F(z),VzeM



. 

· NB! Это определение подчеркивает, что фиксация области определения является частью определения функции. 

· Пусть [image: image30.png]


. Тогда образом множества M называется подмножество Y, определяемое равенством 

[image: image31.png]


. 

· Множество F(X) называется образом отображения F. 

· Пусть задано отображение [image: image32.png]


, [image: image33.png]reX yeVt



и y = F(x). Тогда x называется прообразом y, а y называется образом x. Согласно определению отображения, каждый элемент [image: image34.png]


должен иметь ровно один образ, но элемент [image: image35.png]


может не иметь прообразов либо иметь один или несколько. 

· Например, пусть дана функция [image: image36.png]


, где F(x) = x2. Тогда 

y = − 1 не имеет прообразов; 

y = 0 имеет единственный прообраз x = 0; 

y = 1 имеет два прообраза: x1 = 1 и x2 = − 1. 

· Пусть задано отображение [image: image37.png]


, и [image: image38.png]


. Тогда множество [image: image39.png]{lreX|F(r)=y}CcX



называется полным прообразом элемента y. Полный прообраз обозначается F - 1(y). 

· Например, пусть [image: image40.png]


, и F(x) = sinx. Тогда 

[image: image41.png]Fru={Stomk |z}



. 

· Пусть [image: image42.png]


. Тогда прообразом множества N называется подмножество X, определяемое равенством 

[image: image43.png]


. 

· Например, пусть [image: image44.png]


, и F(x) = cosx. Тогда 

[image: image45.png]


, 

[image: image46.png]F (o) = J[-5 +2mn, 5 + 2m)

nez



. 




Фрагмент графика функции f(x) = x3 − 9x
· Пусть дано отображение [image: image48.png]


. Тогда его графиком Γ называется множество
     [image: image49.png]I'={(z,F(x)) |z X} Cc X xY



,
где [image: image50.png]


обозначает декартово произведение множеств X и Y. 

· График непрерывной функции [image: image51.png]


является кривой на двумерной плоскости. 

· Графиком непрерывной функции [image: image52.png]


является поверхность в трёхмерном пространстве. 

Свойства
Свойств прообразов и образов
· [image: image53.png]FHAUuB)=F YA UF*B),YABCY



; 

· [image: image54.png]FHAnB)=F YA nF*B),YA,BCY



; 

· [image: image55.png]


; 

· [image: image56.png]F(AnB)C F(A)NnF(B), VA, BCc X



. Заметим отсутствие равенства в этом случае. 

V. ОСНОВНЫЕ 

ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ.




Графики тригонометрических функций: синуса, косинуса, тангенса, секанса, косеканса, котангенса

Тригонометрические функции — математические функции от угла. Они важны при изучении геометрии, а также при исследовании периодических процессов. Обычно тригонометрические функции определяют как отношения сторон прямоугольного треугольника или длины определённых отрезков в единичной окружности. Более современные определения выражают тригонометрические функции через суммы рядов или как решения некоторых дифференциальных уравнений, что позволяет расширить область определения этих функций на произвольные вещественные числа и даже на комплексные числа.


В настоящее время выделяют шесть основных тригонометрических функций, указанных ниже вместе с тождествами, связывающими их друг с другом. Для последних четырёх функций, эти соотношения часто называют определениями этих функций, однако можно определять эти функции геометрически или как-нибудь по-другому. Кроме того, существуют другие функции, такие как [image: image58.png]versin



 и [image: image59.png]


, но они в настоящее время почти не используются. С тригонометрическими функциями тесно связаны обратные им функции , а также гиперболические функции.

	Основные тригонометрические функции

	Функция
	Обозначение
	Соотношение

	Синус
	sin
	[image: image60.png]




	Косинус
	cos
	[image: image61.png]




	Тангенс
	[image: image62.png]


 или tan
	[image: image63.png]




	Котангенс
	[image: image64.png]ctg



 или cot
	[image: image65.png]




	Секанс
	sec
	[image: image66.png]sec

cosT





	Косеканс
	[image: image67.png]


 или csc
	[image: image68.png]cosec







[image: image69]Тригонометрические функции в прямоугольном треугольнике
[image: image70.png]



Прямоугольный треугольник


Чтобы определить тригонометрические функции произвольного угла α, возьмём произвольный прямоугольный треугольник, содержащий угол α. Стороны этого треугольника мы будем называть так:

· Гипотенуза — сторона, противолежащая прямому углу, самая длинная сторона в треугольнике. В данном случае, сторона c. 

· Противолежащий катет — катет, лежащий напротив угла. Например, катет a — противолежащий по отношению к углу A. 

· Прилежащий катет — катет, являющийся стороной угла. Например, катет b — прилежащий по отношению к углу A. 


Будем предполагать, что треугольник лежит в евклидовой плоскости, поэтому сумма его углов равна π. Это означает, что углы между катетами и гипотенузой лежат между 0 и [image: image71.png]=



Используя формулы приведения или определение через единичную окружность, можно расширить область определения тригонометрических функций на множество вещественных чисел.

Синус угла — отношение противолежащего катета к гипотенузе: [image: image72.png]sina

S



Это отношение не зависит от выбора треугольника ABC, содержащего угол α, так как все такие треугольники подобны.

Косинус угла — отношение прилежащего катета к гипотенузе: [image: image73.png]cosa = -.



Так как [image: image74.png]b
sin = -,
c



синус одного острого угла в треугольнике равен косинусу второго, и наоборот.

Тангенс угла — отношение противолежащего катета к прилежащему: [image: image75.png]



Котангенс угла — отношение прилежащего катета к противолежащему: [image: image76.png]ctga =

R



Котангенс одного острого угла в прямоугольном треугольнике равен тангенсу второго, и наоборот.

Секанс угла — отношение гипотенузы к прилежащему катету: [image: image77.png]



Косеканс угла — отношение гипотенузы к противолежащему катету: [image: image78.png]coseca

a




Из определений тригонометрических функций следует:

[image: image79.png](@ = CSIN v,




[image: image80.png]O = CCOS (v,




[image: image81.png]otg o,




[image: image82.png]



[image: image83.png]c = bhsecao,




[image: image84.png]C — a4 COSCC LY,




и симметрично:

[image: image85.png]csin 3,




[image: image86.png]a= ccosfd,




[image: image87.png]



[image: image88.png]



[image: image89.png]c =asec/s,




[image: image90.png]b cosec 3.





Определение тригонометрических функций через окружность



Определение тригонометрических функций через окружность.





Tригонометрическиe функций угла α в тригонометрической окружности с радиусом, равным единице.


Пусть на плоскости задана прямоугольная система координат с началом в точке O и с осями OX и OY (см. Рис. 3). Возьмём в этой системе координат окружность с центром в точке O и радиусом, равным единице. Пусть отрезок OA поворачивается на произвольный угол [image: image93.png]


вокруг центра O.

Синусом угла [image: image94.png]


 называется отношение ординаты точки A к длине отрезка OA. Обозначают [image: image95.png]sind = —



Так как длина отрезка OA равна 1, то [image: image96.png]sin %





Косинусом угла [image: image97.png]


 называется отношение абсциссы точки A к длине отрезка OA. Обозначают [image: image98.png]cost) = —



Так как длина отрезка OA равна 1, то [image: image99.png]




Тангенсом угла [image: image100.png]


 называется отношение ординаты точки A к абсциссе точки A. Обозначают [image: image101.png]


(в англоязычной литературе [image: image102.png]tan¥).



Так как [image: image103.png]AC =sind



и [image: image104.png]OC = cos?,



то [image: image105.png]sin?d

T cosd





Котангенсом угла [image: image106.png]


 называется отношение абсциссы точки A к ординате точки A. Обозначают [image: image107.png]ctgd = O—



(в англоязычной литературе [image: image108.png]cot ).



Так как [image: image109.png]AC =sind



и [image: image110.png]OC = cos?,



то [image: image111.png]cos
T sind



Котангенс равен обратному значению тангенса: [image: image112.png]ctg ¥ =

%‘H





Секансом угла [image: image113.png]


 называется отношение длины отрезка OA к абсциссе точки A. Обозначают [image: image114.png]sect) = ——.



Так как длина отрезка OA равна 1, то [image: image115.png]sect) = —



Секанс равен обратному значению косинуса: [image: image116.png]sect) =

cos?





Косекансом угла [image: image117.png]


 называется отношение длины отрезка OA к ординате точки A. Обозначают [image: image118.png]cosec ) =

AC



(в англоязычной литературе [image: image119.png]cscd).



Так как длина отрезка OA равна 1, то [image: image120.png]


 Косеканс равен обратному значению синуса: [image: image121.png]




Из определения следует: если косинус угла равен нулю, то тангенс и секанс этого угла не существуют. Аналогично для котангенса и косеканса: если синус угла равен нулю, то котангенс и косеканс этого угла не существуют.

Значения тригонометрических функций нестандартных углов
[image: image122.png]



[image: image123.png]8- /22— VBB VE) — 22+ VIG+ V5)

84 \/2(27\6)(3—\/5) i \/2(2 +V3)(5+ V5)




[image: image124.png]on 5 = 5 (V2 V4 VR (VB + VB - V) 4 4 Vs VB (VB V)4 V5 1)




[image: image125.png]éJ(J,”” Vi) ,17 VT 4217+ VIT) + 3VIT+ 17+ /2(17 - ﬁ)+ﬁ+15)




Свойства тригонометрических функций
Функция y = cos x — чётная. Функции: y = sin x, y = tg x, y = ctg x — нечётные, то есть:

[image: image126.png]sin (—x) = —sinx,




[image: image127.png]cos (-

COST .,




[image: image128.png]tg (—x)

tgx,




[image: image129.png]—ctgx.
ctg (—:




Для острых углов [image: image130.png]< =
o< =
9



справедливо:

[image: image131.png]



[image: image132.png]cos (

s—a

) =sina.




[image: image133.png]o
F-a

):ctga,




[image: image134.png]ctg <g—a> —tga.




Для углов [image: image135.png]() < v < 71



справедливо:

[image: image136.png]sin (m —

sina




[image: image137.png]cos(m— o

—COoS (¢,




[image: image138.png]



Основные тригонометрические тождества
Рассмотрим треугольник ABС (см. рис. 2). По теореме Пифагора:

[image: image139.png]



если AB = 1, то AC = sin α и BC = cos α, то есть

[image: image140.png]sin” o + cos” o





Если разделить выражение (1) на cos2α, то получим следующее тождество:

[image: image141.png]1+tg’a =

€O

®





Если разделить выражение (1) на sin2α, то получим следующее тождество:

[image: image142.png]a07

et
sin? o

)




или

[image: image143.png]1+ ctgla=

——.
sinZa

e




Так как [image: image144.png]sin o

COS (¥



и [image: image145.png]


, то [image: image146.png]tga-ctga:l,a%%,nez




VI. РЕДКО ИСПОЛЬЗУЕМЫЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ.

Редко используемые тригонометрические функции — функции угла, которые в настоящее время используются редко по сравнению с шестью основными тригонометрическими функциями (синусом, косинусом, тангенсом, котангенсом, секансом и косекансом). К ним относятся:





Определение тригонометрических функций через окружность. Отрезки CD и DE описывают соответственно версинус и эксеканс.




Графики версинуса, коверсинуса и гаверсинуса
· Синус-верзус (другие написания: версинус, синус версус, называется также «стрелкой дуги»). Определяется как [image: image149.png]v
versind = 1 — cos? = 2sin’ 5



 Представляет собой расстояние от центральной точки дуги, измеряемой удвоенным данным углом, до центральной точки хорды, стягивающей дугу. Иногда используются обозначения [image: image150.png]vers?), sin versi.



 C ним связаны ещё несколько функций: 

· Косинус-верзус (другие написания: коверсинус, косинус версус). Определяется как [image: image151.png]vercosd) = versin (g 719) =1—sind



Иногда используются обозначения [image: image152.png]cvst, cos versi.




· Гаверсинус (англ. haversinus, сокращение от half the versed sine). Определяется как [image: image153.png]versing ., 0
"R —sin?

haversind =



Используется также обозначение [image: image154.png]



· Эксеканс (англ. exsecant) или экссеканс. Определяется как [image: image155.png]exsec 1! = sect) —




· Экскосеканс — дополнительная функция к эксекансу: [image: image156.png]excscd) = exsec (g - 19) = cosecd) — 1





Использование
Версинус, коверсинус и гаверсинус были удобны для ручных расчётов с использованием логарифмов, поскольку они всюду неотрицательны, однако в связи с развитием вычислительных средств эта область применения неактуальна. В настоящее время эти функции используются для описания соответствующих сигналов в электронике (например, в функциональных генераторах).

VII. ОБРАТНЫЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ.


Обратные тригонометрические функции — математические функции, являющиеся обратными к тригонометрическим функциям. К обратным тригонометрическим функциям обычно относят шесть функций:

· арксинус (обозначение: arcsin) 

· арккосинус (обозначение: arccos) 

· арктангенс (обозначение: arctg; в иностранной литературе arctan) 

· арккотангенс (обозначение: arcctg; в иностранной литературе arccotan) 

· арксеканс (обозначение: arcsec) 

· арккосеканс (обозначение: arccosec; в иностранной литературе arccsc) 


Название обратной тригонометрической функции образуется от названия соответствующей ей тригонометрической функции добавлением приставки «арк-» (от лат. arc — дуга). Это связано с тем, что геометрически значение обратной тригонометрической функции можно связать с длиной дуги единичной окружности (или углом, стягивающим эту дугу), соответствующей тому или иному отрезку. Изредка в иностранной литературе пользуются обозначениями типа sin−1 для арксинуса и т.п.; это считается неоправданным, так как возможна путаница с возведением функции в степень −1.

Основное соотношение
[image: image157.png]arcsinz -+ arccosz






[image: image158.png]arctgx + arcctge





Функция arcsin х



График функции y = arcsinx.


Арксинусом числа m называется такой угол x, для которого [image: image160.png]. "
iing g

<

SIE





Функция y = arcsinx непрерывна и ограничена на всей своей числовой прямой. Функция y = arcsinx является строго возрастающей.

· [image: image161.png]sin(arcsin.




при [image: image162.png]



· [image: image163.png]arcsin(siny) = y



при [image: image164.png]SIE

N
<

N
e




· [image: image165.png]


 (область определения), 

· [image: image166.png]E(arcsinz)




 (область значений). 


Свойства функции arcsin х
· [image: image167.png]— arcsinx




 (функция является нечётной).

· [image: image168.png]arcsin o > ()



при [image: image169.png]



· [image: image170.png]


при x = 0. 

· [image: image171.png]arcsinr < ()



при [image: image172.png]



· [image: image173.png]arcsinz arccosyl—a?,  0<z<l
"T \-arccosvI—2%, -1<z<0




· [image: image174.png]arcctg =2 0<z<1

—arcctg Y= — 1<z <0

arcsinr =






Получение функции arcsin х

Дана функция y = sinx. На всей своей области определения она является кусочно-монотонной, и, значит, обратное соответствие y = arcsinx функцией не является. Поэтому мы рассмотрим отрезок, на котором она строго возрастает и принимает все значения области значений — [image: image175.png]


. Так как для функции y = sinx на интервале [image: image176.png]


каждому значению аргумента соответствует единственное значение функции, то на этом отрезке существует обратная функция y = arcsinx, график которой симметричен графику функции y = sinx на отрезке [image: image177.png]


относительно прямой y = x.

Функция arccos х




График функции y = arccosx.


Арккосинусом числа m называется такой угол x, для которого [image: image179.png]COS.






Функция y = arccosx непрерывна и ограничена на всей своей числовой прямой. Функция y = arccosx является строго убывающей.

· cos(arccosx) = x при [image: image180.png]



· arccos(cosy) = y при [image: image181.png]



· D(arccosx) = [ − 1;1], (область определения), 

· E(arccosx) = [0;π]. (область значений). 


Свойства функции arccos х
· arccos( − x) = π − arccosx (функция центрально-симметрична относительно точки [image: image182.png]



· arccosx > 0 при [image: image183.png]



· arccosx = 0 при x = 1. 

· [image: image184.png]arccoss = {

aresiny/1 — 27,
7 — arcsin v/I — 22





· [image: image185.png]




 Получение функции arccos х

Дана функция y = cosx. На всей своей области определения она является кусочно-монотонной, и, значит, обратное соответствие y = arccosx функцией не является. Поэтому мы рассмотрим отрезок, на котором она строго возрастает и принимает все свои значения — [0;π]. На этом отрезке y = cosx строго монотонно убывает и принимает все свои значения только один раз, а значит, на отрезке [0;π] существует обратная функция y = arccosx, график которой симметричен графику y = cosx на отрезке [0;π] относительно прямой y = x.

Функция arctg х



График функции [image: image187.png]y = arctgx



.


Арктангенсом числа m называется такой угол x, для которого [image: image188.png]tgx =m,

—s<z<

o





Функций [image: image189.png]Yy = arctgr



непрерывна и ограничена на всей своей числовой прямой. Функция [image: image190.png]Yy = arctgr



является строго возрастающей.

· [image: image191.png]tg (arctgx




при [image: image192.png]



· [image: image193.png]arctg (tgy) = y



при [image: image194.png]SIE

<y<3.




· [image: image195.png]D(arctgzr) € IR,




· [image: image196.png]E(arctgz) = (,g; g)





Свойства функции arctg х
· [image: image197.png]arctg ( —:

—arctgx



(функция нечётная). 

· [image: image198.png]arctge > 0



при x > 0. 

· [image: image199.png]


при x = 0. 

· [image: image200.png]arctge < 0



при x < 0. 

· [image: image201.png]arctgx

.
arccos A
—arccos =,




· [image: image202.png]arcctg L,z > 0

arctgr = {arcctg% —r,  0<a





Получение функции arctg х

Дана функция [image: image203.png]


На всей своей области определения она является кусочно-монотонной, и, значит, обратное соответствие [image: image204.png]y = arctgx



функцией не является. Поэтому рассмотрим отрезок, на котором она строго возрастает и принимает все свои значения только один раз — [image: image205.png]


На этом отрезке [image: image206.png]


строго монотонно возрастает и принимает все свои значения только один раз, следовательно, на интервале [image: image207.png]


существует обратная функция [image: image208.png]y = arctgx



, график которой симметричен графику [image: image209.png]


на отрезке [image: image210.png]


относительно прямой y = x.

 Функция arcctg х

Арккотангенсом числа m называется такой угол x, для которого [image: image211.png]




Функция [image: image212.png]iy = arcctgx



непрерывна и ограничена на всей своей числовой прямой. Функция [image: image213.png]iy = arcctgx



является строго убывающей.

· [image: image214.png]ctg (arcctg.




при [image: image215.png]



· [image: image216.png]arcctg (ctgy)



при 0 < y < π, 

· [image: image217.png]



· [image: image218.png]




Свойства функции arcctg х
· [image: image219.png]arcctg (—:

— arcctgr



(график функции центрально-симметричен относительно точки [image: image220.png]



· [image: image221.png]arcctgr > (



при любых x. 

· [image: image222.png]in ———. >
aresin 2=, x>
0

arcctga Vit
o aresio o,

0
<a





Получение функции arcctg х

Дана функция [image: image223.png]


. На всей своей области определения она является кусочно-монотонной, и, значит, обратное соответствие [image: image224.png]iy = arcctgx



функцией не является. Поэтому рассмотрим отрезок, на котором она строго возрастает и принимает все свои значения только один раз — (0;π). На этом отрезке [image: image225.png]


строго возрастает и принимает все свои значения только один раз, следовательно, на интервале (0;π) существует обратная функция [image: image226.png]iy = arcctgx



, график которой симметричен графику [image: image227.png]


на отрезке (0;π) относительно прямой y = x.
VIII. ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ТОЖДЕСТВА.

Основные тригонометрические формулы
	Основные формулы

	[image: image228.png]2 2
sin“a 4+ cos” o

1




	(1)

	[image: image229.png]



	(2)

	[image: image230.png]1
ctg’a +1 = —5— = esc’a
.




	(3)


Формула (2) получается делением (1) на cos2α, а формула (3) — делением (1) на sin2α.

Формулы сложения аргументов
	Формулы сложения аргументов

	[image: image231.png]sin (@ = () = sina cosF & cosa sin (3




	(5)

	[image: image232.png]cos(a &+ (3) = cosa cos J F sina sin (3




	(6)

	[image: image233.png]tga = tgl
tg (= 8) = T tgaied




	(7)


Формула (7) получается при делении (5) на (6).




Вывод формул [image: image235.png]sin(a + 3), cos(a + 3)



  

Принято, что AE = 1, [image: image236.png]BAC =/DEC=a+03



.

Так как AE = 1, то

(BE) = sinα 

(AB) = cosα 

(DE) = sinβ 

(AD) = cosβ. 

Из треугольника ABC следует:

[image: image237.png]sin(a + () =

sina + (CL)

cosB 1 (CD)




[image: image238.png]cos(ar+ ) =




Из треугольника CDE следует:

[image: image239.png]sin(a + 8) =

CE

(16)




[image: image240.png]sin 8

cos(a + 8) = E

()



. 

Приравниваем правые части уравнений (14) и (16):

[image: image241.png](€D) _sina+(CE)
(CE) ~ c0sB+(CD)




[image: image242.png](CD)cos 3+ (CD)* = (CE)sina+ (CE)*  (18)




Приравниваем правые части уравнений (15) и (17) и решаем, полученное уравнение относительно CE:

[image: image243.png]smB _~ cosa
(CE) ~cosB+ (CD)




[image: image244.png]sinB(cos 8+ (CD))

(CE)= cosa

1)



. 

Подставляем (CE) из (19) в (18):

[image: image245.png]piin(@)cos(a) + sin(B) cos(f)

(D)= 2(0) ()

20)



. 

Полученное значение для CD подставляем в (15):

[image: image246.png]cosa

cos 3+ sin gerleleslalton(d) ox(

cos?(a)—sim>(5)

cos(a+8) =




[image: image247.png]cos*(a) —sin”(8)

~ Cos(a) cos(B) T sin(a)sin(3)




[image: image248.png]_ cos’(a) —sin*(f) + cos”() cos™(03) — cos(a) cos*((3) + sin(a) sin(§) — sin”(a) sin®(5) _

cos(a) cos(a) + sin(a) sin(a)




[image: image249.png]_ cos™(a)(1 — cos*(f)) — sin®(B)(1 — sin*()) + cos”() cos”(B) — sin*(a) sin”(5) _

cos(a) cos(a) + sin(a) sin(a)




[image: image250.png]_ cos”(a)sin”(f) — cos”(a) sin” () + cos”(a) cos™(f) — sin”(a) sin“(5) _

cos(a) cos(3) + sin(a) sin(5)





[image: image251.png]_ (cos(a) cos(f) — sin(a) sin(f))(cos(a) cos(f) + sin(a) sin(8))
cos(a) cos( ) + sin(a) sin(3)




. 

Итак:

сos (α + β) = cos(α) cos(β) − sin(α) sin(β). 

Формулы двойного угла
Формулы двойного угла выводятся из формул (5), (6) и (7), если принять, что угол β равен углу α:
	Формулы двойного угла

	sin2α = 2sin(α)cos(α)
	(23)

	cos2α = cos2α − sin2α
	(24)

	[image: image252.png]



	(25)


Формулы понижения степени
Формулы понижения степени выводятся из формулы (24), заменой cos2α = 1 − sin2α и sin2α = 1 − cos2α:

	Формулы понижения степени

	[image: image253.png]sin’

1 —cos2a

9




	(26)

	[image: image254.png]2 l4cosla
cos’ @ = —— 21




	(27)


Формулы преобразования произведений функций
	Формулы преобразования произведений функций

	[image: image255.png]sinarsin § = w




	(28)

	[image: image256.png]sinms@:w




	(29)

	[image: image257.png]cosaxcos = M




	(30)

	[image: image258.png]cosasin § = sin(a + §) ;sin(a—ﬁ)




	(31)


Вывод формул преобразования произведений функций  

Формулы сложения функций выводятся из формул сложения аргументов (5), (6) и (7). Например, из формулы (5) следует:

sin(α + β) + sin(α − β) = sinαcosβ + cosαsinβ + sinαcosβ − cosαsinβ = 

= 2sinαcosβ. 

То есть:

[image: image259.png]sinms@:w



   — формула (29). 

Остальные формулы преобразования произведений функций выводятся аналогично.

Формулы преобразования суммы функций
	Формулы преобразования суммы функций

	[image: image260.png]. . i &
sin o+ sin f = 2sin

9





	(32)

	[image: image261.png]a+f
9

cosa + cos f = 2cos cos




	(33)

	[image: image262.png]a+f
9

cos v — cosf = —2sin sin




	(34)

	[image: image263.png]sin{a = )

tger tgf = —— 3




	(35)

	[image: image264.png]Esin(a = J)
ctgar % ctgl = “smasng




	(36)


Вывод формул преобразования суммы функций  

Формулы преобразования суммы функций выводятся из формул преобразования произведений функций (28), (29), (30) и (31) с помощью подстановки:

[image: image265.png]



и

[image: image266.png]


. 

Подставим эти выражения в формулу (28):

[image: image267.png]cos J — cosa
9




, то есть 

[image: image268.png]cosa — cos }



   — формула (34). 

Остальные формулы преобразования суммы синуса и косинуса выводятся аналогично.

Из формулы (7) следует:

[image: image269.png]



[image: image270.png]sin(a + ) cosacosff —sinasinf
~ cos(a + ) cosacosfB





[image: image271.png]_ sin{e+ f§) cos(a + 0)
~ Ccos(at B)  cosacosB



, то есть 

[image: image272.png]sin{a = )

tger tgf = —— 3



  — формула (36). 

Преобразование суммы синусов 3-x разных углов в произведение при :[image: image273.png]a +8 +9 =180"



 :
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Решение простейших тригонометрических уравнений
· sinx = a. 

Если | a | > 1 — решений нет. 

Если [image: image275.png]


— решением является число вида [image: image276.png]—1)"arcsina+mn;n € Z



. 

· cosx = a. 

Если | a | > 1 — решений нет. 

Если [image: image277.png]


— решением является число вида [image: image278.png]r =xarccosa+ 2mn;n € Z



. 

· [image: image279.png]texr




. 

Решением является число вида [image: image280.png]


. 

· [image: image281.png]


. 

Решением является число вида [image: image282.png]


. 

Универсальная тригонометрическая подстановка
· [image: image283.png]2tg5
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IX. ТРИГОНОМЕТРИЯ В ФИЗИКЕ.


В технике и окружающем нас мире часто приходится сталкиваться с периодическими (или почти периодическими) процессами, которые повторяются через одинаковые промежутки времени. Такие процессы называют колебательными. Колебательные явления различной физической природы подчиняются общим закономерностям. Например, колебания тока в электрической цепи и колебания математического маятника могут описываться одинаковыми уравнениями. Общность колебательных закономерностей позволяет рассматривать колебательные процессы различной природы с единой точки зрения. Наряду с поступательными и вращательными движениями тел в механике значительный интерес представляют и колебательные движения. 

        Механическими колебаниями называют движения тел, повторяющиеся точно (или приблизительно) через одинаковые промежутки времени. Закон движения тела, совершающего колебания, задается с помощью некоторой периодической функции времени x = f(t). Графическое изображение этой функции дает наглядное представление о протекании колебательного процесса во времени. Примером волны такого рода могут служить волны, бегущие по натянутому резиновому жгуту  или по струне.


Если смещение частиц среды происходит в направлении распространения волны, такая волна называется продольной. Волны в упругом стержне  или звуковые волны в газе являются примерами таких волн.

       Волны на поверхности жидкости имеют как поперечную, так и продольную компоненты.

       Как в поперечных, так и в продольных волнах не происходит переноса вещества в направлении распространения волны. В процессе распространения частицы среды лишь совершают колебания около положений равновесия. Однако волны переносят энергию колебаний от одной точки среды к другой.

       Примерами простых колебательных систем могут служить груз на пружине или математический маятник (рис.1).


[image: image285]
Рисунок1.Механические колебательные системы. 


Механические колебания, как и колебательные процессы любой другой физической природы, могут быть свободными и вынужденными. Свободные колебания совершаются под действием внутренних сил системы, после того, как система была выведена из состояния равновесия. Колебания груза на пружине или колебания маятника являются свободными колебаниями. Колебания, происходящие под действием внешних периодически изменяющихся сил, называются вынужденными.


На рис. 2 приведены графики координаты, скорости и ускорения тела, совершающего гармонические колебания. 

Простейшим видом колебательного процесса являются простые  гармонические колебания, которые описываются уравнением:

x = m cos (ωt + f0). 

[image: image286]
Рисунок 2. Графики координаты x(t), скорости υ(t) и ускорения a(t) тела, совершающего гармонические колебания. 

Звуковыми волнами или просто звуком принято называть волны, воспринимаемые человеческим ухом. 

        Если в каком-нибудь месте твердой, жидкой или газообразной среды возбуждены колебания частиц, то вследствие взаимодействия атомов и молекул среды колебания начинают передаваться от одной точки к другой с конечной скоростью. Процесс распространения колебаний в среде называется волной.

        Механические волны бывают разных видов. Если при распространении волны частицы среды испытывают смещение в направлении, перпендикулярном направлению распространения, такая волна называется поперечной. Если смещение частиц среды происходит в направлении распространения волны, такая волна называется продольной. Волны на поверхности жидкости имеют как поперечную, так и продольную компоненты. Продольные механические волны могут распространяться в любых средах – твердых, жидких и газообразных.


Значительный интерес для практики представляют простые гармонические или синусоидальные волны. Они характеризуются  амплитудой A колебания частиц, частотой f и длиной волны λ.  Синусоидальные волны распространяются в однородных средах с некоторой постоянной скоростью υ.

На рис. 3 изображены «моментальные фотографии» поперечной волны в два момента времени: t и t + Δt. За время Δt волна переместилась вдоль оси OX на расстояние υΔt. Волны, все точки которых перемещаются с одной и той же скоростью, принято называть бегущими.


[image: image287]
Рисунок 3. «Моментальные фотографии» бегущей синусоидальной волны в момент времени t и t + Δt. 


Бегущая синусоидальная волна обладает двойной периодичностью – во времени и пространстве. В бегущей синусоидальной волне каждая частица среды совершает гармонические колебания с некоторой частотой ω. Поэтому, как и в случае простого колебательного процесса, средняя потенциальная энергия, запасенная в некотором объеме среды, равна средней кинетической энергии в том же объеме. 


Если волны, бегущие по струне во встречных направлениях, имеют синусоидальную форму, то при определенных условиях они могут образовать стоячую волну. 

[image: image288]
Рисунок 4. Образование стоячей волны в струне, закрепленной на обоих концах. 
По струне одновременно распространяются в противоположных   направлениях две волны одной и той же частоты: 

    y1(x, t) = A cos (ωt + kx) – волна, бегущая справа налево; 

    y2(x, t) = –A cos (ωt – kx) – волна, бегущая слева направо.  

       В точке x = 0 (один из закрепленных концов струны) падающая волна y1 в результате отражения порождает волну y2. При отражении от неподвижно закрепленного конца отраженная волна оказывается в противофазе с падающей. Согласно принципу суперпозиции:   y = y1 + y2 = (–2A sin ωt) sin kx. 



Это и есть стоячая волна. В стоячей волне существуют неподвижные точки, которые называются узлами. Посередине между узлами находятся точки, которые колеблются с максимальной амплитудой. Эти точки называются пучностями. В стоячей волне нет потока энергии. Колебательная энергия, заключенная в отрезке струны между двумя соседними узлами, не транспортируется в другие части струны. 

        В соответствии с принципом суперпозиции стоячие волны различных типов (то есть с разными значениями n) могут одновременно присутствовать в колебаниях струны.

X. СТАНДАРТНЫЕ СПОСОБЫ РЕШЕНИЯ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ.
1-й способ. Приведение уравнения к однородному относительно синуса и косинуса.

                                            sin x – cos x=1

Разложим левую часть по формулам двойного аргумента, а правую часть заменим тригонометрической единицей:
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Произведение равно нулю, если хотя бы один из множителей равен нулю, а остальные при этом не теряют смысла, поэтому
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2-й способ. Разложение левой части уравнения на множители.

 sin x – cos x=1

Так как 1+ cos x =2cos​​2 
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Ответ
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3-й способ. Ведение вспомогательного угла (числа)
sin x – cos x=1

В левой части уравнения вынесем
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за скобку(корень квадратный из суммы коэффициентов при sin x и cos x).Получим
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Ответ:
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С помощью тригонометрического круга легко установить, что решение
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распадается на два случая
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4-й способ. Преобразование разности ( или суммы) тригонометрических функций в произведение.

sin x – cos x=1

Запишем уравнение в виде 

sin x-sin (
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Применяем формулу разности двух синусов, получим
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Ответ:
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С помощью тригонометрического круга легко установить, что решение

x= 
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распадается на два случая
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5-й способ. Приведение к квадратному уравнению относительно одной из функций.

sin x – cos x=1

Так как sin2 x + cos2 x=1 то

 sin x = ±
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Возведём обе части в квадрат:

1-cos2 x =1+2·cos x+ cos2 x

2· cos2 x+2·cos x =0

cos x (cos x+1) =0

cos x =0 или cos x +1 =0

cos x =0

x= 
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В процессе решения обе части уравнения возводились в квадрат, что могло привести к появлению посторонних решений , поэтому необходима проверка. Выполним её.

Полученные решения эквивалентны объединению трёх решений:

x= 
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+ π·k k Є Z
 Первое и второе решения совпадают с ранее полученными, поэтому не являются посторонними.

Проверим 
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Левая часть: sin(-
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Правая часть:1

Следовательно, x= -
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6-й способ. Возведение обеих частей уравнения в квадрат.
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Полученное решение эквивалентно объединению четырёх решений:

x= 2π·k, k Є Z
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Проверка показывает , что первое и четвёртое решения – посторонние.

Ответ
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7-й способ. Выражение всех функций через tg x(универсальная подстановка) по формулам:
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С учётом приведённых формул уравнение 

sin x – cos x=1

запишем в виде
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Умножим обе части уравнения на (1+tg2 
[image: image404.wmf]2

x

),( 1+tg2 
[image: image405.wmf]2

x

не равно 0, так как tg2 
[image: image406.wmf]2

x

≥0)

2·tg 
[image: image407.wmf]2

x

-1+ tg2 
[image: image408.wmf]2

x

= 1+tg2 
[image: image409.wmf]2

x


2·tg 
[image: image410.wmf]2

x

=2

tg 
[image: image411.wmf]2

x

=1

x= 
[image: image412.wmf]4

p

+ π·k, k Є Z

x= 
[image: image413.wmf]2

p

+ 2·π·k, k Є Z.

ОДЗ первоначального уравнения – все множество R. При переходе к tg 
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= π/2+πk, или х = π + 2πk, k Є Z. Следует проверить, не является ли х = π + 2πk решением данного уравнения.

Левая часть: sin(π+ 2·π·k)-cos(π+ 2·π·k)= sin π- cos π=0-(-1)=1

Правая часть:1

Значит ,х = π + 2πk, k Є Z-решение уравнения

Ответ

x= 
[image: image417.wmf]2

p

+ 2π·k, k Є Z
или

x= π+ 2π·k, k Є Z
Диаграмма количества тригонометрических задач, которые встречаются в заданиях ЕГЭ в зависимости от года.
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XI. ЗАКЛЮЧЕНИЕ.


А настолько ли нам важна тригонометрия для успешной сдачи Единого государственного экзамена? Чтобы ответить на этот вопрос, мы исследовали варианты ЕГЭ прошлых лет и выяснили, что с помощью тригонометрии можно решить от 15 до 30% всех задач, предложенных нам на экзамене.



Особенность работы состоит в том, что она является и теоретическим пособием для школьников, и включает задания для самостоятельного решения одновременно.


Таким образом, мы, работая над этим проектом, надеялись, что он будет не только познавательным и интересным, но и полезным для cтаршеклассников, которые желают успешно сдать экзамен по математике.  
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