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План.
1. Замечания об уравнениях высших степеней.
2. Уравнение четвертой степени.
3. Решение уравнений четвертой степени вида: х4+ах3+bx2+cx+d=0.
4. Решение методом разложения на множители.
5. Решение биквадратных уравнений (частный случай трехчленного).
6.
Решение двучленных уравнений 4ой    степени.
7.
Способ решения уравнения 4ой    степени, предложенный
Петербургским академиком Леонардом Эйлером.
Задачу алгебраического решения уравнений можно поставить следующим образом:
выразить корни данного уравнения через его коэффициенты посредством последовательного выполнения ряда рациональных операций и решения двучленного уравнения (действие извлечения корня) или иначе:
построить формулу, выражающую значение корней уравнения через его коэффициенты посредством шести алгебраических операций.
Алгебраическое решение уравнения носит название решения уравнения в радикалах, ибо общая формула, выражающая корни уравнения данной степени n>1 (если только эта формула может быть построена) кроме рациональных операций, непременно должна содержать извлечение корня.
Методами решения квадратных уравнений владели ещё древние греки. В общем виде в радикалах могут быть решены уравнения степени не выше 4ой.
Открытие общих методов решения уравнений 3й и 4й степени относится к XVI веку. После этого почти три столетия продолжались безуспешные поиски найти формулы, выражающие при помощи радикалов, корни любого уравнения степени выше 4ой через его коэффициенты:
Эти попытки прекратились лишь после того, как норвежский математик Абель в двадцатых годах позапрошлого века доказал, что такие формулы для уравнений nой   степени при n > 5 заведомо не могут быть найдены
Решение уравнений четвертой степени вида: х4+ах3+bх2 +сх+d=0 сводится к решению некоторого вспомогательного кубического уравнения. Но эти общие формулы достаточно громоздки, кроме того препятствием при пользовании этими формулами являются так называемые «неприводимые случаи».
Например, если известно, что кубическое уравнение имеет три различных действительных корня, то эти корни в общем случае не выражаются посредством действительных радикалов.
В практике решения уравнений большое значение имеет умение пользоваться частными приемами.
Итак, рассмотрим общий метод решения уравнений 4ой степени, принадлежащий Феррари.
Пусть
х4+ах3+bх2 +сх+d=0
(1)
уравнение 4й степени с комплексными (в частном случае действительными) коэффициентами.
В случае если первый коэффициент не равен 1, мы делим на этот коэффициент обе части уравнения.
Первым шагом является перенесение всех членов, кроме членов 3й 4й степени в правую часть.
x4+ax3=-bx2-cx-d или x4+2ax2x/2= -bx2-cx-d
Прибавим к левой и правой части такой член, чтобы левая часть обратилась в полный квадрат
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Прибавим к выражению стоящему в скобках в левой части пока неопределенное число y/2 (соответственно и в правую часть)
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Для того, чтобы квадратный трехчлен представлял полный квадрат необходимо и достаточно, чтобы его дискриминант В2 - 4АС =0
Поскольку, мы пока не приписывали у определенного числового значения, мы можем выбрать у так, чтобы дискриминант трехчлена в правой части был равен 0.
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Сгруппируем по степеням:
у3  - by2  - (4d – ас)у – ad2 + 4bd - с2 = 0
Достаточно найти только один из корней этого уравнения, тогда мы добьемся того, чтобы трехчлен
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представлял полный квадрат.
Таким образом сущность метода Феррари состоит в том, что сводим решение уравнения 4й степени к решению уравнения 3й степени относительно у (это уравнение называется кубической резольвентой уравнения (1)) и к решению квадратного уравнения, относительно неизвестного х
Пример:
х4 + 2х3 – 4х2 – 5х - 6 = 0
х4 + 2х3 = 4х2 + 5х + 6
х4 + 2х2 + х2 = 4х2 + 5х + 6 + х2
(х2 + х)2 = 5х2 + 5х + 6
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Бывает возможным решение некоторых уравнений высших степеней методом разложения левой части уравнения на множители. В практике разложения многочленов отдельные приемы применяются в различных их комбинациях, и умение целесообразно ими пользоваться приобретается лишь в результате длительного опыта
Простейшие методы разложения основываются на непосредственном применении законов арифметических действий.
В частности, некоторые уравнения 4й степени решаются этим методом. Пусть F(x) - многочлен 4й степени от аргумента х. Если известно разложение F(x) на множители:
F(x)=P1(x), … ,Рк(х), где k=2,3,4.
И не один из множителей в правой части не является правильным делителем F(x), то для решения уравнения F(x)=0 достаточно решить каждое из уравнений:
Р1(х)=0, Р2(х)=0, Рз(х)=0, Р4(х)=0
Число всех корней (комплексных) будет 4.
Например. Решить уравнение Х4+2х3+5х2+4х-12=0
Решение.
Разлагаем левую часть на множители.
Х4+2х3+5х2+4х-12=(Х4+2х3)+(5х2+10х) - (6х+12)=(х+2)х2+(х+2)5х - (х+2)6=
=(х+2)(х3+5х-6)=(х+2)(х3-х2+х2-х+6х-6)=(х+2)[(х-1)х2+(х-1)х+(х-1)6]=
=(х+2)(х-1)(х2+х+6).
Решение сводится к решению двух уравнении 1й степени и одного уравнения 2й степени. Х+2=0;х-1=0;х2+х-6=0, откуда 
         х1=2; х2=1,;
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Или ещё пример. 
Решить равнение х4-2х3 + х-2=0 Решение.
Для разложения левой части на множители применим метод неопределенных
коэффициентов, положив,
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Сравнив коэффициенты при х2, х и свободном члене получим уравнения: 
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А и В корни квадратного уравнения у2+у – 2=0,
[image: image10.png]TR T
S R R i yEhy= -2

Buauut, mioo A=1, B=-2 mi6o A=--2, B=1.
Toncrapszst BMecTO A 1 B 1N 3HAYCHIA TOMY UMM
() 2)=0,

KxH1=0, X' 2-0.

1 i3 . T
xlﬁl—i 171:1,51—‘/5—;1’3.,‘ —at \[—+2=
e 20 2 R\ P




Иногда бывает, возможно, разлагать на множители левую часть уравнения, вводя искусственно новые члены (не нарушая равенства) и используя данные.
Например. Решить уравнение. х4-12х+323=0
Решение, заметав, что 323=182- 1 представим уравнение в виде х4+182=12х-1
Прибавив к обеим частям З6х2, получим: (х2+18)2=(6х+1)2.
Отсюда получим два квадратных уравнения:
х2+18=±(6х+1);
Решая их, получим искомые корни. Иногда бывает возможно, заменяя одинаковые двучлены левой части уравнения через новые неизвестные с целью получения квадратного уравнения относительно нового неизвестного.
Например. Решить уравнение. 32х4—48х3 - 10х2+21х+ 5=0.
Решение. Представим левую часть в виде 2(16х4-24хЗ+9х) - 7(4х2-3х)+5=0
Положив у=4х2-3х, получим 2у2-7у+5=0
Откуда y1=1; у2==5/2;
Для определения х получим два квадратных уравнения:
4х2-Зх-1=0 и 8х2-6х-5=0
Решим ещё уравнение.
(х+а)4+(х+b)4=с
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А это уже биквадратное уравнение.
К уравнениям 4й степени относятся также и биквадратные уравнения, которые являются частным случаем, так называемых трехчленных уравнений,
 т.е. ax4-bx2+с = 0

 Формула решения биквадратного уравнения общеизвестна:
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Вывод, имеется в учебнике Киселева.  В силу того, что наша задача показать различные приемы решения уравнений 4й степени, мы опустим исследование указанной формулы
Разберем решение примера
Пример. Решить уравнение
х4-13х2+36 = 0
Решение. Можно решать сразу по формуле, можно свести к решению квадратного уравнения. Положим у=х2 и решим вспомогательное уравнение
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Разложив подкоренное выражение на множители:
(a2 + 4ab-b2)2 -(a-b)2 =[(a2 + 4аb-b2)-(а-b)2][(а2 + 4ab-b2)+(a-b)2]=                        =(а2 + 4аb-b2- а2+2аb-b2)(а2+4аb-b2-а2 -2ab+b2)=
=(6аb- 2b2)(2ab+2а2)=4аb(3а- b)(а + b),
имеем:
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Уравнение вида Xn-а=0 (а - данное число) называется двучленным уравнением в частности при n = 4 - уравнение четвертой степени. Оно решается непосредственно извлечением корня 4й степени из числа а .
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На основании известных свойств корня имеем:
1.   Если а = 0- уравнение имеет единственное решение.
2.   Если а ≠ 0 - произвольное комплексное (в частности, действительное) число, то в поле комплексных чисел двучленное уравнение 4й степени имеет 4 корня. Пример. Решить уравнение.
Х4+16=0

Разложим левую часть на множители, для чего выделим сначала полный квадрат, а затем сведем дело к разности квадратов 2х чисел.
Итак,
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Приведем ещё один способ решения уравнения четвертой степени. Он принадлежит знаменитому академику Леонарду Эйлеру он замечателен в том отношении, что непосредственно выражает корни уравнения четвертой степени через корни кубической резольвенты
Пусть х4 + ах3 + bх2 + сх + d = 0    (1)
положим, прежде всего, 
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Тогда полное уравнение четвертой степени     (1) превратится в четырехчленное уравнение
У4 + ру2 +qy+r = 0  (2).
Наряду с уравнением (2) рассмотрим кубическое уравнение относительно Z
z3 - 2yz2 + mz + n = 0    (3)
где у — любое из корней уравнения (2), а коэффициенты m и n пока произвольные. Если корни уравнения (3) обозначить через U, V, W, то по формулам Виета будем иметь
2у = u + v + w, m = uv + uw + vw, n = -uvw.
Возводим обе части равенства 2у= U +V +W (4)
в квадрат:
4у2 = u2 + v2 + w2 + 2(uv + uw + vw). (5)
обе части равенства (5) снова возводим в квадрат:
16y4 = (u2 + v2 + w2)2 + 4(uv+ uw + vw)(u2 + v2 + w2 ) +
+ 4(u2v2 + u2w2 +v2w2)+8uvw(u +v + w)
Подставляя в уравнение (2) вместо y,y2,y4 их выражения из равенств (6), (5), (4), получаем после некоторых упрощений:
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Подберем теперь коэффициенты m и n уравнения (З) так, чтобы уравнение (7) максимально упростилось. А именно, положим:
 u2 + v2 + w2 + 2р = 0, uvw + q = 0 
Тогда уравнение (7) превратится в   

u2v2 + u2w2 +v2w2 =p2-4r
Отсюда следует, что u,v, w удовлетворяют следующей системе уравнений:
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Из равенства (8) следует на основании формулы Виета, что u2,v2,w2 является корнями следующего кубического уравнения
z3+2pz2 + (р2 - 4r)z – q2 = 0,   (9)
которое переходит в уравнение кубической резольвенты для уравнения (2), если заменить z через 2z| - р .
Таким образом, решая уравнение (9) мы получим три его корня
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Значение радикалов следует выбирать с таким расчетом, чтобы выполнялось равенство
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Очевидно, что значение двух радикалов могут бьть выбраны произвольно, а значение третьего радикала придется уже брать из равенства (1).
Выбрав таким образом значения радикалов мы получим все  четыре корня уравнения (1) по формулам:
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