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Введение.

Теория  графов находит применение в различных областях современной математики и ее многочисленных приложениях, в особенности это относится к экономике, технике, к управлению.

Решение многих математических задач упрощается, если удается использовать графы. Представление данных в виде графа придает им наглядность и простоту.

Многие математические доказательства также упрощаются, приобретают убедительность, если пользоваться графами.
Примерами графов могут служить схема метрополитена, схемы железных или шоссейных дорог, структурные формулы молекул, планы выставок и т. д., словом, схемы и планы (или карты) без указания масштабов, показывающие лишь связи между принадлежащими им объектами. 
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Примеры применения теории графов.

Задача 1.

Как вы помните, охотник за мертвыми душами Павел Иванович Чичиков побывал у известных вам помещиков по одному разу у каждого. Он посещал их в следующем порядке: Манилова, Коробочку, Ноздрева, Собакевича, Плюшкина, Тентетникова, генерала Бетрищева, Петуха, Констанжогло, полковника Кошкарева. Найдена схема, на которой Чичиков набросал взаимное расположение имений и проселочных дорог, соединяющих их (рис. 1.1). Установите, какое имение кому принадлежит, если ни по одной из дорог Чичиков не проезжал более одного раза.
Решение.

По схеме видно, что путешествие Чичиков начал с имения Е, а кончил имением О. Замечаем, что в имения В и С ведут только по две дороги, поэтому по этим дорогам Чичиков должен был проехать. Отметим их жирной линией (рис. 1.2). Определены участки маршрута, проходящие через А: АС и АВ. По дорогам АЕ, АК и АМ Чичиков не ездил. Перечеркнем их (рис. 1.2) Отметим жирной линией ЕD; перечеркнем DК. Перечеркнем МO и МН отметим жирной линией МF перечеркнем FО; отметим жирной линией FН, НК и КО (рис. 1.3). Найдем единственно возможный при данном условии маршрут.
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                   Рис. 1.1                                                                                    Рис 1.2
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                                                          Рис. 1.3
Подведем первый итог: задача решена в ходе преобразования картинки. С рисунка 1.3 остается только считать ответ: имение E принадлежит Манилову, D — Коробочке, С — Ноздреву, А — Собакевичу, В — Плюшкину, М — Тентетникову, F — Бетрищеву, Н — Петуху, К — Констанжогло, О — Кошкареву.

Задача 2.

Утверждают, что в одной компании из пяти человек каждый знаком с двумя и только с двумя другими. Воз​можна ли такая компания?

Решение.

Каждого из этой компании изобразим на ри​сунке кружком. Если двое знакомы, соединим соответствующие кружки отрезком. Оказывается, что такие ситуации не только возможны, но все их можно описать аналогичными схемами (рис. 2.1). Из рассматриваемой компании нельзя выделить ни «четырехугольник», ни «треугольник», поскольку тогда из оставшихся нельзя будет составить компанию, удовлетво​ряющую условию, т. е. схема знакомства единственная. 
Всякую схему, напоминающую многоугольник, принято называть циклом. (Древние греки «цикл» называли «колесом»; и действительно, на рисунке 2.2 изображено нечто, напоминающее колесо и с успехом заменяющее в рассматриваемой ситуации многоугольник.)

Что общего у схем, которые помогли нам решить задачи? Все они состоят из точек (кружков) и отрезков, соединяющих пары точек. Рассмотрение таких схем и приводит к понятию графа.

Граф представляет собой непустое множество точек и множество отрезков, оба конца которых принадлежат заданному множеству точек. 
При изображении графов на рисунках или схемах отрезки могут быть прямолинейными или криволинейными; длины отрезков и расположение точек произвольны.

Все три фигуры на рисунке 2.3 изображают один и тот же граф.

С позиции теории графов нет различий между «мышкой» и «слоном» на рисунке 2.4.

Точки иначе называют вершинами, отрезки — ребрами графа. Вершины графа на рисунке выделяют обычно кружками или квадратиками хотя бы потому, что не всегда точки пересечения ребер принимаются за вершины графа. Например, по условию на рисунке 2.5 точка пересечения «диагоналей четырехугольника» вершиной не является. 

Вершины, которые не принадлежат ни одному ребру, называются изолированными.

Обозначать вершины будем обычно заглавными буквами русского или латинского алфавитов и иногда числами. Ребра графа будем обозначать парами вершин или малыми буквами русского или латинского алфавитов.
Иногда мы будем изображать граф, не обозначая буквами его ребра и вершины.
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      Рис. 2.1.                Рис. 2.2.                            Рис. 2.3.
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              Рис. 2.4.                                   Рис. 2.5.

Основные понятия теории графов.
1. Полный граф. Дополнение графа.
Граф называется полным, если каждые две различные вершины его соединены одним и только одним ребром (рис. 2.5).

В полном графе каждая его вершина принадлежит одному и тому же числу ребер. Для задания полного Графа достаточно знать число его вершин.

Граф, не являющийся полным, можно преобразовать в полный с теми же вершинами, добавив недостающие ребра. Например, граф на рисунке 3.1 неполный. Проведя недостающие ребра (для удобства их можно выделить другим цветом или другим типом линии), получаем полный граф с пятью вершинами (рис. 3.2).

Вершины графа и ребра, которые добавлены, тоже образуют граф. Он приведен на рисунке 3.3. Такой граф называют дополнением графа.

Дополнением графа называется граф с теми же вершинами, и с теми и только теми ребрами, которые необходимо добавить к графу, чтобы получился полный граф.
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    Рис. 3.1.                                            Рис. 3.2.                                                   Рис. 3.3.
2. Степень вершины.

Вершины в графе могут отличаться друг от друга тем, скольким ребрам они принадлежат.

Степенью вершины называется число ребер графа, которым принадлежит эта вершина.

Обозначать степени вершин А, В, С будем соответственно так: степ. А, степ. В, степ. С и т.п.

У графа на рисунке 4.1 (а): степ. А = 1; степ. В = 2. У графа на рисунке 4.1 (в) степени всех вершин равны нулю.

Вершина называется нечетной, если ее степень — число нечетное. Вершина называется четной, если ее степень — число четное.

Имея даже общие представления о графе, иногда можно судить о степенях его вершин. Так, степень каждой вершины полного графа на единицу меньше числа его вершин. При этом некоторые закономерности, связанные со степенями вершин, присущи не только полным графам.
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                                                   Рис. 4.1.
Задача 3.

Участники конференции, познакомившись, обменялись конвертами с адресами. Докажите, что

а) всего было передано четное число конвертов;

б) число участников, обменявшихся конвертами нечетное чис​ло раз, четное.

Решение.

Пусть участники конференции А1, А2, А3, …, Аn - вершины графа, В ребра соеди​няют на рисунке 4.2 пары вершин, изобра​жающих людей, обменявшихся конвертами:

а) степень каждой вершины Аi показывает число конвертов, которые передал участник Аi своим знакомым. Общее число переданных кон​вертов N равно сумме степеней всех вершин графа. N = степ. А1 + степ. А2 + ... +степ. Аn-1 + степ. Аn , но N = 2р, где р — число ре​бер графа, то есть N — четное. Следовательно, было передано четное число конвертов;

б) в равенстве N = степ. А1 + степ. А2 + ... + степ. Аn-1 + степ. Аn сумма нечетных слагаемых должна быть четной, а это может быть только в том случае, если число нечетных слагаемых четно. А это означает, что число участников, обменявшихся кон​вертами нечетное число раз, четное.

В ходе решения задачи доказаны две теоремы. 
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        Рис. 4.2.
Теорема 1. 

В графе сумма степеней всех его вершин — число четное, равное удвоенному числу ребер графа.

∑ степ. Аi = степ. А1 + степ. А2+ ... + степ. Аn = 2р,

где р — число ребер графа, n — число его вершин. 

Теорема 2. 

Число нечетных вершин любого графа четно.
Задача 4.

Девять шахматистов проводят турнир в один круг (каждый из участников должен сыграть с каждым из осталь​ных по одному разу). Покажите, что в любой момент найдутся двое, закончившие одинаковое число партий.

Решение.

Переведем условие задачи на язык графов. Каж​дому из шахматистов поставим в соответствие вершину графа, соединим ребрами попарно вершины, соответствующие шахматистам, уже сыгравшим между собой партию. Получим граф с девятью вершинами. Степени его вершин равняются числу партий, сыгранных соответствующими игроками. Покажем, что во всяком графе с девятью вершинами всегда найдутся хотя бы две вершины одинаковой степени.

Каждая вершина графа с девятью вершинами может иметь степень, равную 0, 1, 2, …, 7, 8. Предположим, что существует граф, все вершины которого имеют разную степень, т. е. каждое из чисел последовательности 0, 1, 2, …, 7, 8 является степенью одной и только одной из его вершин. Но этого не может быть. Действительно, если в графе есть вершина А степени 0, то в нем не найдется вершина В со степенью 8, так как эта вершина В должна быть соединена ребрами со всеми остальными вершинами графа, в том числе и с А. Иначе говоря, в графе с девятью вершинами не могут быть одновременно вершины степени 0 и 8. Следовательно, найдутся хотя бы две вершины, степени которых равны между собой.

Вернемся к задаче. Доказано, что в любой момент найдутся хотя бы двое, сыгравшие одинаковое число партий.

Решение этой задачи почти дословно повторяется в ходе доказательства следующей теоремы (только число 9 приходится заменить произвольным натуральным числом n ≥ 2).
Теорема 3.

 Во всяком графе с n вершинами, где n ≥ 2, всегда найдутся по меньшей мере две вершины с одинаковыми сте​пенями.
Теорема 4.
Если в графе с n вершинами (n > 2) в точности две вершины имеют одинаковую степень, то в этом графе всегда найдется либо в точности одна вершина степени 0, либо в точности одна вершина степени n – 1.

3. Путь в графе. Цикл.
Путем от А1 до Аn в графе называется такая последовательность ребер, ведущая от А1 к Аn, в которой каждые два соседних ребра имеют общую вершину и никакое ребро не встречается более одного раза.

Циклом называется путь, в котором совпадают его начальная и конечная вершины.

Простым циклом в графе называется цикл, не проходящий ни через одну из вершин графа более одного раза.

Длиной пути называется число ребер этого пути.

Аналогично длиной цикла называется число ребер в этом цикле.
Теорема 5. 
Если у графа все простые циклы четной длины, то граф не имеет ни одного цикла нечетной длины.

Доказательство.

Для графа, являющегося простым циклом, утверждение теоремы очевидно. Допустим, что у графа, все простые циклы которого четной длины, все же найдется цикл нечетной длины. Во всяком непростом цикле существует вершина, через которую путь проходит более одного раза. В такой вершине цикл разобьется на два, причем один из них, очевидно, будет иметь нечетную длину, а другой — четную. Будем продолжать расчленение нечетного цикла до тех пор, пока не дойдем до простых циклов.

Хотя бы один из них обязательно должен иметь, нечетную длину.

Существование такого цикла противоречило бы условию.

Следовательно, принятое предположение неверно.

Введение понятия «путь» подвело нас к важному в математике понятию «связанность».

4. Связанность графа.
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     Рис 5.1                                         Рис 5.2                                         Рис 5.3

Две вершины А и В графа называются связными, если в графе существует путь с концами А и В.

Две вершины графа называются несвязными, если в графе не суще​ствует ни одного пути, связывающего их.

Пример. 

В графе (рис. 5.2) вершины А и В — связные, а вершины А и Н — несвязные.

Граф называется связным, если каждые две вершины его связные.

Граф называется несвязным, если хотя бы две вершины его не​связные.

Пример.

 Графы на рисунках 5.1 и 5.4 связные. Графы на рисунках 5.3 и 5.2 связными не являются.
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Рис 5.4
Теорема 6.
Связанный граф представляет собой простой цикл тогда и только тогда, когда каждая его вершина имеет степень 2.

5. Операция удаления ребра. Мост.

Важные закономерности, свойственные графам, обнаруживают​ся при удалении из них ребер.

При удалении ребра (А, В) из графа получается граф с теми же вершинами, что и граф начальный, и всеми ребрами, кроме ребра (А, В).

Пример осуществления операции удаления ребра (А, В) из графа показан на рисунке 6.1.
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                               Рис. 6.1.
При удалении ребра из связного графа новый граф может оказаться как связным, так и несвязным.

Ребро (А, В) называется мостом графа, если в графе, полученном после удаления ребра (А, В), вершины А и В оказываются несвязными. На рисунке 6.1 мост (А, В) выделен штриховой линией.

Существуют несколько признаков мостов. Известно, что признак какого-то объекта может заменить его определение, т. е. по признаку можно распознать объект. Рассмотрим признаки мостов.

1. Ребро (А, В) является мостом в том и только в том случае, если (А, В) — единст​венный путь, соединяющий вершины А и В (рис. 6.2).

2. Ребро (А, В) является мостом в том и только в том случае, если найдутся две вершины С1 и С2 такие, что каждый путь, соединяющий их, содержит А и В (рис. 6.3).

3. Ребро (А, В) является мостом в том и только в том случае, если оно не принадлежит ни одному циклу (рис. 6.2 и 6.4).
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Рис. 6.2.              Рис. 6.3.                       Рис. 6.4.
6. Деревья. Лес.

Деревом называется всякий связный граф, не имеющий циклов (рис.  7.1).

Удобно считать что граф, состоящий из одной изолированной вершины, тоже является деревом.

Для каждой пары вершин дерева существует единственный соединяющий их путь.

Вершина дерева, степень которой равна единице, называется висячей вершиной (на рисунке 7.1 висячие вершины выделены закрашенными кружками).

Лесом называется несвязный граф, представляющий объединение деревьев (рис. 7.2 и 7.3).

Всякое ребро в дереве (и в лесе) является мостом (признак 3).

Теорема 7. 
Дерево с в вершинами имеет в — 1  ребро.

Для того чтобы из одного дерева, не являющегося изолированной вершиной, получить два дерева с теми же вершинами, необходимо удалить одно ребро. Для образования трех деревьев необходимо удалить два каких-нибудь ребра. Самое большее из дерева  с в вершинами можно получить в деревьев, каждое из которых является изолированной вершиной. Для этого необходимо удалить в— 1 ребро из дерева. Итак, действительно, в дереве с в вершинами в — 1 ребро.
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             Рис. 7.1.                              Рис. 7.2.                             Рис. 7.3.
Задача 5.
Кубок по настольному теннису разыгрывается по олимпийской системе. Встречи проводятся без ничьих. К очередному туру допускается только победившая в предыдущем туре команда. Проигравшие выбывают из игры. Для завоевания кубка команда должна победить во всех турах.

На участие в розыгрыше кубка поданы заявки от 16 команд. Схема проведения игр изображается графом на рисунке 7.3.

Вершины нижнего «яруса» дерева (закрашенные) интерпретируем как команды, участвующие в розыгрыше кубка, вершины второго снизу яруса — как команды-победительницы в 1/16 финала, вершины третьего яруса — как команды-победительницы в 1/8 финала и т.д.

Какую информацию можно получить с помощью этого дерева? Непосредственно с него считываются:

1) число всех участников розыгрыша кубка (число закрашенных вершин);

2) число этапов проведения розыгрыша (число «ярусов» из вершин в дереве, не считая нижнего);

3) число команд, участвующих

в 1/8 финала, в 1/4 финала,  в 1/2 финала (число вершин соответственно в четвертом сверху ярусе, в третьем сверху ярусе, во втором сверху ярусе);

4) число матчей, которые придется сыграть командам для выявления обладателя кубка (число незакрашенных вершин в графе). 
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                  Рис. 7.3.

7. Представление о плоском графе.

Граф называют плоским, если его можно нарисовать на плоскости так, чтобы никакие два его ребра не имели других общих точек, кроме их общей вершины.

Рисунок графа, в котором никакие два его ребра не пересека​ются, если не считать точками пересечения общие вершины, называют плоским представлением графа. Ясно, что плоское представление имеет только плоский граф. Обратно, у всякого плоского графа непременно найдется плоское представление. Плоские графы — простые циклы, деревья, лес, а также и граф, содержащий цикл, из вершин которого «выходят» деревья.

Задача 6.

Каждый из четырех соседей соединил свой дом с тремя другими дорожками, которые пересекались лишь около домов (рис. 8.2). Докажите, что дом пятого соседа со всеми осталь​ными домами соединить непересекающимися дорожками невозмож​но, т. е. он вынужден построить мост или рыть подземный ход.

Решение задачи, очевидно, сводится к доказательству того, что полный граф с пятью вершинами (рис. 8.1) не является плоским.

Решение. 

Предположим, что граф плоский, т. е. существует его плоское представление. Граф — связный, он не имеет перегородок, так как не имеет ни одного моста. Для плоского представления графа верна формула Эйлера. Подсчитаем число вер​шин и ребер: в = 5, р = 10, тогда г = 2 — 5 + 10 = 7.

Оценим удвоенное число ребер 2р. Каждая грань ограничена не более чем тремя ребрами (граф полный), причем каждое ребро принадлежит границам двух граней, поэтому число Зг не может быть больше числа 2р, то есть Зг ≤ 2р. Но 2р = 20, а Зг = 21, то есть 20 ≥ 21. Противоречие доказывает, что предположение было неверным, то есть граф не плоский.
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      Рис. 8.1.                                          Рис. 8.2

Теорема 8. (Понтрягина — Куратовского).
Граф является плоским тогда и только тогда, когда он не имеет подграфом графа типа I или типа II.

8. Эйлеровы графы.

К задачам на эйлеровы графы относятся головоломки, в которых требуется вычертить на плоскости одним росчерком замкнутые кривые, обводя каждый участок в точности один раз.

Исторически топология и теория графов зародились при решении Эйлером задачи именно такого вида (задачи о Кенигсбергских мостах). Задачи на отыскание путей через лабиринты, близкие к задачам на эйлеровы графы, находят применение в современной психологии, а также при конструировании вычислительных машин.

Попробуйте обвести изображения графов на рисунке 9.1, не отрывая карандаша от бумаги и не проходя уже по обведенному ребру вторично.

Задание по обведению ребер удается выполнить для графов на рисунках 9.1 (а, б, г, д). Графы на рисунках 9.1 (в, е) нарисовать без отрыва карандаша от бумаги или не проходя дважды по ребрам не удастся. В чем секрет? Какие свойства графа повлияли на это? Для удобства введем специальные понятия.

Эйлеровым путем в графе называется путь, содержащий все ребра графа.

Эйлеровым циклом в графе называется цикл, содержащий все ребра графа.

Граф, обладающий эйлеровым циклом, называется эйлеровым графом.

Принято всякую замкнутую линию, если ее можно начертить, не отрывая карандаша от бумаги, проходя при этом каждый участок в точности один раз, называть уникурсальной.

Рисунок графа, обладающего эйлеровым путем или эйлеровым циклом, является уникурсальной линией.

Теорема 9.

Если граф обладает эйлеровым циклом, то он связный и все его вершины четные.

Доказательство.

Связность графа следует из определения эйлерова цикла. Эйлеров цикл содержит каждое ребро и притом только один раз, поэтому, сколько раз эйлеров путь приведет конец карандаша в вершину, столько и выведет, причем уже по другому ребру. Следовательно, степень каждой вершины графа должна состоять из двух одинаковых слагаемых: одно — результат подсчета входов в вершину, другое — выходов.

Верно и обратное утверждение.

Теорема 10.
Если граф связный и все его вершины четные, то он обладает эйлеровым циклом.
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                     Рис 9.1
Теорема 11. 

Если граф  связный, то можно построить цикличный маршрут, содержащий все ребра графа в точности два раза, по одному в каждом направлении.

Доказательство.

 Дадим общее правило построения такого пути, предложенное Тарри (французский математик 19 столетия).

Из произвольной вершины А пройдем вдоль какого-нибудь ребра (А, В), отметив его стрелкой, указывающей направление пути (рис. 9.2). Из В пройдем к третьей вершине, снова отметив стрелкой направление прибытия, и так далее. Ребро, по которому впервые прибываем в вершину, будем отмечать стрелкой вида «•—>».

Выходя из вершины, выбирают дальнейший путь: либо ребро, по которому еще не проходили ни разу, либо ребро, по которому прибыли в эту вершину. Договариваемся, что ребро, по которому впервые попали в вершину, будем использовать для выхода только тогда, когда оно остается единственным выходом из этой вершины.

Продолжаем строить путь, пока это возможно. Заметим, что в каждой вершине имеется одинаковое число возможностей для входа и выхода. Процесс может закончиться только в исходной вершине А.

На рисунке 9.2 дан связный граф, на котором по правилу Тарри  построен  искомый   цикл; для удобства стрелки пронумерованы.

Итак, процесс закончился в А. Теперь необходимо доказать, что в обоих направлениях пройдены все ребра. Выхода из А более нет, так как иначе процесс бы не закончился и мы могли бы двигаться дальше. Все входы в вершину А тоже использованы, так как их число равно числу путей, по которым мы выходили из А. В частности, ребро (А, В) пройдено в обоих направлениях. Следовательно, все ребра, которым принадлежит В, тоже пройдены в обоих направлениях, так как первое входящее в В ребро (А, В) по условию могло быть использовано в качестве выходящего лишь в последнюю очередь.

То же рассуждение применимо к третьему в пути ребру (С, D) и следующей вершине С и т.д. Поскольку граф связный и имеет конечное число вершин и ребер, аналогично можно исследовать все его вершины и все ребра.
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                 Рис 9.2.
9. Лабиринты

Способ обходить все ребра графа можно использовать, напри​мер, для отыскания пути, позволяющего выбраться из лабиринта.

Лабиринты, как известно, состоят из коридоров, их перекрест​ков, тупиков (любой участок можно проходить по нескольку раз), и маршруты в них могут быть представлены графами, в которых ребра соответствуют коридорам, а вершины — входам, выходам, перекресткам и тупикам.

На рисунках 10.1 и 10.2 приведены планы известных лабиринтов.
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           Рис 10.1.                                            Рис. 10.2.

Разработаны алгоритмы, позволяющие обойти любой лабиринт,

не пользуясь его схемой.

Одно из правил обхода любого лабиринта было предложено французским математиком Тарри. Это правило встречалось нам в теореме 2.8 о прохождении по каждому ребру графа дважды, по одному в каждом направлении. Согласно ему при обходе лабиринта следует, попадая в любой перекресток А впервые по некоторому пути а, при возвращении в этот перекресток А избегать пользоваться путем а до тех пор, пока это возможно; и лишь только в том случае идти по пути а в обратную сторону, когда все остальные пути из А будут пройдены дважды.
Заключение.

Графы представляют изучаемые факты в наглядной форме. Приёмы решения логических задач с использованием графов подкупают своей естественностью и простотой, избавляют от лишних рассуждений, во многих случаях сокращающих нагрузку на память. 

Теория графов в настоящее время является интенсивно развивающимся разделом дискретной  математики. Это объясняется тем, что в виде графовых моделей описываются многие объекты и ситуации: коммуникационные сети, схемы электрических и электронных приборов, химические молекулы, отношения между людьми и многое другое.

Графовые задачи обладают рядом достоинств, позволяющих их использовать для развития воображения и улучшения логического мышления, применимы в решении многих геометрических задач.
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