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I. Введение


Имя древнегреческой богини Земли Геи звучит в названиях многих наук: география, геология, геофизика и др. Все эти науки о Земле. И слово геометрия в переводе с греческого – измерение Земли, или землемерие. Значит, геометрия возникла в связи с измерением земельных участков. Когда же это произошло? Вот какими замечательными словами отвечал на этот вопрос ещё в IV в. до н. э. греческий ученый Евдем Родосский:


«Геометрия была открыта египтянами и возникла при измерении Земли. Нет ничего удивительного в том, что эта наука, как и другие, возникла из потребностей человека. Всякое возникающее знание из несовершенного состояния переходит в совершенное. Зарождаясь путем чувственного восприятия, оно постепенно становится предметом рассмотрения и наконец делается достоянием разума». 


Предмет геометрии составляют идеальные образы – геометрические фигуры. В архитектуре же эти идеальные образы получают материальное воплощение, а вместе с ним и новое «звучание». Такое, которое позволяет нам почувствовать особую силу, выразительность и красоту геометрии.


С точки зрения математики в архитектурных сооружениях всех времен царит единство числа и фигуры. Но истинный зодчий так соединяет геометрию «математическую» и геометрию «архитектурную», что никогда ни удаётся до конца раскрыть тайны очарования его творения.

           Я заинтересовалась данной тайной и решила провести свои собственные исследования «мира ломаных».


Цель работы: найти области применения ломаных
            Задачи работы:
· Дать определение ломаной и её элементов;
· Рассмотреть классификацию ломаных;

· Связать ломаную с трехмерным пространством;

· Сделать подборку  олимпиадных задач по теме «Ломаная» и решить их;

· Изготовить витраж с помощью ломаных;
· Изготовить пятиконечную звезду в технике изонити

II. Основная часть.

2.1. Линии, отрезки и ломаные.


Первые линии, с которыми мы знакомимся, изучая математику в школе,  это прямая и окружность. Затем изучаем гиперболу, параболу, различные спирали  и другие кривые. У каждой из них есть какие-то интересные математические свойства.


Что же такое линия? Оказывается, дать строгое определение этого понятия совсем не просто.  В «Началах» Эвклида линия представлялась как «длина без толщины». Однако такое определение не могло устроить математиков более позднего времени. После введения Р. Декартом системы координат появилась возможность дать представление о линии как о траектории движущейся точки.


Отрезок - основная геометрическая фигура. Из отрезков мы будем конструировать другие геометрические фигуры подобно тому, как, например, фермы моста или ажурные башни скрепляются из металлических балок.


Самые простые конструкции из отрезков – это ломаные линии, или, короче, ломаные. Ломаные строят, последовательно проводя отрезки: один из концов первого отрезка является концом второго, конец второго отрезка является концом третьего отрезка и т.д. При этом соседние отрезки ломаной не должны лежать на одной прямой. 
2.2 Определение ломаной. Элементы ломаной.
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называются вершинами ломаной.
Отрезки А
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 называются звеньями ломаной.
   Ломаную обозначают по последовательным концам ее отрезков.

2.3 Классификация ломаных
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Ломаные могут иметь довольно сложное строение: самопересечение, самокасание, самоналегание.

· Простая ломаная – это ломаная без самопересечений.



Простыми ломаными являются любые двухзвенные ломаные, а так же все трёхзвенные замкнутые ломаные. И в теории, а чаще в задачах нам будут встречаться как плоские ломаные (т. е. ломаные, звенья которых лежат в одной плоскости), так и пространственные (т. е. те, звенья которых не лежат в одной плоскости).
· Ломаная с самопересечением – ломаная, у которой пересекаются хотя бы два несоседних звена.



· Замкнутая ломаная – ломаная, у которой концы совпадают.



· Незамкнутая ломаная – ломаная, у которой концы не совпадают.


    
2.4 Ломаные и куб

Я заметила, что ломаная линия – очень оригинальная геометрическая фигура. Много занимательных задач связано с соединением в работе двух геометрических фигур – ломаной и куба.
Чтобы можно было увидеть все звенья ломаной, в качестве модели выбирают стеклянный куб.




Рассмотрим несколько задач, в которых ломаная линия располагается на поверхности куба.
Задача 1: Нарисуйте ломаную, с вершинами, совпадающими с некоторыми вершинами куба, и звеньями, лежащими только:
а) в передней, правой и задней гранях;

б) в левой, нижней и правой гранях.

Решение:

а)                                                                                       б)


Задача 2: Нарисуйте пятизвенную ломаную с вершинами в некоторых вершинах куба, так чтобы два первых и два последних звена этой ломаной принадлежали соответственно двум граням куба, не имеющим общих точек.

Решение:



2.5. Ломаные на узорах


В наших размышлениях, разговорах, действиях  всегда находится геометрическая фигура, какой бы она не была: плоской или пространственной.  Именно они помогают нам сделать простые полезные вещи красивыми, интересными. Эта красота возникает благодаря неожиданным,  оригинальным соединениям различных  ломаных на чертеже. 

Присмотримся внимательно к работам мастеров и поучимся у них умения соединять геометрические фигуры так, чтобы получился не просто чертеж, а получилась бы настоящая картина из фигур. Получился бы узор, из которого, как из песни нельзя выкинуть ни одного слова, нельзя убрать ни одной линии, чтобы он не разрушился.


Заметим, что мастера не оставляли пустыми получившиеся многоугольники. Они рисовали в них цветы, листья, гроздья винограда. Изобразить эти растительные мотивы нелегко, для этого надо иметь особый дар.   

                                                           2.6. Применение ломаных в быту

Ещё в XVII веке простой русский плотник по имени Фёдор, готовясь к постройке деревянной церкви, записал, что «рубить» ему надо «…как мера и красота скажет».

А наш современник, знаменитый зодчий ХХ века, француз Ле Корбюзлье говорил: «Архитектура – это способность нашего сознания  закреплять в материальных формах чувство эпохи».   

Вдумаемся в эти слова…

Что они означают?

Какая она – эта «красота»?

Каково оно – «чувство эпохи»?

Как они связаны с геометрией?

Что ответить на эти вопросы?  В поисках ответа обратимся к истории.

И дворцы Востока, и древнерусские храмы, и готические соборы – это часть каменной летописи мира. Но для нас это не просто страницы истории, это еще и зримая геометрия Добра, Красоты, Совершенства. 

 Орнамент из квадратов, разделённых на треугольники, можно видеть на старинных изделиях с геометрической резьбой.


Геометрическая резьба является самой распространённой и простой. Рисунок этой резьбы составляется из простых геометрических фигур: полос, квадратов, треугольников разных видов, кругов и отрезков круга – сегментов (см. приложение 1).

Но для того чтобы из этих простых фигур получились красивые комбинации, повторяющиеся по всей плоскости элементы, например, квадраты или треугольники должны быть совершенно одинаковыми по размерам, точности и глубине плоскостей, по глубине порезки, т.е. должны точно повторять друг друга. Только тогда получится равномерно распространяющийся во все стороны рисунок – орнамент (см. приложение 2).
Одна из постоянно применяемых фигур геометрической резьбы – сияние.  Эта фигура составлена из треугольников, иначе говоря, трёхгранных выемок – клиньев, которые сходятся своими вершинами в одном центре, а их основания покоятся либо на сторонах ромба (квадрата), в который сияние вписано, либо на окружности (см. приложение 3)
III. Практическая часть

3.1 Пятиконечная звезда

Рассмотрим, как просто, используя полуокружность, строили мастера пятиконечную звездочку (рис 6).
1. Построим окр( О; R=ОА).
2. Отметим Е так, чтобы ОЕ =
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R.
3. Проведем отрезок АЕ.
4. Построим окр(Е; R=ЕО).
5. Найдем точку пересечения окр(Е; R=ЕО) и отрезка АЕ.
6. Построим окр(А; R=АВ).
7. Найдем точку пересечения С  окр(А; R=АВ) и окр( О; R=ОА).
8. Разделим полуокружность на пять равных частей.
 9.  Построим пятиконечную звездочку.

3.2 Решение олимпиадных задач.

Работая с учебными пособиями, в которых предложены олимпиадные задачи, я сделала подборку олимпиадных задач на тему «Ломаная». Правда их оказалось не так уж и много, но у меня они вызвали большой интерес
Задача 1.  (заочные математические олимпиады) Комната имеет форму многоугольника



В каких точках можно располагать источник света так, чтобы он освещал всю комнату?

Решение: 



Источник света можно располагать в точках шестиугольника.
Задача 2. (заочные математические олимпиады) Существует ли замкнутая ломаная, которая пересекает каждое свое звено ровно один раз и состоит из а) шести звеньев, б) семи звеньев?
Решение: а) существует.                             


Для любого четного n≥6 существует замкнутая ломаная из n звеньев, пересекающая каждое свое звено ровно один раз.
б) не существует.

Я предложу, что мне удалось построить такую ломаную. Рассмотрим какую-нибудь точку ее самопересечения. В ней пересекаются два звена, причем больше ни с какими другими звеньями они не пересекаются. Поэтому все звенья ломаной можно разбить на пары, соответствующие точкам ее самопересечения. Значит, звеньев – четное число и их не может быть семь.
Задача 3.   (XIY олимпиада, 1974г., 8  класс) Дано n точек плоскости. Доказать, что кратчайшая ломаная, их соединяющая, не имеет самопересечений. 

Доказательство (метод от противного):
 Рассмотрю кратчайшую ломаную, соединяющую данные точки. Предположим, что два звена: АВ и СВ  пересекаются в точке Х.

                                              D                                                     B
                                                                         X
                                                 A                                         C
Заменив эти звенья какой-то парой: АС и ВD или АD и ВС, снова получим ломаную, проходящую через данные точки.

При этом АС + ВD < (АХ + ХС) + (ВХ +ХD) = (АХ +ХВ) + (СХ +ХD) = АВ + СD.

Аналогично АD + ВС < АВ + СD. Но тогда исходная ломаная не кратчайшая. Пришли к противоречию. Значит, кратчайшая ломаная, соединяющая n точек плоскости, не имеет самопересечений. 
 Задача 5. (XXXYI олимпиада, 1996г., 7 класс) Существует ли замкнутая шестизвенная ломаная, имеющая 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 точек самопересечения?
Решение: а)                                 б)                                                 в)


                                         

г)                                                  д)                                      е)                       ж) 



Задача 6. (XXXYI олимпиада, 1996г., 8 класс)  Замкнутая семизвенная ломаная не может иметь более 14 точек пересечения. Докажите.

Доказательство: Звено n-звенной  замкнутой ломаной может иметь не более (n-3) пересечений с другими звеньями (не может иметь пересечений с 2 звеньями и с самим собой), т.е. n-звенная ломаная может иметь не более 
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n(n-3) самопересечений (каждое пересечение – это пересечение двух звеньев, т.е. в произведении учитывается дважды).
Значит,7-звенная ломаная имеет не более 
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=14 пересечений, ч.т.д.
3.3. Решение алгебраических уравнений с помощью ломаных.

В данной работе рассмотрю графические примеры исследования алгебраических уравнений (в частности, приближенное нахождение одного из корней уравнений).

Рассмотрим уравнение третьей степени вида

P(x) = a0x3 + a1x2 + a2x + a3 = 0

а ≠ 0. Схема многочлена р(x) строится так (стрелками показаны направления откладывания звеньев ломаной ОА0А1А3; точка О выбирается произвольно):
1) ОА0 ↑, если а0  > 0, и  ОА0 ↓, если а0  < 0;

    2) А0А1 →, если а1  > 0, и  А0А1 ←, если а1 < 0;

             3) А1А2 ↓, если а2  > 0, и  А1А2 ↑, если а2 < 0;

4) А2А3 ←, если а3  > 0, и  А2А3 →, если а3 < 0;


5) Аk Ξ  Аk-1, если аk = 0.
Примерами могут служить схемы многочленов, показанных на рисунке.
а) х3 – 7х – 6

а
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 =1 >0; а
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= 0; а
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= -7<0; а
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= -6<0

б) 3х3 + х – 2,

а
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 =3 >0; а
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= 0; а
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= 1>0; а
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= -2<0

в) х3 +  х2  + х  - 7

а
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 =1 >0; а
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= 1 >0; а
[image: image40.wmf]2
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= -7<0
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Так как решение алгебраических уравнений рассматривается в старших классах, то данной проблемой я займусь позже.
IY. Заключение
   Изучив  достаточное количество учебной литературы по теме «Ломаная», я познакомилась с определением и элементами ломаной, классифицировала ломаные на подмножества.

    Я считаю, что смогла выполнить поставленную перед собой цель работы, так как нашла применение ломаной: 1. в области решения нестандартных олимпиадных задач;

                                       2. в области высшей математики при решении алгебраических уравнений 
                                           n-й степени;

                                       3. в архитектуре;

                                       4. в быту человека.

   Работая по данной проблеме, я нашла и решила олимпиадные задачи, построила пятиконечную звезду и выполнила ее в технике изонити, поработала над созданием витражей.
   Я считаю, что у меня получился некий образовательный продукт моей работы:

· Сделала подборку  олимпиадных задач по теме «Ломаная», к сожалению, я отмечаю, что таких задач не так уж и много;

· Выполнила пятиконечную звезду в технике изонити;

· Сделала с помощью ломаных несколько витражей.

   Мою работу могут использовать одноклассники для расширения своего кругозора. Ее можно использовать в качестве дополнительного материала на уроках математики, факультативных занятиях, учебного пособия для учащихся, которые хотят заняться проблемами исследования.
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