Методы расчёта сопротивления 
линейных электрических цепей постоянного тока

План
I. Метод равных потенциалов.
1. Применение метода равных потенциалов к расчёту симметричных плоских схем.
2. Применение метода равных потенциалов к расчёту объёмных конструкций.
II. Независимость работы электрических сил от пути перемещения заряда. Общий метод расчёта электрических цепей.
III. Специфические методы расчёта сопротивления.
1. Сопротивление бесконечных цепочек.
2. Сопротивление  бесконечной сетки.
3. Сопротивление проводников конической формы.       
IV. Применение  

Вычисление общего сопротивления сложного соединения часто требует применения новых методов расчёта, поскольку не всегда соединение проводников очевидно и сложную схему можно привести к упрощённой, содержащей только последовательные и параллельные участки. Существует несколько разнообразных приёмов расчёта общего сопротивления линейной электрической цепи постоянного тока. В работе предпринята попытка систематизации подобных приёмов. 
В любом случае решение задач на вычисление сопротивлений сложных соединений следует начинать с анализа схемы. В простейшем случае выделяют последовательно и параллельно соединённые группы сопротивлений и, постепенно упрощая схему, заменяя сопротивление группы резисторов эквивалентным ей сопротивлением, приводят схему к такому виду, когда соединение групп очевидно и общее сопротивление легко рассчитать.
Если в контуре не окажется ни последовательно, ни параллельно соединённых проводников, для вычисления общего сопротивления следует использовать следующие свойства электрической цепи:
1. В электрической цепи точки с одинаковыми потенциалами можно соединять или разъединять. Поскольку ток между такими точками не идёт, то общий режим тока в цепи при этом не меняется.
2. Работа по перемещению единичного заряда от одной точки однородной цепи в другую не зависит от сопротивлений проводников, по которым проходит заряд, а определяется только разностью потенциалов между этими точками.

I. Метод равных потенциалов.
Точки с одинаковыми потенциалами всегда есть в схемах, обладающих осью или плоскостью симметрии относительно точек подключения. Возможны два случая.
1. Если схема симметрична относительно оси (плоскости), проходящей через точки входа и выхода тока (имеется продольная ось симметрии), то точки одного потенциала находятся на концах симметричных резисторов, поскольку по ним идут одинаковые токи.
2. Если схема симметрична относительно оси (плоскости), перпендикулярной линии, на которой лежат точки входа и выхода тока – в схеме имеется поперечная ось (плоскость) симметрии, то одинаковым потенциалом обладают все точки, лежащие на пересечении этой оси (плоскости) с проводниками. Это утверждение вытекает из того, что работа электрических сил не зависит от формы пути.
Найдя в схеме точки с одинаковыми потенциалами, можно произвести такие её преобразования, что останутся только параллельные и последовательные соединения. Основные виды преобразований:
1. Метод склейки узлов. Если два или более узлов имеют одинаковый потенциал, то их можно соединить в узел.
2. Метод разрезания узлов. Действие, противоположное склейке: разъединив  центральный узел на несколько, можно получить несколько узлов с равными потенциалами.
3. Метод удаления сопротивлений. Сопротивление можно удалить, если через него не течёт ток (узлы, которые оно соединяет, имеют одинаковый потенциал).
Проиллюстрируем выше сказанное некоторыми примерами.

1. Плоские схемы. 
Задача №1. Найдите сопротивление цепи между точками А и В, если сопротивление каждого звена цепочки r (рисунок а).
Решение.
Из соображений симметрии для  получения эквивалентной схемы следует либо разделить центральный узел (точка О), получив цепочку из двух одинаковых параллельных звеньев (рисунок б), либо объединить точки равных потенциалов – точки Е и Е1, точки D, O и D1 и точки С и С1 (рисунок в).


Рисунок б. Сопротивление одного из звеньев, состоящего из последовательно соединённых участков BE и СА сопротивлением  r каждый и участка EC общим сопротивлением также равным r (), равно .
Искомое сопротивление равно

.

    [image: ]


Рисунок в. Искомое сопротивление можно найти как результат сложения сопротивлений последовательно соединённых участков, два из которых образованы двумя параллельно соединёнными звеньями цепочки, а два – четырьмя, и имеют сопротивление соответственно  и .
Общее сопротивление такой цепочки равно



Ответ: 

Задача №2. Найдите сопротивление цепи между точками А и В, если сопротивление каждого звена r.
Решение.

Решение задачи аналогично рассмотренной выше. Разъединив точки равного потенциала, получим упрощённую электрическую цепь, состоящую из двух симметричных параллельно соединённых звеньев, каждое из которых, в свою очередь, состоящее из последовательно и параллельно соединённых проводников. Общее сопротивление цепи равно 
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Задача №3. В каждую из сторон правильного шестиугольника включено сопротивление r. Каждая из вершин соединена с центром шестиугольника таким же сопротивлением. Чему равно сопротивление получившейся системы при различных подключениях? 
Вариант 1. Подключение противоположными вершинами.
[image: ]
Решение. 

Разделив центральный узел (точка О) на три, получим узлы (О1, О, О2) с равными потенциалами, равными среднему арифметическому между потенциалами узлов А и В. После разрезания несложно рассчитать результирующее сопротивление: между точками А и В оказываются включенными параллельно три ветви АСDB, AB, AEFB. Сопротивление участка CDO1 равно ,

откуда .

Сопротивление участка АСDB равно , так как участки АС, СDО1 и DB включены последовательно. Сопротивление ветви AEFB равно сопротивлению ветви АСDB в силу их симметрии, а сопротивление ветви АВ равно 2r. Поэтому


, откуда 

Ответ: 

Вариант 2. Подключение вершинами А и F.
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Решение. 
В данном случае схема симметрична относительно оси, проходящей через точки Е, O и D, поэтому потенциалы этих точек одинаковы. Ток через проводники, соединяющие точки равного потенциала, не потечёт, поэтому проводники ЕO и OD можно удалить., а узел О разделить на два.
Сопротивление участка цепи между узлами С и В равно


     
Сопротивление участка АСВF равно 3r. 
Между точками А и F включены параллельно три ветви, поэтому общее сопротивление цепи равно


     

Ответ: 

Вариант 3. Подключение соседними вершинами.

Решение. 
Разделив центральный узел (точка О) на два, получим узлы О1 и О2 с равными потенциалами. Условия протекания тока на участках ЕА и ЕО1 одинаковы, поэтому потенциалы точек Е и О1 тоже одинаковы. Участок АО1 можно удалить, так как ток между точками равного потенциала не течёт. Сопротивление ветви между точками А и С равно
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По аналогии сопротивление участка между точками D и F тоже равно r. Сопротивление участка ECDF равно 3r, тогда общее сопротивление шестиугольника 


    

Ответ: 

Вариант 4. Подключение в точках М и N, лежащих посредине противолежащих сторон шестиугольника.
[image: ]
Решение. 
Эквивалентная схема состоит из двух параллельных ветвей MFCN и MEDN. Сопротивление участка цепи между узлами F и C равно 


     
Сопротивление каждой из ветвей равно 2r, а общее сопротивление


     

Задача №4. Из проволоки сопротивлением 4,14 Ом сделали два кольца с перемычками. Определите сопротивление контура. 
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Решение. Точки C и D имеют одинаковый потенциал, поэтому ток по перемычке  CD не потечёт, следовательно данный проводник можно вырезать.
[image: ]


Пусть сопротивление кольца равно R0, тогда сопротивление каждого полукольца равно , а сопротивление каждой перемычки .
Полученная электрическая цепь состоит из двух последовательно включенных между собой групп проводников AF и FB. 
Сопротивление двух полуколец, включенных на участке AF параллельно между собой, равно


      
Сопротивление группы проводников, включенных на участке FВ параллельно между собой, равно



      .
Общее сопротивление цепи

.
Выразив сопротивление кольца R0 через длину провода, несложно вычислить сопротивление получившейся из него цепи: оно составляет примерно 0,6 Ом.
Ответ: R = 0,6 Ом.

Задача №5. Пять одинаковых никелевых прутьев длины l соединены между собой в виде звезды. Точками соединения каждый прут делится на три равные части (AB = BD = DE и т. д.). Определите сопротивление этой фигуры при включении разными способами. Площадь поперечного сечения прута S, удельное сопротивление никеля ρ. 
[image: ]
Вариант 1. Включение фигуры между точками А и F.
Решение.
Цепь в виде пятиконечной звезды симметрична относительно оси звезды, проведённой через вершину А. Из соображений симметрии потенциалы точек В и В1, D и D1 попарно равны. Ток через сопротивление ВВ1 не течёт, поэтому его можно удалить. После удаления сопротивления ВВ1 фигура распадается на две одинаковые параллельные цепочки, сопротивление которых достаточно просто вычисляется.
[image: ]

Сопротивление каждого участка фигуры (сопротивление трети прута) равно .


Сопротивление участка фигуры BCD равно , а сопротивление участка между точками B и D равно .

(По закону параллельного соединения ).
Сопротивление одной половины фигуры между точками F и D равно 

.

Общее сопротивление фигуры между точками А и F .

Ответ: 

Вариант 2. Включение фигуры между точками F и D.
Решение.



Сопротивление звезды при таком её включении в электрическую цепь рассчитывается довольно просто. Сопротивление каждого «луча» одинаково и равно , а общее сопротивление рассчитывается по закону параллельного соединения сопротивлений (сопротивления одного из «лучей», включенных между точками F и D) и (сопротивления оставшихся четырёх лучей, соединённых между собой последовательно):
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Ответ: 
Вариант 3. Включение фигуры между точками F и В.
Вариант включения 3 принципиально не отличается по способу расчёта схемы при её включении по 2-ому варианту.

Задача №6. Из однородного проводника спаяна правильная пятиконечная звезда. Сопротивление участка EL равно r. Звезда включена в цепь точками F и C. Определите эквивалентное сопротивление звезды. 
Решение. 


Сопротивления проводников пропорциональны их длинам. Обозначив сопротивление участка EL за r, несложно вычислить сопротивление отрезка FL, которое равно 0,62r. (В равнобедренном треугольнике  FL = 2 LE·sin18°, откуда ).
Из симметрии схемы следует, что потенциалы точек Н и К равны, поэтому ток через НК течь не будет и данное сопротивление можно удалить. В результате получим цепь, состоящую из двух параллельных звеньев из трёх проводников каждое. 
Сопротивление параллельного участка между точками F и L равно


[image: ][image: ]
Сопротивление одного из звеньев цепи равно


Общее сопротивление звезды 



Ответ: 
2. Пространственные конструкции

Задача №7. В каждое из рёбер куба включено сопротивление r. Чему равно сопротивление получившейся системы при подключении её различными способами?   
Вариант 1. Подключение вершинами, лежащими на пространственной диагонали куба.
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Решение.
Из симметрии следует, что узлы B, C и D имеют одинаковый потенциал. То же самое можно сказать об узлах E, F и G. После склеивания этих узлов получаем три последовательно соединённые группы, состоящие из параллельно соединённых сопротивлений.



Ответ: 
Вариант 2. Подключение вершинами, принадлежащими одной из граней и лежащими на концах её диагонали.
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Решение.

Из симметрии следует, что узлы B и C имеют одинаковый потенциал. То же самое можно сказать об узлах E и G. После склеивания этих узлов получаем эквивалентную схему, общее сопротивление которой равно  

Сопротивление каждой параллельной группы из двух сопротивлений равно 
Сопротивление между узлами D и H равно r, а сопротивление всей ветви ADHF, подключенной к узлам А и F, равно 3r.
С учётом того, что сопротивление участка АВСF равно r, рассчитаем общее сопротивление куба при данном включении в цепь


     

Ответ: 

Вариант 3. Подключение соседними вершинами. 
  [image: ]              
Решение.

Из симметрии следует, что узлы D и C имеют одинаковый потенциал. То же самое можно сказать об узлах E и F. После склеивания этих узлов получаем эквивалентную схему, общее сопротивление которой равно  

Сопротивление каждой параллельной группы из двух сопротивлений равно 
Сопротивление участка FHGC равно 2r, а параллельной группы между узлами Е и D


  .

Отсюда группа, подключенная параллельно точкам А и В, будет иметь сопротивление  , а общее сопротивление куба при данном включении можно рассчитать по закону параллельного соединения


, откуда 

Ответ: 

Задача №8. В каждое из рёбер тетраэдра включено сопротивление r. Чему равно сопротивление получившейся системы при подключении её двумя вершинами (например, А и D)?
[image: ]
	[image: ]

Решение.
Из симметрии схемы следует, что узлы В и С имеют одинаковый потенциал, и сопротивление между ними можно удалить. После этого сопротивление легко вычисляется:


откуда получим	



Ответ: 

Задача№9. Три одинаковых медных кольца радиусом а соединены между собой так, как показано на рисунке. Определите сопротивление полученной таким образом фигуры между точками А и В. Диаметр проволоки d. Принять CD = DE = EF = FC. 
[image: ]
Решение.

Из соображений симметрии очевидно, что точки C, D, E и F имеют одинаковый потенциал, поэтому тока в кольце CDEF тока нет. Удалив проводники CD, DЕ, EF, FС, получим схему из четырёх параллельно соединённых проводников в форме полуколец ACD, ADB, AEB, AFB. Сопротивление каждого из одинаковых полуколец длиной равно r :


Общее сопротивление конструкции равно



Ответ: 

II.   Независимость работы электрических сил от пути перемещения заряда.

Одним из важнейших свойств электрической цепи является независимость работы электрических сил от пути перемещения заряда: работа по перемещению единичного заряда от одной точки однородной цепи в другую не зависит от сопротивлений проводников, по которым проходит заряд, а определяется только разностью потенциалов между этими точками.
Применяя это свойство электрической цепи, следует помнить, что утверждение справедливо лишь в том случае, если на заряды действуют только электрические силы и на участках цепи нет ЭДС. 
В общем случае, когда в схеме нет ни последовательно, ни параллельно соединённых проводников и нет точек с равными потенциалами, применяют общий метод расчёта, основанный на приведённом выше свойстве электрической цепи с использованием первого правила Кирхгофа. 
Ниже приводится пример использования такого метода расчёта электрических цепей.
            
 Задача №10. Вычислите общее сопротивление цепи в схеме, приведённой на рисунке. Сопротивления резисторов указаны на схеме.
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Решение. 
На приведённой схеме нет ни последовательно, ни параллельно соединённых проводников, ни точек равного потенциала, так как схема не является симметричной. 
Допустим, что к узлу а подходит ток I0 и разветвляется в нём на токи  I1 и I2. Выберем возможные направления протекания токов через резисторы, и составим уравнения токов для каждой точки разветвления (узла), пользуясь первым правилом Кирхгофа: сумма токов, подходящих к узлу, должна равняться сумме токов, исходящих из узла. Важно следить, выбирая направления токов, чтобы для любого узла были входящие и исходящие токи. Таких уравнений в данной схеме можно составить 4:

для узла а: ;

для узла б: ;

для узла d: ;

для узла c: .

Вторая группа уравнений составляется на основе независимости работы электрических сил от пути перемещения заряда: падение напряжения  на всём контуре равно алгебраической сумме падений напряжения на отдельных резисторах, соединяющих точки подключения контура, то есть работа электрических сил одинакова при прохождении заряда по контурам abc, adc, abdc и adbc. Если по какому-либо проводнику, входящему в рассматриваемую часть цепи, ток идёт в направлении, противоположном направлению обхода участка, то падение напряжения на этом проводнике берут со знаком «минус»; в остальных случаях – со знаком «плюс». Обозначив общее сопротивление цепи R, составим 4 других уравнения:

для контура abc: ;

для контура adc: ;

для контура abdc: ;

для контура adbc: .
В записанных уравнениях неизвестными являются все токи от I0 до I5 и общее сопротивление цепи R, то есть число неизвестных равно семи, поэтому для решения задачи выбираем из восьми записанных любые семь и решаем их относительно неизвестного сопротивления, исключая из уравнений все токи. Существенно важно, что система линейных уравнений решается способом подстановки.
Поскольку решение довольно громоздко, приводим только ответ.

Ответ: 

III. Специфические методы расчёта сопротивления.
1. Сопротивление бесконечных цепочек.

Задача №11. Цепь составлена из бесконечного числа ячеек, состоящих из трёх одинаковых сопротивлений r. Определите сопротивление цепи.
[image: ]
Решение.
Сопротивление цепи не изменится при удалении первого звена (или добавлении к цепи ещё одного звена).
[image: ]

, откуда получим квадратное уравнение относительно сопротивления R:



Поскольку отрицательный корень уравнения физического смысла не имеет, то ответом на вопрос задачи будет решение 

Ответ: 

Задача №12. Цепь составлена из бесконечного числа ячеек, состоящих из трёх сопротивлений R1, R2 и R3. Определите сопротивление цепи.
[image: ]
Решение.

Удаление одной ячейки не приводит к изменению сопротивления бесконечной цепи, поэтому вся цепь, находящаяся правее звена из сопротивлений , будет иметь сопротивление R. На основании этого можно записать равенство


Решая уравнение относительно R, получим




При  получим 

Ответ: 

Задача №13. Какое сопротивление необходимо включить между точками C и D, чтобы сопротивление всей цепочки (между точками А и В) не зависело от числа элементарных ячеек?
Сопротивление каждого элемента цепи равно r.

[image: ]
Решение. 
Сопротивление цепи не изменится при удалении крайней справа ячейки, если цепь, состоящая из этой ячейки и сопротивления R, тоже имеет сопротивление R.
[image: ]
Исходя из этого, получим уравнение


откуда после приведения к общему знаменателю


получим квадратное уравнение относительно искомого сопротивления R: 

.
Решая квадратное уравнение, получим искомый ответ:



Корень квадратного уравнения  не имеет физического смысла.

Ответ: 

2. Сопротивление  бесконечной сетки.

Задача №14. В каждое ребро бесконечной сетки с квадратными ячейками включено сопротивление r. Чему равно сопротивление сетки при подключении её соседними узлами? 
[image: ]
Решение.




При решении задачи подобного типа используется необычный приём суперпозиции схем. Схему, где в узел А входит ток I, а из узла В этот ток выходит, можно представить как суперпозицию двух схем, в первой из которых ток I входит в узел А и растекается во все стороны, а во второй – выходит из точки В, стекаясь со всех сторон сетки. Из симметрии следует, что в каждой из этих схем по четырём ближайшим рёбрам сетки течёт ток . Значит, в первоначальной схеме по ребру АВ течёт ток , разность потенциалов между узлами А и В равна , а сопротивление схемы равно .

Ответ: 

Задача №15. В каждое ребро бесконечной сетки с треугольными ячейками включено сопротивление r. Чему равно сопротивление сетки при подключении её соседними узлами? 
[image: ]
Решение




По аналогии с предыдущей задачей схему, где в узел А входит ток I, а из узла В этот ток выходит, можно представить как суперпозицию двух схем, в первой из которых ток I входит в узел А и растекается во все стороны, а во второй – выходит из точки В, стекаясь со всех сторон сетки. Из симметрии следует, что в каждой из этих схем по шести ближайшим рёбрам сетки течёт ток . Значит, в первоначальной схеме по ребру АВ течёт ток , разность потенциалов между узлами А и В равна , а сопротивление схемы равно 

 Ответ: .

3. Сопротивление проводников конической формы.  
       
Задача №16. Определите сопротивление медного проводника конической формы. Размеры проводника указаны на рисунке.
 [image: ]
Решение. 
Сопротивление проводника можно определить, проинтегрировав выражение для сопротивления:






Сделав замену переменных с учётом при  и при , получим


 откуда 
Окончательно



Ответ: 

IV. Применение
Рассмотренные методы расчёта сопротивления линейных электрических цепей постоянного   тока могут быть использованы при расчёте аналогичных схем с конденсаторами. Например, решение задачи о каркасном кубе (задача 7, вариант 1) поможет рассчитать ёмкость конденсаторной батареи в приведённой ниже задаче.
Задача №17. Из проволоки сделан куб, в каждое ребро которого вставлен конденсатор ёмкостью С. Куб подключен к цепи вершинами, лежащими на пространственной диагонали куба, как показано на рисунке. Найдите ёмкость получившейся батареи конденсаторов.
[image: ]

Представления о протекании тока по кубу помогут решить ещё одну задача о кубе.
Задача №18. Дан каркас из однородной проволоки в форме куба. К противоположным концам пространственной диагонали куба подводится постоянное напряжение. По рёбрам куба текут токи. Чему равна индукция магнитного поля в центре куба?
[image: ]
Ответ. 
Для любого ребра куба можно найти в соответствующей диагональной плоскости другое ребро, в котором течёт такой же по силе и направлению ток. Эти токи в центре куба создают магнитные поля, магнитные индукции которых равны по величине, но противоположны по направлению. Из принципа суперпозиции магнитных полей следует, что результирующая магнитная индукция будет равна нулю.

Анализ и расчёт разнообразных схем, особенно пространственных конструкций, помогают развивать пространственное воображение. 

Приложение. 
К  работе прилагается видеоролик, выполненный в программе 3ds Max , иллюстрирующий процесс протекания тока в каркасном кубе.
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