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Введение
Актуальность:
   Математическое образование, получаемое в общеобразовательной школе, является важнейшим компонентом общего образования и общей культуры современного человека. Практически все, что окружает современного человека – это все так или иначе связано с математикой. А последние достижения в физике, технике и информационных технологиях не оставляют никакого сомнения, что и в будущем положение вещей останется прежним. Поэтому решение многих практических задач сводится к решению различных видов уравнений, которые необходимо научиться решать.

Тема исследования:

«Нестандартные методы решения уравнений»
Объект исследования:

Нестандартные методы решения уравнений

Предмет исследования:

Уравнения.

Цель- 

Познакомиться с нестандартными способами решения уравнений.
Задачи:
1. Собрать сведения из истории математики о решении уравнений.

2. Рассмотреть виды уравнений.

3. Рассмотреть нестандартные методы решения уравнений. 
Гипотеза

Я думаю, что,  изучив данную теорию,  и рассмотрев ее применение на практике,  расширю и углублю свои знания по теме, что будет способствовать развитию логического и творческого мышления в процессе разрешения проблемных задач. 
Историческая справка
Уравнения и системы уравнений математики умели ре​шать очень давно. В «Арифметике» греческого математика из Александрии Диофанта (III в.) еще не было систематиче​ского изложения алгебры, однако в ней содержался ряд за​дач, решаемых при помощи составления уравнений. Есть в ней такая задача:
«Найти два числа по их сумме 20 и произведению 96».
Чтобы избежать решения квадратного уравнения обще​го вида, к которому приводит обозначение одного из чисел буквой и которое тогда еще не умели решать, Диофант обо​значал неизвестные числа 10 + х и 10-х (в современной за​писи) и получал неполное квадратное уравнение 100-х2 = 96, для которого указывал лишь положительный корень 2.
Задачи на квадратные уравнения встречаются в трудах индийских математиков уже с V в. н. э.
Квадратные уравнения классифицируются в трактате «Краткая книга об исчислении алгебры и алмукабалы» Му​хаммеда аль-Хорезми (787 — ок. 850). В нем рассмотрены и решены (в геометрической форме) 6 видов квадратных урав​нений, содержащих в обеих частях только члены с положительными коэффициентами. При этом рассматривались только положительные корни уравнений.
В  работах  европейских  математи​ков XIII — XVI вв. даются отдельные ме​тоды   решения   различных   видов  квад​ратных уравнений. Слияние этих мето​дов в общее правило произвел немецкий математик Михаэль Штифель (1487 — 1567), который   рассматривал   уже   и   отрица​тельные корни. 

В самом известном российском учебнике «Арифметика» Леонтия   Филипповича   Магницкого   (1669—1739)   имелось немало задач на квадратные уравнения. Вот одна из них:
«Некий генерал хочет с 5000 человек баталию учинить, и чтобы та была в лице вдвое, нежели в стороне. Колико оная баталия будет иметь в лице и в стороне?», т. е. сколь​ко солдат надо поставить по фронту и сколько им в затылок, чтобы число солдат по фронту было в 2 раза больше числа солдат, расположенных им в затылок?
В древневавилонских текстах (3000 — 2000 лет до н. э.) встречаются и задачи, решаемые теперь с помощью систем уравнений, содержащих и уравнения второй степени. Приве​дем одну из них:
«Площади двух своих квадратов я сложил: 25
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 . Сто​рона второго квадрата равна  
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стороны первого и еще 5».
Соответствующая система в современной записи имеет вид:

x2 + y2=25
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Эту задачу вавилонский автор решает правильно мето​дом, который мы теперь называем методом подстановки, но он еще не пользовался алгебраической символикой.
В XVI в. французский математик Франсуа Виет (1540 — 1603), служивший шифровальщиком при дворе французско​го короля, впервые ввел буквенные обозначения не только для неизвестных величин, но и для данных, т. е. коэффици​ентов уравнений. Ф. Виет для обозначения нерасшифрован​ных букв в донесениях противника использовал редкие бук​вы латинского алфавита х, у и z, что и положило начало тра​диции обозначать неизвестные в уравнениях буквами х, у и г. Особенно ценил Виет открытые им формулы, которые теперь называются формулами Виета. Однако сам Виет при​знавал только положительные корни.
Лишь в ХVII в. после работ Декарта, Ньютона и других математиков решение квадратных уравнений приняло совре​менный вид.
Вернемся в начало XVI в. Тогда профессор математики болонского университета Сципион дель Ферро (1465—1526) впервые нашел алгебраическое решение уравнения третьей степени вида

x3+px=q,                                                                         (1)
где р и q –  числа положительные.
Это открытие, по обычаям того времени, профессор дер​жал в строгом секрете. О нем знали лишь два его ученика, в том числе некий Фиоре. Утаивание математических откры​тий тогда было обычным явлением, так как в Италии прак​тиковались математические диспуты-поединки. На много​людных собраниях противники предлагали друг другу зада​чи для решения на месте или в определенный срок. Чаще всего это были задачи по алгебре, которую называли тогда великим искусством. Побеждал тот, кто решал больше задач. Победитель не только награждался славой и назначенным де​нежным призом, но и мог занять университетскую кафедру, а потерпевший поражение часто терял занимаемое место. Вот почему участнику диспута было важно обладать неизвестным другим алгоритмом решения некоторых задач.
После смерти профессора дель Ферро его ученик Фиоре, который сам не был глубоким математиком, вызвал на пуб​личный диспут одного из виднейших математиков того вре​мени Никколо Тарталья (1499—1557). Готовясь к диспуту, Тарталья открыл формулу для нахождения корней кубичес​ких уравнений в радикалах, так как предполагал, что Фио​ре уже обладал этой формулой. Позднее Тарталья писал: «Я приложил все свое рвение, усердие и уменье, чтобы найти правило для решения кубических уравнений, и, благодаря благословенной судьбе, мне удалось это сделать за 8 дней до срока».
Диспут состоялся 20 февраля 1535 г. Тарталья в тече​ние двух часов решил 30 задач, предложенных ему против​ником, а Фиоре не смог решить ни одной из 30 задач, пред​ложенных Тартальей. После диспута Тарталья стал знамени​тым во всей Италии, но продолжал держать открытую формулу в секрете.
Другой итальянский математик Джерол. но (1501 — 1576) узнал от Тартальи правило решения кубиче​ского уравнения (1) и дал «священную клятву», что никому не раскроет этой тайны. Правда, Тарталья лишь частично раскрыл свою тайну, но Кардано, познакомившись с рукопи​сями покойного профессора дель Ферро, получил полную яс​ность в этом вопросе. В 1545 г. Кардано опубликовал знаменитый свой труд «О великом искусстве, или об алгебраичес​ких вещах, в одной книге», где впервые опубликовал форму​лу для решения уравнения (1), а кубическое уравнение об​щего вида предлагал свести к уравнению (1).
После выхода в свет этой книги Кардано был обвинен Тартальей в нарушении клятвы, но формула, открытая дель Ферро и Тартальей, и по сей день называется формулой Кардано.
Такова полная драматизма история открытия формулы корней кубического уравнения (1).
В той же книге Кардано привел алгебраическое реше​ние уравнения четвертой степени. Это открытие сделал один из его учеников Лудовико Феррари (1522 — 1565). После это​го начались настойчивые поиски формул, которые сводили бы решение уравнений высших степеней к извлечению кор​ней («решение в радикалах»). Эти поиски продолжались око​ло трех столетий, и лишь в начале XIX в. норвежский уче​ный Нильс Хенрик Абель (1802 —1829) и французский ученый Эварист Галуа (1811 —1832) доказали, что урав​нения степеней выше четвертой в общем случае в радикалах не решаются.
Математик и философ Рене Декарт (1596 —1650) впер​вые сформулировал в своей книге «Геометрия» основную те​орему алгебры о числе корней уравнения п-й степени (см. Дополнение, п. 6). При этом Декарт допускал существова​ние не только истинных (положительных) и ложных (мень​ших, чем ничего, т. е. меньших нуля — отрицательных) кор​ней, но и воображаемых, мнимых (у Декарта — imaginaires), т. е. комплексных корней.
Еще в древности математики в процессе решения задач сталкивались с извлечением корня квадратного из отрица​тельного числа; в этом случае задача считалась неразреши​мой. Однако постепенно выяснялось, что решение многих за​дач, задаваемых в действительных числах, получает простое объяснение при помощи выражений a + bi, где i2 = -1, кото​рые в конце концов тоже стали называть числами, но уже комплексными.   Первое  обоснование  простейших действий над комплексными числами дал итальян​ский математик Раффаэле Бомбелли (ок. 1530 —1572) в 1572 г., хотя еще долгое время к комплексным числам от​носились как к чему-то сверхъестественному.
Академик Петербургской академии наук Леонард Эйлер (1707 —1783) внес существенный вклад в вопросы теории комплексных чисел. После его работ комплексные числа по​лучили окончательное признание как предмет и средство изучения. Само название «комплексное число» было предло​жено в 1831 г. немецким математиком Карлом Фридрихом Гауссом (1777 — 1855).
В настоящее время комплексные числа широко употреб​ляются во многих вопросах физики и техники.
Выше речь шла об алгебраических уравнениях, т. е. уравнениях f(x) = O, где f(x) — многочлен относительно х.
Кроме алгебраических уравнений, есть еще и трансцен​дентные уравнения: показательные, логарифмические, триго​нометрические и др. Решение трансцендентных уравнений, а также неравенств существенно опирается на свойства функ​ций, которые изучаются в математике относительно недавно.
Особое место среди алгебраических уравнений занимают так называемые диофантовы уравнения, т. е. уравнения, в которых неизвестных больше одной.
Наиболее известными из них являются линейные дио​фантовы уравнения. Примеры задач, приводящих к линей​ным диофантовым уравнениям, находим в сборнике задач монаха Алькуина, приглашенного в 795 г. Карлом Великим преподавать в первую из известных школ в г. Аахен. Вот эта задача:
«100 шеффелей (денежных единиц) разделили между мужчинами, женщинами и детьми (число персон 100) и дали при этом мужчинам по 3 шеффеля, женщинам по 2 и детям по 
[image: image6.wmf]2

1

 шеффеля. Сколько было мужчин, женщин и детей?»
Обозначив количество мужчин за х, количество женщин за у, мы придем к уравнению  Зх + 2у+
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 (100-х-у)= 100.
Общего решения линейных диофантовых уравнений в те времена еще не знали и довольствовались лишь нескольки​ми решениями, удовлетворяющими условию задачи. У само​го Алькуина было приведено лишь одно решение этой зада​чи: мужчин, женщин и детей было 11, 15 и 74, а задача име​ет 784 решения в натуральных числах.
Задачи, приводящие к линейным диофантовым уравне​ниям, имелись у Леонардо Пизанского (Фибоначчи) (1180 — 1240), в «Арифметике» Л. Ф. Магницкого.
Известное диофантово уравнение Пифагора (VI в. до н. э.) х2 + у2= z2 решают в натуральных числах. Его решениями служат тройки чисел (х; у; z):
x = (m2-n2)l, y = 2mnl, z = (m2 + n2)l,
где т, п, l -  любые натуральные числа (т> п). Эти форму​лы помогают находить прямоугольные треугольники, длины сторон которых являются натуральными числами.
В 1630 г. французский математик Пьер Ферма (1601 — 1665) сформулировал гипотезу, которую называют великой (или большой) теоремой Ферма: «Уравнение хп + уп = zn для натурального п ≥ 3 не имеет решений в натуральных чис​лах». Ферма не доказал свою теорему в общем случае, но из​вестна его запись на полях «Арифметики» Диофанта: «...не​возможно куб записать в виде суммы двух кубов,  или четную степень — в виде суммы таких же степеней, или вообще любое число, которое является степенью боль​шей, чем вторая, нельзя записать в виде суммы двух таких же степеней. У меня есть поистине удивительное доказатель​ство этого утверждения, но поля эти слишком узки, чтобы его уместить». Позднее в бумагах Ферма было найдено дока​зательство его теоремы для п= 4. С тех пор более 300 лет ма​тематики пытались доказать великую теорему Ферма. В 1770 г. Л.Эйлер доказал теорему Ферма для п = 3, в 1825 г. Адриен Лежандр (1752 — 1833) и Петер Дирихле (1805 — 1859) — для п = 5. Доказательство великой теоремы Ферма в общем случае не удавалось долгие годы. И только в 1995 г. Эндрю Вайлс доказал эту теорему.
Уравнения. Алгебраические уравнения
Основные определения
В алгебре рассматриваются два вида равенств – тождества и уравнения.

Тождество – это равенство, которое выполняется при всех (допустимых) значениях входящих в него букв. Для записи тождества наряду со знаком [image: image8.png]


 также используется знак [image: image9.png]


.

Уравнение – это равенство, которое выполняется лишь при некоторых значениях входящих в него букв. Буквы, входящие в уравнение, по условию задачи могут быть неравноправны: одни могут принимать все свои допустимые значения (их называют параметрами или коэффициентами уравнения и обычно обозначают первыми буквами латинского алфавита:[image: image10.png]
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 ... – или теми же буквами, снабженными индексами: [image: image13.png]
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, ...); другие, значения которых требуется отыскать, называют неизвестными (их обычно обозначают последними буквами латинского алфавита: [image: image17.png]
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В общем виде уравнение может быть записано так:
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В зависимости от числа неизвестных уравнение называют уравнением с одним, двумя и т. д. неизвестными.

Значение неизвестных, обращающие уравнение в тождество, называют решениями уравнения.

Решить уравнение – это значит найти множество его решений или доказать, что решений нет. В зависимости от вида уравнения множество решений уравнения может быть бесконечным, конечным и пустым.

Если все решения уравнения [image: image30.png]
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являются решениями уравнения [image: image32.png]




 INCLUDEPICTURE  "http://images.km.ru/education/referats/img/16284049.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image33.png]


, то говорят, что уравнение [image: image34.png]




 INCLUDEPICTURE  "http://images.km.ru/education/referats/img/16284051.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image35.png]


 есть следствие уравнения [image: image36.png]




 INCLUDEPICTURE  "http://images.km.ru/education/referats/img/16284053.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image37.png]


, и пишут  

[image: image38.png]




 INCLUDEPICTURE  "http://images.km.ru/education/referats/img/16284055.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image39.png]




 INCLUDEPICTURE  "http://images.km.ru/education/referats/img/16284057.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image40.png]


 [image: image41.png]




 INCLUDEPICTURE  "http://images.km.ru/education/referats/img/16284060.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image42.png]


.

            Алгебраическим уравнением с одним неизвестным называется уравнение, сводящееся к уравнению вида

[image: image43.png]




 INCLUDEPICTURE  "http://images.km.ru/education/referats/img/16284134.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image44.png]




 INCLUDEPICTURE  "http://images.km.ru/education/referats/img/16284136.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image45.png]




 INCLUDEPICTURE  "http://images.km.ru/education/referats/img/16284138.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image46.png]




 INCLUDEPICTURE  "http://images.km.ru/education/referats/img/16284140.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image47.png]


+[image: image48.png]




 INCLUDEPICTURE  "http://images.km.ru/education/referats/img/16284144.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image49.png]


+ ... +[image: image50.png]et





 INCLUDEPICTURE  "http://images.km.ru/education/referats/img/16284148.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image51.png]


+[image: image52.png]




 INCLUDEPICTURE  "http://images.km.ru/education/referats/img/16284152.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image53.png]


,

где n – неотрицательное целое число; коэффициенты многочлена [image: image54.png]


, [image: image55.png]


, [image: image56.png]


, ..., [image: image57.png]et



, [image: image58.png]


 называются коэффициентами (или параметрами) уравнения и считаются заданными; х называется неизвестным и является искомым. Число n называется степенью уравнения.

Значения неизвестного х, обращающие алгебраическое уравнение в тождество, называются корнями (реже решениями) алгебраического уравнения.

Есть несколько видов уравнений, которые решаются по готовым формулам. Это линейное и квадратное уравнения, а также уравнения вида F(х)[image: image59.png]


, где F – одна из стандартных функций (степенная или показательная функция, логарифм, синус, косинус, тангенс или котангенс). Такие уравнения считаются простейшими. Так же существуют формулы и для кубического уравнения, но его к простейшим не относят.

Так вот, главная задача при решении любого уравнения – свести его к простейшим.

Все ниже перечисленные уравнения имеют так же и свое графическое решение, которое заключается в том, чтобы представить левую и правую части уравнения как две одинаковые функции от неизвестного. Затем строится график сначала одной функции, а затем другой и точка(и) пересечения двух графиков даст решение(я) исходного уравнения. Примеры графического решения всех уравнений даны в приложении.

Нестандартный способ решения квадратного уравнения

Сначала введем понятие квадратного уравнения и стандартные способы его решения :
Алгебраическое уравнение второй степени.

                                                            [image: image60.png]ax? +bx +




,                                                            

где [image: image61.png]


, [image: image62.png]


, [image: image63.png]


 – некоторые действительные числа, называется квадратным уравнением. Если [image: image64.png]


, то квадратное уравнение (3) называется приведенным.

Корни квадратного уравнения вычисляются по формуле 

[image: image65.png]


,

Выражение [image: image66.png]b2 —4ac



 называется дискриминантом квадратного уравнения.

При этом:

если [image: image67.png]b? —4ac>0



, то уравнение имеет два различных действительных корня;

если [image: image68.png]


, то уравнение имеет один действительный корень кратности 2;

если [image: image69.png]b? —4ac<0



, то уравнение действительных корней не имеет, а имеет два комплексно сопряженных корня:

[image: image70.png]b

-+

~4ac—b2i

2a



,                                   [image: image71.png]


,

Частными видами квадратного уравнения (3) являются:

1) Приведенное квадратное уравнение (в случае, если [image: image72.png]


), которое обычно записывается в виде 

[image: image73.png]x2 +px+q=0



.

Корни приведенного квадратного уравнения вычисляются по формуле 

                                                    [image: image74.png]


.                                                    (4)

            Эту формулу называют формулой Виета – по имени французского математика конца XVI в., внесшего значительный вклад в становление алгебраической символики.

2) Квадратное уравнение с четным вторым коэффициентом, которое обычно записывается в виде 

[image: image75.png]ax? +2kx+ ¢




 ([image: image76.png]


 - целое число).

Корни этого квадратного уравнения удобно вычислять по формуле

                                                      [image: image77.png]X2 =

—k£k? -ac



.                                                      (5)

            Формулы (4) и (5) являются частными видами формулы для вычисления корней полного квадратного уравнения.

            Корни приведенного квадратного уравнения

[image: image78.png]x2 +px+q=0




связаны с его коэффициентами Формулами Виета

[image: image79.png]


,
[image: image80.png]X

X,=q



.
Итак, нестандартный способ решения квадратных уравнений
с применением циркуля и линейки

Корни квадратного уравнения [image: image81.png]ax? +bx +




   (a≠0) можно рассматривать как абсциссы точек пересечения окружности с центром Q ( - 
[image: image82.wmf]a

b

2

;
[image: image83.wmf]a

c

a

2

+

), проходящей через точку A (0;1), и оси Ox. 

Решение уравнения сводится к построению на координатной плоскости окружности с центром Q и радиусом Q A (для этого и понадобятся инструменты) и определению абсцисс точек пересечения окружности с осью Ox. Возможны три случая: 

1) [image: image1.emf]Министерство образования и науки Российской Федерации   Главное управление общего и профессионального образования Иркутской области    Отдел образования Иркутской Области    МОУ Тулинской СОШ                     Нестандартные  методы   решения  уравнений          Автор:  Валько Тат ьяна  –  ученица  1 1  класса МОУ ЦО «Каразей»,  проживающая по адресу:   665327, Куйтунский р - н,    с. Каразей   Руководитель:  Шульгина Светлана  Ивановна  –  учитель математики  МОУ Тулинской СОШ                                                                                              ст. Тулюшка     2008/09 учебный год  

если Q A > 
[image: image84.wmf]a

c

a

2

+

 , то окружность пересекает ось  в двух точках (х1 , 0) и (х2, 0), уравнение имеет корни х1 и х2;

2) [image: image308.png]<% +2x2



если Q A = 
[image: image85.wmf]a

c

a

2

+

  , то окружность касается оси Ox в точке M(х1 , 0), уравнение имеет корень х1;

3) [image: image309.png]X

+x-1



если Q A < 
[image: image86.wmf]a

c

a

2

+

, то окружность не имеет общих точек с осью Ox, у уравнения нет корней. 

Рассмотрим примеры решения квадратных уравнений описанным способом. 

Пример 1. Решим уравнение х2 – 2х + 1 = 0.

[image: image310.png]X+2




Ответ: 1.

Пример 1. Решим уравнение х2 + 4х – 5 = 0.

[image: image311.png]x3

+3x

+x-2




Ответ: -5, 1.

Пример 1. Решим уравнение х2 – 4х + 5 = 0.

[image: image312.png]+x




Ответ: нет корней.

Кубические уравнения
Если квадратные уравнения умели решать еще математики Вавилонии и Древней Индии, то кубические, т.е. уравнения вида

[image: image87.png]ax +bx2+ex+d=0



, где [image: image88.png]a=0



,

оказались "крепким орешком". В конце XV в. профессор математики в университетах Рима и Милана Лука Пачоли в своем знаменитом учебнике "Сумма знаний по арифметике, геометрии, отношениям и пропорциональности" задачу о нахождении общего метода для решения кубических уравнений ставил в один ряд с задачей о квадратуре круга. И все же усилиями итальянских алгебраистов такой метод вскоре был найден.

Начнем с упрощения
Если кубическое уравнение общего вида

[image: image89.png]ax +bx2+ex+d=0



, где [image: image90.png]a=0



,

разделить на [image: image91.png]


, то коэффициент при [image: image92.png]


 станет равен 1. Поэтому в дальнейшем будем исходить из уравнения 

                                                     [image: image93.png]x*+Px* + Qx+R=0



.                                                     (1)

Так же как в основе решения квадратного уравнения лежит формула квадрата суммы, решение кубического уравнения опирается на формулу куба суммы:

[image: image94.png](a+b)>=a® +3a%b+3ab? + b




Чтобы не путаться в коэффициентах, заменим здесь [image: image95.png]


 на [image: image96.png]


 и перегруппируем слагаемые:

                                           [image: image97.png](x+b)=x%+3bx? +3xb2 + b3



.                                           (2)

Мы видим, что надлежащим выбором [image: image98.png]


, а именно взяв [image: image99.png]


, можно добиться того, что правая часть этой формулы будет отличаться от левой части уравнения (1) только коэффициентом при [image: image100.png]


 и свободным членом. Сложим уравнения (1) и (2) и приведем подобные:

[image: image101.png](x+b)°+(Q-3b)x+R-b=0



.

Если здесь сделать замену [image: image102.png]y=x+b



, получим кубическое уравнение относительно [image: image103.png]


 без члена с [image: image104.png]


:

[image: image105.png]¥ +py+q=0



.

Итак, мы показали, что в кубическом уравнении (11) с помощью подходящей подстановки можно избавиться от члена, содержащего квадрат неизвестного. Поэтому теперь будем решать уравнение вида

                                                            [image: image106.png]x> +px+q=0



.                                                            (13)

Формула Кардано
Давайте еще раз обратимся к формуле куба суммы, но запишем ее иначе:

[image: image107.png](a+b)>=a’ +b’+3ab(a+b)



.

Сравните эту запись с уравнением (13) и попробуйте установить связь между ними. Даже с подсказкой это непросто. Надо отдать должное математикам эпохи Возрождения, решившим кубическое уравнение, не владея буквенной символикой. Подставим в нашу формулу [image: image108.png]


:

[image: image109.png]


, или

[image: image110.png]x> —3abx - (@® +b%)=0



.

Теперь уже ясно: для того, чтобы найти корень уравнения (13), достаточно решить систему уравнений 

[image: image111.png]


 или [image: image112.png]



и взять в качестве [image: image113.png]


 сумму [image: image114.png]


 и [image: image115.png]


. Заменой [image: image116.png]


, [image: image117.png]


 эта система приводится к совсем простому виду:

[image: image118.png]u+v=-q,




Дальше можно действовать по-разному, но все "дороги" приведут к одному и тому же квадратному уравнению. Например, согласно теореме Виета, сумма корней приведенного  квадратного уравнения равна коэффициенту при [image: image119.png]


 со знаком минус, а произведение – свободному члену. Отсюда следует, что [image: image120.png]


 и [image: image121.png]


 - корни уравнения

[image: image122.png]2 +qt-(p/3)° =0



.

Выпишем эти корни:

[image: image123.png]



Переменные [image: image124.png]


 и [image: image125.png]


 равны кубическим корням из [image: image126.png]


 и [image: image127.png]


, а искомое решение кубического уравнения (13) – сумма этих корней:

[image: image128.png]»

27



.

Эта формула известная как формула Кардано.


Уравнения четвертой степени
Метод решения уравнений четвертой степени нашел в XVI в. Лудовико Феррари, ученик Джероламо Кардано. Он так и называется – метод Феррари.

            Как и при решении кубического и квадратного уравнений, в уравнении четвертой степени

[image: image129.png]X rpxd b gl ex+s=0




можно избавиться от члена [image: image130.png]


 подстановкой [image: image131.png]X=y-p/4



. Поэтому будем считать, что коэффициент при кубе неизвестного равен нулю:

[image: image132.png]x4 +ax? +bx +




.

            Идея Феррари состояла в том, чтобы представить уравнение в виде [image: image133.png]A?



, где левая часть – квадрат выражения [image: image134.png]+s



, а правая часть – квадрат линейного уравнения [image: image135.png]


 от [image: image136.png]


, коэффициенты которого зависят от [image: image137.png]


. После этого останется решить два квадратных уравнения: [image: image138.png]


 и [image: image139.png]


. Конечно, такое представление возможно только при специальном выборе параметра [image: image140.png]


. Удобно взять [image: image141.png]


 в виде [image: image142.png]


, тогда уравнение перепишется так:

                              [image: image143.png]x4 24t
z

:thz—bx+[ 2+atfc+%




.                              (15)

Правая часть этого уравнения – квадратный трехчлен от [image: image144.png]


. Полным квадратом он будет тогда, когда его дискриминант равен нулю, т.е.

[image: image145.png]D:bz—A-Zt-[tz+at—c+7



, или

[image: image146.png]b? =2t[4t? + dat + a® — 4c)



 .

Это уравнение называется резольвентным (т.е. "разрешающим"). Относительно [image: image147.png]


 оно кубическое, и формула Кардано позволяет найти какой-нибудь его корень [image: image148.png]


. При [image: image149.png]


 правая часть уравнения (15) принимает вид

[image: image150.png]Ztn[x—



,

а само уравнение сводится к двум квадратным:

[image: image151.png]


.

Их корни и дают все решения исходного уравнения.

            Решим для примера уравнение

[image: image152.png]


.

            Здесь удобнее будет воспользоваться не готовыми формулами, а самой идеей решения. Перепишем уравнение в виде

[image: image153.png]



и добавим к обеим частям выражение [image: image154.png]2sx 2 + 52



, чтобы в левой части образовался полный квадрат:

[image: image155.png](x? + s = 10+ 25)-x% +8x+ 57 — 5



.

Теперь приравняем к нулю дискриминант правой части уравнения:

[image: image156.png]16 - (10 + 2s)- [ - 5)=0



,

или, после упрощения,

[image: image157.png]s?45s? —55-33=0



.

Один из корней полученного уравнения можно угадать, перебрав делители  свободного члена: [image: image158.png]


. После подстановки этого значения получим уравнение

[image: image159.png]2 _3f cax?r8x+d=4-(x+17




,

откуда [image: image160.png]3=42-(x+1)



. Корни образовавшихся квадратных уравнений - [image: image161.png]X, =1%./6



 и [image: image162.png]Xpq=124/2



. Разумеется, в общем случае могут получиться и комплексные корни.

Решение Декарта-Эйлера
[image: image163.png]x+ax +bx2+ex+d=0




подстановкой [image: image164.png]x=y-a/4



 приводится к "неполному" виду

                                                      [image: image165.png]vi+pyl4qy+r=0



.                                                      (16)

Корни [image: image166.png]Y1



, [image: image167.png]Y2



, [image: image168.png]Y3



, [image: image169.png]Ya



 "неполного" уравнения четвертой степени (16) равны одному из выражений

[image: image170.png]




 INCLUDEPICTURE  "http://images.km.ru/education/referats/img/16284662.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image171.png]




 INCLUDEPICTURE  "http://images.km.ru/education/referats/img/16284664.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image172.png]


,

в которых сочетания знаков выбираются так, чтобы удовлетворялось условие

[image: image173.png]




 INCLUDEPICTURE  "http://images.km.ru/education/referats/img/16284668.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image174.png]




 INCLUDEPICTURE  "http://images.km.ru/education/referats/img/16284670.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image175.png]


,

причем [image: image176.png]


, [image: image177.png]


 и [image: image178.png]


 - корни кубичного уравнения

[image: image179.png]


.

Уравнения высоких степеней
Разрешимость в радикалах
Формула корней квадратного уравнения известна с незапамятных времен, а в XVI в. итальянские алгебраисты решили в радикалах уравнения третьей и четвертой степеней. Таким образом, было установлено, что корни любого уравнения не выше четвертой степени выражаются через коэффициенты уравнения формулой, в которой используются только четыре арифметические операции (сложение, вычитание, умножение, деление) и извлечение корней степени, не превышающей степень уравнения. Более того, все уравнения данной степени [image: image180.png]


 ([image: image181.png]n<4



) можно "обслужить" одной общей формулой. При подстановке в нее коэффициентов уравнения получим все корни – и действительные, и комплексные.

После этого естественно возник вопрос: а есть ли похожие общие формулы для решения уравнений пятой степени и выше Ответ на него смог найти норвежский математик Нильс Хенрик Абель в начале XIX в. Чуть раньше этот результат был указан, но недостаточно обоснован итальянцем Паоло Руффини. Теорема Абеля-Руффини звучит так: 

Общее уравнение степени [image: image182.png]


 при [image: image183.png]nzs



 неразрешимо в радикалах.
Таким образом, общей формулы, применимой ко всем уравнениям данной степени [image: image184.png]nzs



, не существует. Однако это не значит, что невозможно решить в радикалах те или иные частные виды уравнений высоких степеней. Сам Абель нашел такое решение для широкого класса уравнений произвольно высокой степени – так называемых абелевых уравнений. Теорема Абеля-Руффини не исключает даже и того, что корни каждого конкретного алгебраического уравнения можно записать через его коэффициенты с помощью знаков арифметических операций и радикалов, в частности, что любое алгебраическое число, т.е. корень уравнения вида

[image: image185.png]n-l

a,x+ax" 4 +ax+a;=0



, [image: image186.png]270



,

с целыми коэффициентами, можно выразить в радикалах через рациональные числа. На самом деле такое выражение существует далеко не всегда. Это следует из теоремы разрешимости алгебраических уравнений, построенной выдающимся французским математиком Эваристом Галуа в его "Мемуаре об условиях разрешимости уравнений в радикалах" (1832 г.; опубликован в 1846 г.).

            Подчеркнем, что в прикладных задачах нас интересует только приближенные значения корней уравнения. Поэтому его разрешимость в радикалах здесь обычно роли не играет. Имеются специальные вычислительные методы, позволяющие найти корни любого уравнения с любой наперед заданной точностью, ничуть не меньшей, чем дают вычисления по готовым формулам.

Уравнения, которые решаются
Хотят уравнения высоких степеней в общем случае неразрешимы в радикалах, да и формулы Кардано и Феррари для уравнений третьей и четвертой степеней в школе не проходят, в учебниках по алгебре, на вступительных экзаменах в институты иногда встречаются задачи, где требуется решить уравнения выше второй степени. Обычно их специально подбирают так, чтобы корни уравнений можно было найти с помощью некоторых элементарных приемов.

            В основе одного из таких приемов лежит теорема о рациональных корнях многочлена: 

Если несократимая дробь [image: image187.png]p/q



 является корнем многочлена [image: image188.png]P(x)=a,x" +a, x" +. . +ax+a;



 с целыми коэффициентами, то ее числитель [image: image189.png]


 является делителем свободного члена [image: image190.png]


, а знаменатель [image: image191.png]


 - делителем старшего коэффициента [image: image192.png]


.
            

Для доказательства достаточно подставить в уравнение [image: image193.png]P(x)=0



 [image: image194.png]x=p/q



 и умножить уравнение на [image: image195.png]


. Получим

[image: image196.png]n n-l n-l n
a,p" +a,,p 7 q+..+a,pq"" +agq



.

Все слагаемые в левой части, кроме последнего, делятся на [image: image197.png]


, поэтому и [image: image198.png]apq



 делится на [image: image199.png]


, а поскольку [image: image200.png]


 и [image: image201.png]


 - взаимно простые числа, [image: image202.png]


 является делителем [image: image203.png]


. Доказательство для [image: image204.png]


 аналогично.

            С помощью этой теоремы можно найти все рациональные корни уравнения с целыми коэффициентами испытанием конечного числа "кандидатов". Например, для уравнения 

[image: image205.png]x3+3x? +x-



,

старший коэффициент которого равен 1, "кандидатами" будут делители числа –2. Их всего четыре: 1, -1, 2 и –2. Проверка показывает, что корнем является только одно из этих чисел: [image: image206.png]


.

Если один корень найден, можно понизить степень уравнения. Согласно теореме Безу,

остаток от деления многочлена [image: image207.png]P(x)



 на двучлен [image: image208.png]


 равен [image: image209.png]P(c)



, т. е. [image: image210.png]P(x)=(x—¢) - Q(x)+ Ple)



.
Из теоремы непосредственно следует, что

Если [image: image211.png]


 - корень многочлена [image: image212.png]P(x)



, то многочлен делится на [image: image213.png]


, т. е. [image: image214.png]P(x)=(x —¢)-Q[x)



, где [image: image215.png]


 - многочлен степени, на 1 меньшей, чем [image: image216.png]P(x)



.
            

Продолжая наш пример, вынесем из многочлена 

[image: image217.png]P(x)=x>+3x> +x-2





[image: image313.png]X

+2X



[image: image314.png]


множитель [image: image218.png]Xx-Xg=x+2



. Чтобы найти частное [image: image219.png]


, можно выполнить деление "уголком":

                  

                                                                            


       

                                                                   

                                                                                      0                                                                                                                                                                                                                             

Но есть и более простой способ. Он станет понятен из примера:

[image: image220.png]Px)=x> +3x? +x-2=[x7+2x2 )+ [x? + 2x)— (x + 2)= (x + 2)-[x® + x -1).




Теперь остается решить квадратное уравнение [image: image221.png]


. Его корни:

[image: image222.png]


.

Метод неопределенных коэффициентов
Если у многочлена с целыми коэффициентами рациональных корней не оказалось, можно попробовать разложить его на множители меньшей степени с целыми коэффициентами. Рассмотрим, например, уравнение

[image: image223.png]x4

—2x2-8x-3




.

Представим левую часть в виде произведения двух квадратных трехчленов с неизвестными (неопределенными) коэффициентами:

[image: image224.png]x*-2x?-8x-3=(x®+ax +b)-(x? + px + q]



.

Раскроем скобки в правой части и приведем подобные:

[image: image225.png]2x? -8x-3=x*+(a+p)-x>+(b+ap+q)-x? +(aq+bp)-x+bq



.

Теперь, приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях [image: image226.png]


 в обеих частях, получим систему уравнений

[image: image227.png]a+p=0,
beap+q=-2,
aq+bp=-8,

bq=-3.





Попытка решить эту систему в общем виде вернула бы нас назад, к решению исходного уравнения. Но целые корни, если они существуют, нетрудно найти и подбором. Не ограничивая общности, можно считать, что [image: image228.png]


, тогда последнее уравнение показывает, что надо рассмотреть лишь два варианта: [image: image229.png]


, [image: image230.png]


 и [image: image231.png]




 INCLUDEPICTURE  "http://images.km.ru/education/referats/img/16284791.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image232.png]


. Подставляя эти пары значений в остальные уравнения, убеждаемся, что первая из них дает искомое разложение: [image: image233.png]x* —2x? —8x-3=(x% +2x +3) [x* —2x-1]



. Этот способ решения называется методом неопределенных коэффициентов.

            Если уравнение имеет вид [image: image234.png]P(Q(x))=0



, где [image: image235.png]


 и [image: image236.png]


 - многочлены, то замена [image: image237.png]


 сводит его решение к решению двух уравнений меньших степеней: [image: image238.png]


 и [image: image239.png]Q) =y



.

Иррациональные уравнения
Уравнение, содержащее неизвестное (либо рациональное алгебраическое выражение от неизвестного) под знаком радикала, называют иррациональным уравнением. В элементарной математике решения иррациональных уравнений отыскивается в множестве действительных чисел.

Всякое иррациональное уравнение с помощью элементарных алгебраических операций (умножение, деление, возведение в целую степень обеих частей уравнения) может быть сведено к рациональному алгебраическому уравнению. При этом следует иметь в виду, что полученное рациональное алгебраическое уравнение может оказаться неэквивалентным исходному иррациональному уравнению, а именно может содержать "лишние" корни, которые не будут корнями исходного иррационального уравнения. Поэтому, найдя корни полученного рационального алгебраического уравнения, необходимо проверить, а будут ли все корни рационального уравнения корнями иррационального уравнения.         

            В общем случае трудно указать какой-либо универсальный метод решения любого иррационального уравнения, так как желательно, чтобы в результате преобразований исходного иррационального уравнения получилось не просто какое-то рациональное алгебраическое уравнение, среди корней которого будут и корни данного иррационального уравнения, а рациональное алгебраическое уравнение, образованное из многочленов как можно меньшей степени. Желание получить то рациональное алгебраическое уравнение, образованное из многочленов как можно меньшей степени, вполне естественно, так как нахождение всех корней рационального алгебраического уравнения само по себе может оказаться довольно трудной задачей, решить которую полностью мы можем лишь в весьма ограниченном числе случаев.

Приведем некоторые стандартные, наиболее часто применяемые методы решения иррациональных алгебраических уравнений.

1) Одним из самых простых приемов решения иррациональных уравнений является метод освобождения от радикалов путем последовательного возведения обеих частей уравнения в соответствующую натуральную степень. При этом следует иметь в виду, что при возведении обеих частей уравнения в нечетную степень полученное уравнение, эквивалентное исходному, а при возведении обеих частей уравнения в четную степень полученное уравнение будет, вообще говоря, неэквивалентным исходному уравнению. В этом легко убедиться, возведя обе части уравнения

[image: image240.png]f(x) =g(x)




в любую четную степень. В результате этой операции получается уравнение

[image: image241.png]



множество решений, которого представляет собой объединение множеств решений:

[image: image242.png]f(x) =g(x)



 и [image: image243.png]f(x)=-g(x)



.

Однако, несмотря на этот недостаток, именно процедура возведения обеих частей уравнения в некоторую (часто четную) степень является самой распространенной процедурой сведения иррационального уравнения к рациональному уравнению.

П р и м е р 1. Решить уравнение

                                                    [image: image244.png]P(x) ++/ Q(x) = R(x)



,                                                    (18)

где [image: image245.png]P(x)



, [image: image246.png]


, [image: image247.png]R(x)



 - некоторые многочлены.

В силу определения операции извлечения корня в множестве действительных чисел допустимые значения неизвестного [image: image248.png]


 определяются условиями 

[image: image249.png]P(x) =0



, [image: image250.png]Q(x) =0



.

Возведя обе части уравнения (18) в квадрат, получим уравнение

[image: image251.png]2,/ P(x)- Qx) = R?(x) - P(x) - Q(x)



.

После повторного возведения в квадрат уравнение превращается в алгебраическое уравнение

                                       [image: image252.png]4P(x) - O(x) = [R *(x) - P(x) - Q)]



.                                       (19)

Так как обе части уравнения (18) возводились в квадрат, может оказаться, что не все корни уравнения (19) будет являться решениями исходного уравнения, необходима проверка корней.

            2) Другим примером решения иррациональных уравнений является способ введения новых неизвестных, относительно которых получается либо более простое иррациональное уравнение, либо рациональное уравнение.

            П р и м е р 2. Решить иррациональное уравнение

[image: image253.png]


.

            Множество допустимых значений этого уравнения:

[image: image254.png]xe (- )Y (133) Y (35 + =0)



.

            Положив [image: image255.png]


, после подстановки получим уравнение

[image: image256.png]B-xy+ o
v




или эквивалентное ему уравнение 

[image: image257.png]B-x)y’ -2y+x-



,

которое можно рассматривать как квадратное уравнение относительно [image: image258.png]


. Решая это уравнение, получим

[image: image259.png]


,           [image: image260.png]Y2

»
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w
|
“



.

Следовательно, множество решений исходного иррационального уравнения представляет собой объединение множеств решений следующих двух уравнений:

[image: image261.png]


, [image: image262.png]


.

            Возведя обе части каждого из этих уравнений в куб, получим два рациональных алгебраических уравнения:

[image: image263.png]


,                  [image: image264.png]


.

            Решая эти уравнения, находим, что данное иррациональное уравнение имеет единственный корень [image: image265.png]


.

            В заключение заметим, что при решении иррациональных уравнений не следует начинать решение уравнение с возведения обеих частей уравнений в натуральную степень, пытаясь свести решение иррационального уравнения к решению рационального алгебраического уравнения. Сначала необходимо посмотреть, нельзя ли сделать какое-нибудь тождественное преобразование уравнения, которое может существенно упростить его решение.

            П р и м е р 3. Решить уравнение

                                                 [image: image266.png]adfTrx+ 24Trx=4x
3



.                                                 (20)

Множество допустимых значений данного уравнения: [image: image267.png]x€(0;+ )



. Сделаем следующие преобразования данного уравнения:

[image: image268.png]adfTrx+ 24Trx=4x
3
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.

Далее, записывая уравнение в виде

[image: image273.png]


,

получим:

            при [image: image274.png]


 уравнение решений иметь не будет;

            при [image: image275.png]a=0



 уравнение может быть записано в виде

[image: image276.png]


.

            При [image: image277.png]a<0



 данное уравнение решений не имеет, так как при любом [image: image278.png]


, принадлежащем множеству допустимых значений уравнения, выражение, стоящее в левой части уравнения, положительно.

            При [image: image279.png]a>0



 уравнение имеет решение

[image: image280.png]


.

            Принимая во внимание, что множество допустимых решений уравнения определяется условием [image: image281.png]x>0



, получаем окончательно:

            При [image: image282.png]


 решением иррационального уравнения (20) будет

[image: image283.png]


.

            При всех остальных значениях [image: image284.png]


 уравнение решений не имеет, т. е. множество его решений – пустое множество.

Трансцендентные уравнения
            Уравнение, не сводящееся к алгебраическому уравнению с помощью алгебраических преобразований, называется трансцендентным уравнением.

            Нестандартные способы их решения

Использование областей существования функций 

Если при рассмотрении уравнения выясняется, что обе его части определены на множестве М, состоящем из одного или несколько чисел, то нет необходимости проводить какие-либо преобразования уравнения, достаточно проверить, является или нет каждое из этих чисел решением данного уравнения. 
Пример1. Решим уравнение 

[image: image285.wmf]2
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[image: image286.wmf]4
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)+3х – х 2 – 1                                       (1)

Обе части уравнения (1) определены только для тех х, которые удовлетворяют системе неравенств 

4 – х2 ≥ 0

4 – х2  ≤ 0                                                       (2)

Все решения системы (2) состоят из двух чисел: х1=2 и х2= -2. Поэтому если уравнение (1) имеет решения, то они могут быть только среди этих двух чисел. Проверка показывает, что число х1 удовлетворяет уравнению (1), а число х2 ему не удовлетворяет. Следовательно, уравнение (1) имеет единственный корень х1.

Ответ: 2.

Пример2. Решим уравнение 


[image: image287.wmf]2
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+
[image: image288.wmf]2
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=1                                                  (3)

Обе части уравнения (3) определены только для тех х, которые удовлетворяют системе неравенств 


[image: image289.wmf]2
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[image: image290.wmf]2
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т.е. на множестве М=[
[image: image291.wmf]3

2

; +∞). Поэтому если уравнение (8) имеет решения, то они принадлежат множеству М.

Для каждого х є М имеет 
[image: image292.wmf]2
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[image: image293.wmf]2
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≥2, т.е. любое х є М не удовлетворяет уравнению (8). Следовательно, уравнение (8) не имеет решений.

Ответ: Нет решений. 

Использование неотрицательности функций 

Пусть левая часть уравнения 

F(х)=0                                                                 (1)

есть сумма нескольких функций 

F(х)=f1(х)+ f2(х)+…+ fп(х),                                           (2)

каждая из которых неотрицательна для любого х из области ее существования. 

Тогда уравнение (1) равносильно системе уравнений 

f1(х)=0

f2(х)=0
……...

fп(х)=0                                                         (3)

Пример 1. Решим уравнение 

х4 +5·4х + 4х2·2х – 2·2х +1=0                                          (4)

Перепишем уравнение (4) в виде 

(х2 + 2·2х)2 + (2х – 1)2=0                                             (5)

Уравнение (5) равносильно системе уравнений 

(х2 + 2·2х)2=0

 (2х – 1)2 =0                                                        (6) 

Первое уравнение системы (6) имеет единственное решение х1=0, которое не удовлетворяет второму уравнению системы (6). Следовательно, система (6), а значит, и равносильное ей уравнение (4) не имеют решений. 

Ответ: Нет решений. 

Пример2. Решим уравнение 

1 – 
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2

1

х

х

-

-

+ log2(1+х2)=0                                         (7)

Каждая из функций 1 – 
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 и log2(1+х2) неотрицательна для любого х из области ее существования. 

Поэтому уравнение (7) равносильно системе уравнений 

1 – 
[image: image296.wmf]4
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log2(1+х2)                                                           (8)
имеющей единственное решение х1=0.

Следовательно, уравнение (7), равносильное системе (8), имеет единственное решение х1.

Ответ: 0.
Использование ограниченности функций

Пусть множество М есть общая часть (пересечение) областей существования функций f(x) и g(х) и пусть для любого х є М справедливы неравенства f(x)≥А и g(х)≤А, где А – некоторое число. Тогда уравнение f(x) = g(х) равносильно системе уравнений        f(x)=А

g(х)=А
Пример1. Решим уравнение 

4х2 + 4х + 17 = 
[image: image297.wmf]1
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Обе части уравнения (1) определены для всех х. Перепишем уравнение (1) в виде 

(х+
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Очевидно, что для любого х справедливы неравенства 

f(x)= (х+
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Следовательно, уравнение (2) равносильно системе уравнений 

(х+
[image: image302.wmf]2
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[image: image303.wmf]1
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 = 4                                                    (3)

Система (3) не имеет решений. Следовательно, и равносильное ей уравнение (1) не имеет решений. 
Ответ: Нет решений. 

Использование производной для решения уравнений 

При решении уравнения часто бывает полезно доказать возрастание (убывание) на некотором промежутке функций, в него входящих. При этом часто пользуются производными. 

Пример1. Решим уравнение 

х5 + х3 – 
[image: image304.wmf]х
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 + 4 =0                                                (1) 

Рассмотрим функцию f(х)= х5 + х3 – 
[image: image305.wmf]х
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 + 4. Область  существования этой функции есть промежуток Х=(-∞;
[image: image306.wmf]3
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]. Функция f(х) имеет внутри промежутка Х положительную производную f ´(х)=5х4 +3х2 +
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Следовательно, функция f(х) возрастает на промежутке Х, и так как она непрерывна на этом промежутке, то каждое свое значение она принимает ровно в одной точке. А это означает, что уравнение (1) имеет не доле одного корня. Легко видеть, что число х1= - 1 удовлетворяет уравнению (1). Следовательно, уравнение (1) имеет единственный корень х1. 
Ответ: - 1.
Заключение
Математика, как и любая другая наука не стоит на месте, вместе с развитием общества меняются и взгляды людей, возникают новые мысли и идеи. И XX век не стал в этом смысле исключением. Появление компьютеров внесло свои корректировки в способы решения уравнений и значительно их облегчило. Но компьютер не всегда может быть под рукой (экзамен, контрольная), поэтому знание хотя бы самых главных способов решения уравнений необходимо знать. Использование уравнений в повседневной жизни – не редкость. Они нашли свое применение во многих отраслях хозяйства и практически во всех новейших технологиях. 
Я выполнила поставленную перед собой цель, познакомилась с нестандартными способами решения уравнений и применила эти способы на практике.
Я надеюсь, что моя работа может послужить неплохим справочным материалом при решении тех или иных уравнений.  
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