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Введение
«Мир построен на силе чисел». 

                                                      Пифагор

Свое исследование мы начнем со стихотворения-загадки А. Н. Старикова «Необыкновенная девочка»:
	Ей было тысяча сто лет,

Она в сто первый класс ходила,

В портфеле по сто книг носила-

Все это правда, а не бред.

Когда пыля десятком ног,

Она шагала по дороге,

За ней всегда бежал щенок

С одним хвостом, зато стоногий.
	Она ловила каждый звук

Своими десятью ушами,

И десять загорелых рук

Портфель и поводок держали.

И десять темно-синих глаз

Рассматривали мир привычно…

Но станет все совсем обычным,

Когда поймете мой рассказ.


Попробуем разгадать эту загадку. 
Сейчас в большинстве стран мира, несмотря на то, что там говорят на разных языках, считают одинаково, «по-арабски». Но так было не всегда. Еще каких-то пятьсот лет назад ничего подобного не было даже в просвещенной Европе. Но, тем не менее, люди все равно как-то записывали числа. 
У каждого народа была своя собственная или позаимствованная у соседа система записи чисел. Одни использовали буковки, другие - значки, третьи - закорючки. У кого-то получалось удобнее, у кого-то не очень. Ведь не так-то просто, даже имея цифры, записать какое-нибудь число. Для этого нужна система счисления.
Цель работы – исследовать различные системы счисления.

Задачи работы: 

1. Дать понятие системы счисления и рассмотреть их виды.

2. Рассмотреть способы перевода чисел из одной системы счисления  в другую.

3. Рассмотреть арифметические действия над числами в разных системах счисления.

4. Изучить применение систем счисления в повседневной жизни.

5. Продемонстрировать решение задач по данной теме.

Методы исследования:

1. Поиск, анализ и синтез различных источников информации.

2. Самостоятельное решение задач.

Теоретическая и практическая значимость работы состоит в том, что ее можно использовать для проведения  кружков, факультативов по математике. Это интересная и актуальная тема, но, к сожалению, в школьных учебниках она не рассматривается.
1 СИСТЕМЫ СЧИСЛЕНИЯ
1.1  Немного истории
В разные исторические периоды развития человечества для подсчетов и вычислений использовались те или иные системы счисления. Например, довольно широко была распространена двенадцатеричная система. Многие предметы (ножи, вилки, тарелки, носовые платки и т. д.) и сейчас считают дюжинами. Число месяцев в году двенадцать [прил. 6]. Двенадцатеричная система счисления сохранилась в английской системе мер (например,      1 фут = 12 дюймам) и в денежной системе (1 шиллинг = 12 пенсам). 

В древнем Вавилоне существовала весьма сложная шестидесятеричная система. Она, как и двенадцатеричная система, в какой-то степени сохранилась и до наших дней, например, в системе измерения времени: 1 час = 60 минутам, 1 минута = 60 секундам, аналогично в системе измерения углов: 1 градус = 60 минутам, 1 минута = 60 секундам [прил. 6]. 

У некоторых африканских племен была распространена пятеричная система счисления; у ацтеков и народов майя, населявших в течение многих столетий обширные области американского континента, - двадцатеричная система. У некоторых племен Австралии и Полинезии встречалась двоичная система. 

Десятичная система возникла в Индии в 595 г. Впоследствии ее стали называть арабской, потому что она была перенесена в Европу арабами. Цифры, которыми мы теперь пользуемся, - арабские. В России десятичная система начала распространяться в 17 в., а до этого для записи чисел использовали буквы славянского алфавита и над ними ставили особый знак, который назывался «титло».
В разное время существовали и другие записи цифр, в настоящее время почти забытые. Однако до сих пор мы иногда встречаемся с записью чисел с помощью букв латинского алфавита, например на циферблатах часов, в книгах для обозначения глав или частей, на деловых бумагах для обозначения месяцев и т.д. [10, с. 12].
1.2  Понятие системы счисления
Итак, самый главный вопрос, рассматриваемый нами, - способы записи числа или системы счисления. Что же такое система счисления? Анализируя литературу по теме, мы пришли к выводу, что в разных источниках это понятие трактуется по-разному, но смысл остается неизменным. Система счисления - это знаковая система, в которой числа записываются по определенным правилам, с помощью символов некоторого алфавита. Символы алфавита, которые используют для записи чисел, называют цифрами [9, с. 6].
Удобная система счисления должна обладать следующими свойствами:

· простота и краткость записи на материальном носителе; 

· однозначность представления; 

· удобство выполнения арифметических операций над числами в предложенной записи; 

· легкость и наглядность обучения основам работы с числами.
1.3  Виды систем счисления
Системы счисления делятся на две большие группы: позиционные и непозиционные. В позиционных системах счисления значение цифры зависит от ее положения в записи числа, в непозиционных – не зависит.

В непозиционных системах счисления каждая цифра имеет одно и то же значение независимо от положения в записи числа. Примером такой системы является римская система счисления. Базовыми символами (цифрами) римской системы являются: I, V, X, L, C, D, M. Например, в записи XIX цифра X повторена дважды и ее значение в обоих случаях равно десяти. Непозиционные системы строятся по принципу аддитивности (англ. add - складывать), т.е. количественный эквивалент числа определяется как сумма цифр.

В настоящее время наиболее распространены позиционные системы счисления. Конкретное значение числа в такой системе определяется не только самими его цифрами, но и местоположением каждой из цифр, т.е. цифры имеют разный вес в записи числа. Любая позиционная система счисления характеризуется своим основанием. Основание позиционной системы счисления - это количество различных знаков или символов, используемых для изображения цифр в данной системе. Оно определяет, во сколько раз различаются значения цифр соседних разрядов числа [прил. 1]. 

При рассмотрении позиционных систем важным является понятие базиса системы счисления. Базис позиционной системы счисления - это последовательность чисел, каждое из которых задает значение цифры «по месту» или «вес» каждого разряда [прил. 2].
Примером такой системы счисления является десятичная система счисления. Эта система использует десять базовых символов (цифр): 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Количество различных цифр, используемых для записи чисел в позиционной системе счисления, называется основанием системы счисления. Например, в записи 1909 цифра 9 повторена два раза, при этом первая слева цифра означает число сотен, а вторая - число единиц в числе в указанном числе. Само же число 1909 можно представить в виде многочлена по степеням основания: 1909=1*103 + 9*102 + 0*101 + 9*100
Соответственно любое другое десятичное число X можно также представить в виде многочлена по степеням основания системы счисления:

X = an*10n + an-1 *10n-1 + ... + a1 *101 + a0 *100,

где цифры ai из множества {0, ... , 9}[7, с. 15].
2 НЕПОЗИЦИОННЫЕ СИСТЕМЫ СЧИСЛЕНИЯ
2.1 Алфавитная система записи чисел

В Малой Азии, где были древнегреческие колонии, которые вели оживленную торговлю, в середине V в. до н. э. появилась система счисления нового типа - так называемая алфавитная нумерация. Ее обычно называют ионийской. В этой системе числа обозначались при помощи букв алфавита, над которыми ставились черточки: первые девять букв обозначали числа от 1 до 9, следующие девять - числа 10, 20, 30, ..., 90, и следующие девять - числа 100, 200, ..., 900. Таким образом, можно было обозначать любое число до 999. 

Для обозначения чисел 1000, 2000, ..., 9000 греки употребляли те же буквы, что и для чисел 1, 2, ..., 9, но только при их записи ставили косую черточку слева внизу. Далее, для числа 10 000 употреблялся знак  ≈  . Это число называлось мириадой ; две мириады,   т.е.     20 000 обозначались так: ≈≈. Этим способом можно было обозначить все числа до мириады мириад, т. е. до 108. Более высокие десятичные разряды уже не могли быть записаны в ионийской нумерации и не имели названия в древнегреческом языке [10, с.15]. 

2.2 Римская система записи чисел
Древние римляне пользовались нумерацией, которая сохраняется до настоящего времени под именем «римской нумерации». Мы пользуемся ею для обозначения юбилейных дат, для нумерации некоторых страниц книги (например, страниц предисловия), глав в книгах, строф в стихотворениях и т. д. В позднейшем своем виде римские цифры выглядят так: I=1; V=5; X=10; L=50; С=100; D=500; M=1000. Прежде они имели несколько иную форму. Так, число 1000 изображалось знаком (|), а 500-знаком |). 

О происхождении римских цифр достоверных сведений нет. Цифра V могла первоначально служить изображением кисти руки, а цифра Х могла составиться из двух пятерок. Точно так же знак для 1000 мог составиться из удвоения знака для 500 (или наоборот). 

В римской нумерации явственно сказываются следы пятеричной системы счисления. В языке же римлян (латинском) никаких следов пятеричной системы нет. Значит, эти цифры были заимствованы римлянами у другого народа (весьма вероятно у этрусков). 

Все целые числа (до 5000) записываются с помощью повторения вышеприведенных цифр. При этом, если большая цифра стоит перед меньшей, то они складываются, если же меньшая стоит перед большей (в этом случае она не может повторяться), то меньшая вычитается из большей. Например, VI=6, т.е. 5+1; IV=4, т.е. 5-1; XL=40, т е. 50-10; LX=60, т.е. 50+10. Подряд одна и та же цифра ставится не более трех раз: LXX=70; LXXX=80; число 90 записывается ХС (а не LXXXX). Первые 12 чисел записываются в римских цифрах так: 

I, II, III, IV, V, VI, VII, VIII. IX, X, XI, XII.

Выполнение арифметических действий над многозначными числами в этой записи очень трудно. Тем не менее, римская нумерация преобладала в Италии до 13 века, а в других странах Западной Европы - до 16 века [9, с. 11]
2.3 Задачи
1. Перевести натуральные числа в алфавитную систему счисления: 35; 94; 306; 757; 899; 999.

2. Перевести натуральные числа в римскую систему записи: 28; 39; 397; 1818.

3. Выполнить действия: Ё+ЛД; ЩНЗ-СРЖ; РЗ+УЛ; DCCXLVII+CLXV; XLII-XLI.

Решение:

1. 35 = КД;  94 = РГ;  306 = УЕ;  757 = ШМЁ; 899 = ЩРЗ; 999 = ЬРЗ.

2. XXVIII = 28; ХХХ1Х = 39; CCCXCVII = 397; MDCCCXVIII = 1818.
3. Ё + ЛД = 7 + 45 = 52 = МБ; ЩНЗ - СРЖ = 869 - 198 = 671 = ЦОА; РЗ + УЛ = 99 + 340 =     = 439 = ФКЗ; DCCXLVII + CLXV= 747 + 165 = 912 = СMXII; XLII – XLI = 1.
3 ПОЗИЦИОННЫЕ СИСТЕМЫ СЧИСЛЕНИЯ
3.1 Первая позиционная система счисления
Первой известной нам позиционной системой счисления была шестидесятеричная система вавилонян, возникшая примерно за 2500-2000 лет до н. э. Основанием ее служило число 60. Следовательно, в ней должно было бы быть 60 цифр. 
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Вавилоняне поступали так: записывали все числа от 1 до 59 по десятичной системе, применяя принцип сложения. При этом они пользовались всегда двумя знаками: прямым клином  [image: image2.png]


 для обозначения 1 и лежачим клином [image: image3.png]


  для 10. Число 32, например, писали так: [image: image4.png]
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Эти знаки и служили цифрами в их системе. Число 60 снова обозначалось тем же знаком, что и 1.Так же обозначались и числа 3600, 603 и все другие степени 60. Например, число 92 записывали так: [image: image9.png]
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.
3.2 Десятичная система счисления
 Люди предпочитают десятичную систему, вероятно, потому что с древних времен считали по пальцам, а пальцев у людей по десять на руках и ногах. Но не всегда и не везде люди пользуются десятичной системой счисления. В Китае, например, долгое время пользовались пятеричной системой счисления. 

Десятичная система счисления используется для кодирования дискретного сигнала, потребителем которого является так называемый конечный пользователь – неспециалист в области информатики (очевидно, что и любой человек может выступать в роли такого потребителя). Используемые знаки для представления числа – цифры от 0 до 9. Способ перевода чисел из позиционных систем счисления с основанием, отличным от 10, в десятичную систему счисления указан в приложении 3.
3.3 Двоичная система счисления.

А теперь вернемся к введению и  вспомним стихотворение А. Н. Старикова.  
Разгадать загадку поэта поможет следующее наблюдение. Выпишем упомянутые в стихотворении числа: 1, 10, 100, 101, 1100. Легко заметить, что все они записываются с помощью лишь двух цифр: 0 и  1. Очевидно, что здесь зашифровано разложение чисел по степеням двойки. Проверим это:

1100 лет: 1*23+1*22
+ 0*21 +0*20=12.  Значит, ей было 12 лет.

101 класс: 1*22 +0*21 +1*20  =5. Значит, она ходила в 5-й класс.

10 ног: 1*21  + 0*20 =2. Значит 2 ноги, 2 руки, 2 уха, 2 глаза.

100ногий щенок: 1*22 +0*21 + 0*20 = 4. Четвероногий щенок.

Все становится понятным. А помогла нам разгадать загадку двоичная система счисления.

Компьютеры используют двоичную систему  потому, что она имеет ряд преимуществ перед другими системами: 

· для ее реализации нужны технические устройства с двумя устойчивыми состояниями (есть ток - нет тока, намагничен - не намагничен и т.п.), а не, например, с десятью, - как в десятичной; 

· представление информации посредством только двух состояний надежно и помехоустойчиво; 

· возможно применение аппарата булевой алгебры для выполнения логических преобразований информации; 

· двоичная арифметика намного проще десятичной [прил. 6, 7]. 

Недостаток двоичной системы - быстрый рост числа разрядов, необходимых для записи чисел. Правила перевода целых чисел из 10 системы счисления в двоичную представлены в приложении 4.
3.4 Восьмеричная система счисления
Чтобы профессионально использовать компьютер, следует научиться понимать слово машины. Для этого и разработана восьмеричная система счисления. Для записи чисел в восьмеричной системе счисления используют цифры: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7.
Приемы перевода чисел из 10 системы счисления в системы счисления с основанием 8:
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75,35 10 = 113,263
3.5 Шестнадцатеричная система счисления
Для обозначения адресов расположения данных в памяти компьютера и других целей удобнее пользоваться не двоичным и не десятичным, а шестнадцатеричным представлением чисел. Цифры от 10 до 15 в шестнадцатеричной системе изображаются символами от A до F. При написании шестнадцатеричных чисел используют суффикс h. Для записи чисел в данной системе счисления используют следующие знаки: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, A(10), B(11), C(12), D(13), E(14), F(15).

Приемы перевода чисел в 16-ричную систему счисления:

	Целых чисел
	
	Десятичных дробей
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75,3510 = EB,5916
3.6 Задачи
1. Составить таблицу, показывающую, как записываются целые числа в различных системах счисления, с основаниями 10, 2, 3, 8, 16. В таблице показать натуральные числа, стоящие подряд от 1 до 16, затем числа 27, 32, 1023, 1024.  Решение: 
	10
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	27
	32
	1023
	1024

	2
	1
	10
	11
	100
	101
	110
	111
	1000
	1001
	1010
	1011
	1100
	1101
	1110
	1111
	10000
	11011
	100000
	1111111111
	10000000000

	3
	1
	2
	10
	11
	12
	20
	21
	22
	100
	101
	102
	110
	111
	112
	120
	121
	1000
	1012
	1101220
	1101221

	8
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	20
	33
	40
	1777
	2000

	16
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	10
	1B
	20
	3FF
	400


2. Решите задачу «Найти двузначное число (состоящее из двух цифр) сумма цифр которого в два раза меньше самого числа» в различных системах счисления (по основанию 2, 3, 5, 8, 10). Решение: 18(10); 10(2); 11(3); 13(5); 16(8).
3. Перевести число из 16-ой системы счисления в двоичную систему счисления. 
1) 1996 , 2) 1A2B , 3) FFFF , 4) C87,543 , 5) D00,00E , 6) 110,101. 

Решение: 1996(16) = 1100110010110(2); 1A2B (16) = 1101000101011(2);                                      FFFF(16) = 1111111111111111(2); С87,543(16) = 110010000111,10101000011(2);      D00,00E = 110100000000,1110(2); 110,101(16) = 100010000,100000001.
4. Выполните действия в 16-ой системе счисления. 
FFFF + 1996 – BAC. Решение: FFFF + 1996 – BAC = 16DE9.
Ещё 2 задачи размещены в приложении 5.

Заключение
В этой  работе мы рассмотрели лишь некоторые системы счисления, которые широко использовались в прошлом и используются в наши дни. У каждой системы счисления есть свое применение в повседневной жизни, в науке и технике. Например, двоичная система счисления легла в основу  создания компьютерной системы. А восьмеричная и шестнадцатеричная применяется  в программировании для хранения и переработки файлов. Мы научились переводить числа из одной системы счисления в другую и производить арифметические действия над числами в разных системах счисления, а также  продемонстрировали решение  задач по этой теме. Таким образом, цель работы достигнута.
Хочется вернуться к стихотворению А. Н. Старикова. Вот как оно будет звучать в привычной нам системе счисления:
	Ей было всего двенадцать лет,

Она лишь в пятый класс ходила,

В портфеле по две пары книг носила-

Все это правда, а не бред.

Когда пыля двумя ногами,

Она шагала по дороге,

За ней всегда бежал щенок
	С одним хвостом, зато четвероногий.

Она ловила каждый звук

Своею парою ушей,

И пара загорелых рук

Портфель и поводок держали.

И двое темно-синих глаз

Рассматривали мир привычно…


И стало всё совсем обычным, когда мы поняли рассказ.
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Приложение 1
Символы, которые используются в различных системах счисления
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Приложение 2
Базисы позиционных систем счисления
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Приложение 3
Способ перевода чисел из позиционных систем счисления с основанием, отличным от 10, в десятичную систему счисления
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Приложение 4
Правила перевода целых чисел из десятичной системы счисления в двоичную
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Приложение 5
Задачи к пункту 3.6

1. Составить таблицу сложения в 8-ой системе.

Решение:

	+
	1(10)
	2(10)
	3(10)
	4(10)
	5(10)
	6(10)
	7(10)
	8(10)
	9(10)
	10(10)
	11
	12

	1(10)
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	10
	11
	12
	13
	14
	15

	2(10)
	3
	4
	5
	6
	7
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16

	3(10)
	4
	5
	6
	7
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17

	4(10)
	5
	6
	7
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	20

	5(10)
	6
	7
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	20
	21

	6(10)
	7
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	20
	21
	22

	7(10)
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	20
	21
	22
	23

	8(10)
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	20
	21
	22
	23
	24

	9(10)
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	20
	21
	22
	23
	24
	25

	10(10)
	13
	14
	15
	16
	17
	20
	21
	22
	23
	24
	25
	26

	11(10)
	14
	15
	16
	17
	20
	21
	22
	23
	24
	25
	26
	27

	12(10)
	15
	16
	17
	20
	21
	22
	23
	24
	25
	26
	27
	30


2. Выполните преобразования чисел в шестнадцатеричную, двоичную и восьмеричную системы: 2, 8, 10, 16, 4, 64, 100, 256, 5, 65

Решение:

	10-тичная
	16-ричная
	2-ичная
	8-ричная

	2
	2
	10
	2

	8
	8
	1000
	10

	10
	A
	1010
	12

	16
	10
	10000
	20

	4
	4
	100
	4

	64
	40
	1000000
	100

	100
	64
	1100100
	144

	256
	100
	100000000
	400

	5
	5
	101
	5

	65
	41
	1000001
	101


Приложение 6

Применение различных систем счисления на практике

	Шестидесятеричная система счисления

[image: image23.jpg]



	Двоичная система счисления
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	Двенадцатеричная система счисления
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Приложение 7

Применение двоичной системы счисления
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