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Карл Гаусс
Факты биографии

       Родился 28 апреля 1777 года в Брауншвейге и с раннего возраста обнаружил выдающиеся математические способности. Рассказывают, что, будучи трех лет, Гаусс решал числовые задачи и любил чертить геометрические фигуры. Юный вычислитель был представлен герцогу Карлу-Вильгельму-Фердинанду Брауншвейгскому и нашел в нем покровителя, принявшего живое участие в его воспитании.

 В 1784 г. Гаусс поступил в начальную школу в Брауншвейге, а в 1789 г. в коллегию того же города. В 1794 г. Гаусс поступил в Геттингенский университет, где занимался под руководством профессора Кестнера. В 1795 г. Гаусс отправился в Гельмштадт, где пользовался советами известного математика Пфаффа. Там же написана им докторская диссертация, в которой дано новое доказательство теоремы, что всякое алгебраическое уравнение имеет корень. Возвратясь в Брауншвейг, Карл Гаусс начинает публиковать многочисленный ряд мемуаров, которые в короткое время дали молодому математику европейскую известность. Еще не достигнув 25-ти лет, Гаусс выступил со знаменитым трактатом по теории чисел: "Disquisitiones arithmeticae" (1801). По богатству материала, ряду прекрасных открытий, разнообразию и остроумию доказательств это сочинение до сих пор считается основным при изучении теории чисел. Между прочим, укажу на прекрасную теорию двучленных уравнений в этом сочинении, показывающую, что можно при помощи циркуля и линейки вписать в круг правильный семнадцатиугольник. Продолжая занятия теорией чисел, а также и другими отраслями анализа, Гаусс публикует ряд солидных работ по астрономии. В 1807 году Гаусс получает приглашение в санкт-петербургскую академию наук, но по настоянию Ольберса отказывается и 9 июня этого года назначается директором обсерватории Геттингена и профессором университета того же города. В этих двух должностях Гаусс оставался до конца своей долгой и трудовой жизни. С этого времени он посвящает большую часть своего времени астрономическим работам, продолжая, впрочем, заниматься также различными частями анализа. Из астрономических работ выдающейся является "Theoria motus corporum coelestium" - мемуар, заключающий массу ценных замечаний для вычисления элементов планетных и кометных орбит. Из приемов, предложенных Гауссом для удобства астрономических выкладок, я укажу на введение в употребление логарифмов сумм и разностей. Трактуя вопросы теоретической астрономии и небесной механики в ряде замечательных работ, Гаусс не забывал и практической астрономии, причем его работы имели целью развить способы получать из наблюдений вероятнейшие результаты; с этой целью Гаусс развил особенный способ, известный под названием способа наименьших квадратов. Из чисто математических работ укажу на следующие: "Summatio quarundam serierium singularium" (1808-1810); "О гипергеометрическом ряде" (1811-13); "Об определении наибольшего эллипса, вписанного в данный четырехугольник" (1810); "О протяжении эллипсоидов" (1813); "Новый способ приближенного вычисления интегралов" (1814); "Определение притяжения на точку планеты, масса которой распределена по орбите" (1818) (эта работа имеет связь с теорией вековых возмущений); "Мемуары по теории биквадратичных вычетов, в которых впервые введено в теорию чисел понятие о целых комплексных числах вида a + b î "; "Disquisitiones generales circa superficies curvas" (1827) с теоремой о неизменяемости кривизны при изгибании поверхности без складок и разрыва; "Об изображении одной поверхности на другой с подобием в бесконечно малых частях" (1828). С прибытием в Геттинген Вебера, Гаусс заинтересовался земным магнетизмом. Первый мемуар Гаусса по теории магнетизма был "Intensitas vis magneticae terrestris ad mensuram absolutam revocat a " (1833). Работая вместе с Вебером, Гаусс изобрел новый прибор для наблюдения земного магнетизма и его изменений. В 1833 г. им была построена в Геттингене образцовая магнитная обсерватория и основано общество под названием "Magnetisches Verein", издававшее в 1836-1839 гг. журнал "Resultate der Beobachtungen des Magnetischen Vereins". В 1838 и 1839 гг. помещены в этом журнале два важных мемуара Г.: "Allgemeine Theorie der Erdmagnetismus" и "Allgemeine Lehrs ätze in Beziehung auf die im verkehrten Verhältnisse des Quadrats der Entfernung virkenden Anziehungs und "Abstossungskrä fte". Инструменты и методы наблюдения Геттингенской обсерватории получили всемирное распространение. Из работ по физике укажу еще на "Dioptrische Untersuchungen" (1840). Замечательно, что в 1833 г. Геттингенская магнитная обсерватория была соединена с городом Нейбургом проволокой, по которой давались сигналы при помощи гальванического тока по телеграфной системе Гаусса. С 1821 г. Гаусс принимал участие в датской и ганноверской триангуляции, причем увеличил точность результатов важными усовершенствованиями. Между прочим, им изобретен инструмент называющийся гелиотропом. Под конец своей плодотворной деятельности Гаусс занимался геодезией и издал по этому предмету два мемуара под заглавием: "Untersuchungen über Gegenstände der höheren Geodä sie" (1846-1847). Умер 23 февраля 1855 г. В Гёттингене.

В Гауссе мы видим человека с универсальными математическими способностями; им затрагивались почти все главные отрасли чистой и прикладной математики, причем всюду девизом автора было: pauca sed matura (немного, но зрело); он оставил неопубликованными много работ, считая их недостаточно обработанными. Гаусс всегда стремился к оригинальности; затрагивая уже ранее разрабатывавшийся вопрос, казалось, что он не знаком с предшествовавшими работами, так оригинальны приемы и формы, которые он придавал изложению. К сожалению, эта оригинальность метода при излишней лаконичности изложения делает многие места сочинений Гаусса весьма трудными для читателя. Замечательная способность Гаусса к числовым выкладкам обнаружилась во многих его работах, о чем свидетельствуют посмертные рукописи, как, например, таблица превращения в десятичные обыкновенных дробей со знаменателем, меньшим 997. Большого труда стоили автору также таблицы для счета классов квадратичных форм и разложения на множители чисел вида: a2 + 1, a2 + 4, a2 + 9,... а 2 + 81. В 1863-1871 гг. королевское ученое общество в Гёттингене издало под редакцией Шеринга полное собрание сочинений Гаусса, в семи томах. В 1880 г. Карлу Гауссу поставлена в Брауншвейге бронзовая статуя. 

Исследование научной деятельности

Карла Гаусса

Прежде чем перейти непосредственно к самой деятельности Гаусса, необходимо представить вашему вниманию небольшую предысторию.

Общие методы решения уравнений 3-ей и 4-ой степени стали первыми математическими результатами нового времени после многовекового застоя. А неприводимый случай для кубического уравнения привлёк внимание ученых к квадратным корням отрицательных чисел.

Конечно, с такими корнями математики сталкивались не впервые-  ведь они часто возникают при решении квадратных уравнений. Правда, от этой неприятной ситуации античные математики были защищены диоризмами - так в Древней Греции называли ограничения, накладываемые на условия задачи.

Например, для уравнения вида х2 – рх + b2 = 0 они полагали, что сторона b квадрата не превосходит половины отрезка р. И при нахождении решения по известному правилу    х1;2 = р / 2 ± √ (р / 2)2 – b2  под знаком корня получали неотрицательное число.

Таким образом,  от квадратных корней из отрицательных чисел можно «отмахнуться»: если они вдруг появлялись, значит, коэффициенты шагнули через границу дозволенной области и уравнение просто не имеет действительных корней. Но для кубических уравнений такие рассуждения не проходят. В неприводимом случае решение по формуле Кердано – Тартальи содержит квадратный корень из отрицательного числа, тем не менее, уравнение имеет корни – полный набор, и все действительные.

Здесь скрывалась какая-то непостижимая связь  между действительными числами и удивительными корнями из отрицательных чисел.

Разобрался в проблеме корней кубического уравнения итальянский математик и инженер Рафаэль Бомбелли. Он начал действовать с корнями из отрицательных чисел так, как оперируют обычными числами, учитывая (√-1)2 = -1. При таком подходе формула Кердано – Тартальи давала действительный корень  для любого кубического уравнения. В результате работ ученого математики оказались перед загадочным фактом. Хотя квадратные корни из отрицательных чисел не имели никакого смысла и, по мнению большинства ученых, просто не существовали, применение их приводило к правильным результатам. Пришлось допустить такие корни в науку. Но, поскольку они не имели никакого реального истолкования, их стали называть мнимыми числами.

Введем некоторые понятия и обозначения. Обозначим через i число особого вида, обладающего тем свойством, что i2 = -1. Так как мы не хотим отказываться от обычных чисел, нам придется иметь дело с произведениями bi  и с суммами вида а + bi , где а и b –действительные числа. В такой сумме есть действительная часть а и чисто мнимая часть  bi. Поэтому, числа вида а + bi называют комплексными.

Исторически полные права и реальное содержание комплексные числа обрели после выхода в свет в 1831 году работы Гаусса, где он предложил интерпретировать их как точки плоскости. Правда, работа Гаусса не была первой в этой области. К. Вессель и Ж. Арган до него изложили свои открытия, но они не были замечены. Хотя работа Гаусса была опубликована позднее работ Весселя и Аргана, исследование его записных книжек показывает, что Гаусс пришёл к геометрической интерпретации комплексных чисел уже в конце XVIII века. 

В чем же состоит эта интерпретация? Первый её шаг очень прост: каждому комплексному числу а + bi ставится в соответствие точка М (а, b) на плоскости, имеющая координаты а и b. Наряду с этой точкой можно рассматривать и вектор ОМ, идущий из начала координат О в точку М. Но сопоставить числу точку или вектор – это пол дела. Надо еще изобразить арифметические операции над комплексными числами. Что касается сложения и вычитания чисел а + bi и c + di , то достаточно сложить или вычесть соответствующие векторы.
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       Для изображения умножения и деления познакомимся с другой записью комплексных чисел. Обозначим через r длину вектора ОМ, а через φ угол, образованный вектором ОМ с положительным направлением оси Ох. Обычно r называют модулем числа z = a + bi, а φ – его аргументом. Замечу, что аргумент ненулевого комплексного числа имеет бесконечно много значений, отличающихся друг от друга на число, кратное 2π.
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Очевидно,  r = |z| = √a2+b2, а = r cos φ, b = r sin φ, поэтому имеет место равенство 

z = a + bi = r (cos φ + i sin φ)

Запись комплексного  числа z в таком виде называют тригонометрической формой, в отличие от записи z = a + bi, которую называют алгебраической формой.
Математика или филология?

Необычайная математическая одаренность Карла Гаусса проявилась ещё в раннем детстве. Казалось бы, этим предопределялся его дальнейший жизненный путь, тем более, что влиятельный покровитель – сам герцог Брауншвейгский Карл Вильгельм Фердинанд взялся решить все материальные проблемы, связанные с обучением вундеркинда. Но способности Гаусса  были разнообразны и разносторонни, и его влечение к лингвистическим проблемам было не слабее, чем к математике. Поэтому он поступил на филологический факультет Геттингенского  университета, продолжая параллельно заниматься математикой.  Следует отметить, что способности к изучению иностранных языков Гаусс сохранил до преклонных лет – в 60-летнем возрасте он выучил трудный для иностранцев русский язык, чтобы в подлиннике прочитать работы Лобачевского по неевклидовой геометрии (кроме того, он с удовольствием читал произведения русских поэтов и прозаиков). Надо было выбирать, какой из двух наук посвятить свою жизнь. 

Ответ на мучившие гениального юношу сомнения пришел 30 марта 1796 года. Проснувшись утром того же дня, Гаусс вдруг понял, что из свойств корней из единицы, размышлениям о которых он предавался в последнее время, вытекает решение геометрической задачи о построении циркулем и линейкой правильного 17-угольника – задачи, которую математики не могли решить уже более двух тысячелетий! О своем открытии он сообщил в короткой заметке, помещенной 1 июня того же года в «Йенском листке».
Критерий Карла Гаусса

Еще древнегреческие геометры умели строить циркулем и линейкой правильный треугольник и пятиугольник, а тем самым и пятнадцатиугольник. К тому же они знали, как разделить угол пополам, поэтому могли построить любой правильный n-угольник, для которого n имело вид 2к+1 , 2к×3, 2к ×5 или 2к×15 , где  к = 0, 1, … (например, правильный четырехугольник, шестиугольник, десятиугольник и.т.д.). Но, ни правильного семиугольника, ни правильного девятиугольника древние геометры строить не умели. Поэтому они были уверены, что, кроме указанных правильных многоугольников, никакие другие построить циркулем и линейкой нельзя. 

Гаусс подошел к задаче о построении циркулем и линейкой с другой стороны. Он выяснил сначала, при каком условии задача на построение вообще разрешима с помощью этих двух инструментов. Оказалось, что это возможно лишь тогда, когда длина искомого отрезка выражается через единицу с помощью четырёх арифметических действий и извлечения квадратного корня. В этом случае говорят, что искомая величина выражается в квадратных радикалах. 
Мы уже знаем, что корни n - ной степени из 1, то есть корни уравнения zn - 1 = 0, изображаются на комплексной плоскости вершинами правильного n-угольника, вписанного в единичную окружность. Поэтому вопрос о том, можно ли построить циркулем и линейкой правильный n-угольник, свелся к чисто алгебраической проблеме: выражаются ли корни n - ной степени из 1 в квадратных радикалах. 

Разумеется, уравнение вида zn - 1 = 0 всегда имеет корень ε0 = 1. Но нас интересуют как раз другие корни этого уравнения, то есть числа εк = cos 2πk/n + I sin 2πk/n, где 1 ≤ k ≤ n –1. Поскольку zn – 1 = (z – 1) (zn-1 +…+ z + 1) , то интересующие нас числа εк являются корнями уравнения zn-1 + zn-2 +…+ z + 1 = 0.

Очевидно, для построения всех корней достаточно найти корень εк. Тогда, откладывая последовательно на единичной окружности, начиная с точки εк = 1, дуги, равные дуге ε0ε1, мы получили бы все вершины правильного вписанного n-угольника. Но если мы найдем какой-то другой корень, например, ε3, то сможем ли построить все остальные вершины правильного многоугольника? Для случая n = 5 ответ утвердительный; эту проблему можно решить очень просто – лично я вписала в окружность пятиконечную звезду единым росчерком карандаша, то есть, не отрывая его от бумаги и не проходя дважды по одному отрезку. Но в случае с n = 9, ситуация меняется: аналогичные действия приводят к правильному треугольнику, но не к девятиугольнику. Это можно объяснить тем, что в первом случае число  n – простое, а во втором - составное. 

Оказывается, при простом n можно построить все вершины правильного n – угольника, вписанного в единичную окружность, зная его любую вершину εк ≠ ε0. 

Итак, при простом числе n достаточно выразить в квадратных радикалах хотя бы один корень уравнения zn-1 + zn-2 +…+ z + 1 = 0.  

Далее если мы можем построить циркулем и линейкой корни m-й и  l-й степеней из единицы, где m и l – взаимно простые числа, то это можно сделать и для корней степени m l . Достаточно 1/ m l записать в виде 1/ m l = А/ m + В/ l (существование таких целых чисел А и В, что А l + В m = 1, следует из алгоритма Евклида). Остается выяснить, при каком простом р корень р-ной степени из 1 выражается в квадратных радикалах? Для начала, необходимо рассмотреть примеры. 

Если р = 3, то, решая уравнение z2 + z + 1 = 0, находим ε1;2 = -1/2± i√3/2. При р = 5 задача сводится к решению уравнения четвертой степени z4 + z3 + z2 + z + 1 = 0. С этой целью делим обе его части на z2 и вводим подстановку z + 1/ z = ω. В результате приходим к уравнению ω2 + ω – 1 = 0, из которого находим ω1;2 = -1±√5/2. Осталось решить два уравнения z + 1/ z = -1 + √5 / 2 и z + 1/ z = -1 - √5 / 2. Их корни соответственно равны ε1;4 = 1/4(√5 – 1 ± i√10 + 2√5), ε2;3 = -1/4(√5 + 1± i√10 - 2√5). 

Интересна идея подстановки, приведшей уравнение четвертой степени к квадратному. Ведь корнями квадратного уравнения являются числа ω1 = ε1 + ε4 и ω2 = ε2 + ε3. Каждое из них представляет собой сумму сопряженных корней (ε1 = ε4; ε2 = ε3) . Поскольку комплексно – сопряженные числа имеют одинаковые действительные части и противоположные мнимые, то корни ε1 и ε4, а также корни ε2 и ε3 симметричны относительно оси Ох:[image: image3.png]el
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Та же идея группировки комплексно – сопряженных корней заложена в подстановках, позволивших Гауссу выразить в квадратных радикалах корни 17-ой степени из 1. Но самое главное, как же удачно сгруппировать корни уравнения z16 + z 15 … + z + 1 = 0? 

Размышляя над этим вопросом, Карл Гаусс открывает неожиданную его связь с первообразными корнями из 1. Необходимо остановиться на решении этого уравнения. 

Выразим номер каждого корня εк , 1 ≤  к ≤ 16, в виде степени тройки ( 3 – номер первообразного корня). Получим нумерацию этих корней, задаваемую следующее таблицей: 

	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16

	ε3
	ε 9
	ε 10
	ε 13
	ε 5
	ε 15
	ε 11
	ε 16
	ε 14
	ε 8
	ε  7
	ε4
	ε 12
	ε 8
	ε 6
	ε1


В верхней строке таблицы записаны показатели степени, в которую возводится число 3, а в нижней – соответствующие корни. Сложим теперь отдельно все корни, стоящие под четными номерами верхней строки, и отдельно – под нечетными. Получим:

η0 = ε 9 + ε 13 + ε 15 + ε 16 + ε 8 + ε4 + ε2 + ε1
η1= ε3 +  ε 10 +  ε 5 + ε 11 + ε 14 + ε  7 + ε 12 + ε 6

При этом выполняются соотношения η0 + η1 = -1 и η0 η1 = -4, которые несложно проверить, учитывая, что ε117 = 1. Это значит, что η1 и η0 являются корнями квадратного уравнения      х2 + х – 4 = 0 и поэтому выражаются формулами: η0 = √17 – 1/ 2 , η1 = -√17 – 1/ 2.

Но в η1 и η0 по восемь слагаемых. Аналогичным приемом приходим к подстановке 

τ0 = ε 13  +  ε 16  + ε4 + ε1
τ1 = ε 9 + ε 15 + ε 8 + ε 8

 τ2 = ε3 + ε 5 + ε 14 + ε 12
τ3 = ε 10 + ε 11 + ε  7 + ε 6

При этом τ0  и τ1 оказываются корнями квадратного уравнения с более сложными коэффициентами х2 - √17 – 1/ 2 = 0.

Значит, τ0 = ¼(√17 – 1+ √34 - 2√17), τ1 = 1/4 (√17 – 1 - √34-2√17).

Далее τ2 и τ3 в свою очередь корни квадратного уравнения х2 - η1х – 1 = 0, откуда 

τ2 = ¼(-√17 – 1 +√34 +2√17), τ3  = ¼( -√17 – 1 - √34 +2√ 17). 

Подстановка ρ1  = ε 16 + ε1,           ρ2 = ε 13 + ε4  приводит к уравнению х2 - τ0х + τ2 = 0,  один из корней которого ρ1  = 1/8(√17 – 1 + √34 - 2√17) + ¼ √17 + 3√17 - √170 + 38√17).

Так как ε 16 = ε1-1, то задача решена – корень выражается через натуральные числа с помощью арифметических операций и извлечения квадратных корней, а поэтому правильный 17-угольник строится с помощью циркуля и линейки! 

Необходимо внимательнее приглядеться к рассуждениям Гаусса. Сначала он объединяет все корни уравнения хn - 1 = 0, кроме ε0 , в две разные группы η0  и η1, затем каждую из них вновь делит на две равные части и так до тех пор, пока не приходит к уравнению, содержащему лишь два корня.

Гаусс доказал следующий критерий: 

Разделить окружность циркулем и линейкой на n равных частей возможно тогда, и только тогда, когда n = 2m р1 … рr, где m = 0, 1, 2… ; р1, … рr – различные между собой простые числа Ферма.

В настоящее время нам известны лишь пять простых чисел Ферма. Это 3, 5, 17, 257, 65537.

Результат Гаусса важен для математики не столько фактом решения древней задачи, сколько идеей группировки корней уравнения. Именно эта идея стала основой в вопросе решения алгебраических уравнений в радикалах.
Памятник на 17- угольном постаменте

День 30 марта 1796 года определил судьбу Гаусса. Он твердо решил стать математиком и начал вести дневник, в который заносил свои размышления. «На его страницах…- писал выдающийся немецкий математик Феликс Клейн (1849 – 1925), - перед нами происходит горделивый ряд великих открытий, сделанных в арифметике, в алгебре и в анализе… Странно и почти трогательно видеть между этими следами неудержимо рвущегося гения проявления добросовестной, доходящей до мелочей ученической работы, от которой не освобождены и такие люди как Гаусс». Говоря о величии достижений Гаусса, Клейн сравнивает его с высочайшей вершиной Баварских Альп: «Купола, постепенно уходящие вверх с востока на запад, венчаются исполинским гигантом, который, круто обрываясь, переходит в долины новой формации, в которые еще на многие десятки километров вдаются в его отроги и стекают его воды, несущие с собой новую жизнь».

Математики обычно весьма сдержанны в проявлении своих эмоций, особенно в печатном виде, так что зря таких слов не говорят. Фундаментальной важности новые идеи Гаусс внес и в алгебру, и в геометрию, и в математический анализ, и в высшую арифметику, которую считал царицей математики, а саму математику Гаусс называл царицей наук. Но кроме математики, он занимался астрономией, где придумал способ вычисления орбит малых планет по немногим наблюдениям (в частности, нашел орбиту Цереры после того, как открывший эту планету астроном Пиацци потерял ее из-за многих дней плохой погоды). Занимаясь картографической съемкой  Ганноверского королевства, он фактически создал высшую геодезию, а на основе этой практической работы- теорию поверхностей. Занимался Гаусс и теорией электромагнетизма. Вместе с физиком В. Вебером он ввел абсолютную систему электромагнитных единиц.

И хотя многообразна была его деятельность во всех областях математики и ее приложениях, Гаусс да конца жизни сохранил воспоминания о первой победе. Перед смертью он высказал пожелание, чтобы на его могильном камне был изображен правильный 17 - угольник. Это не удалось выполнить, но воздвигнутый Гауссу памятник в Брауншвейге стоит на 17- угольном постаменте.
                        Заключение 

В заключение мне хотелось бы сказать, что познакомившись с научной деятельностью такого великого разностороннего ученого как Карл Гаусс, я не только узнала невероятно интересные вещи, но и открыла для себя новый, до этого не изведанный мною мир.
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