ВВЕДЕНИЕ

Что дала математика людям? Зачем ее изучать? Когда она родилась, и что явилось причиной ее возникновения. Часто можно прочесть, что математика возникла в глубокой древности из практических потребностей людей. По поводу древности математики никто спорить не будет, а вот о том, что же побудило людей ею заниматься, существует и другое мнение. Согласно ему, математика, также как поэзия, живопись, музыка, театр и вообще – искусство, была вызвана к жизни духовными потребностями человека, его, быть не до конца осознанным еще, стремлением к познанию и красоте. 

 
Для иллюстраций условий и решений многих задач люди пользуются графиками. По своей сути графики являются набором из множества точек и отрезков прямых соединяющих эти точки. Возникает вопрос: подчиняются ли графики каким-либо законам и обладают ли они какими-нибудь свойствами?  Этот вопрос был поставлен Д.  Кенигом, который впервые объединил все схематические изображения, состоящие из совокупности точек и линий, общим термином “граф” и рассмотрел граф как самостоятельный математический объект. Теория графов нашла свое применение  в решении целого ряда задач.

Поэтому не удивительно, что теория графов применяется в физике, химии, электронике, экономике и других науках для решения различных задач. Кроме того, графы широко используются в программировании, и хорошо программировать,  не зная теории графов, невозможно.  

Я взял  именно эту тему научной  работы потому, что меня заинтересовало, какую роль в обычной жизни играют графы, как они  помогают в решении различных головоломок, математических и логических задач. 


В повседневной жизни под словом «граф» чаще всего понимается дворянский титул, поэтому многие, задавая   вопрос о моей теме, удивлялись: - «Графы? А причём здесь математика?». И сколько раз приходилось объяснять всё заново… 

 Цели и задачи моей работы:

- знакомство с теорией графов; 

- познакомить с историческими сведениями;


- показать связь с другими областями знаний;


- показать на практике решение задач и головоломок с применением   
графов.

ГЛАВА 1. ГРАФЫ В МАТЕМАТИКЕ.
1.1 ИСТОРИЧЕСКИЕ СВЕДЕНИЯ О ГРАФАХ
Исторически сложилось так, что теория графов зародилась в ходе решения головоломок двести с лишним лет назад. 

Впервые основы по теории графов появились в работе Леонарда Эйлера (1736 год), где он описывал решение головоломок и математических развлекательных задач. 


Примерно к середине Х1Х века немецкий физик Г.Кирхгоф (1824-1871), иностранный член-корреспондент Петербургской академии наук разработал теорию деревьев (специальный вид графов) для исследования электрических цепей, а английский математик А.Келли решил перечисленные задачи некоторых типов деревьев для описания строения углеводородов. В настоящее время эта теория широко развита и успешно применяется. 

Еще одна проблема была сформулирована в конце Х1Х века в – «проблеме о четырех красках». Первоначально она формулировалась в терминах раскраски географической карты так, чтобы любые две страны на карте, имеющие общую границу, были окрашены разными цветами. Эта проблема легко сводится к формулировке в терминах теории графов. 
[image: image25.jpg]



По-видимому, постановкой этой проблемы мы обязаны немецкому математику А.Мебиусу (1799-1868, устное сообщение на лекциях в 1840году). Известно также, что проблему пытались решить и другие известные  математики, например, А.Де Морган, А.Кэли, причем последний  в1878 году сообщил, что не может ее решить, и опубликовал формулировку этой проблемы в трудах Лондонского Королевского общества. 

Среди работ первой половины ХХ века непосредственно относящихся к теории графов или существенно использующих ее, можно выделить следующих. 

Критерий планарности графа доказали независимо друг от друга академик Российской Академии наук Л.Понтрягин в 1927 году и польский математик К.Куратовский в 1930 году (понятие планарного и плоского графа будут приведены ниже). 

Немецкий математик Д.Пойя предложил метод производящих функций, позволяющий решать задачи подсчета графов, встречающихся в различных областях науки. 

Метод чередующихся цепей, идея которых восходит еще к Е.Эгевари и который под названием «венгерского метода» и теперь успешно применяется в некоторых разделах теоретической и прикладной математике. 

Важнейшим событием для теории графов этого времени было появление в 1936 году монографии австрийского математика Д.Кинега «Теории конечных и бесконечных графов», к сожалению, не переведённой на русский язык.

1948 году в «Успехах математических наук» опубликована работа «О некоторых математических вопросов теории электрических цепей», в которой успешно использованы графы. Автор этой работы ныне член-корреспондент Российской Академии наук Л.Д.Кудрявцев.

Вторая половина ХХ века с точки зрения развития графов существенно отличается от первой его половины. Во-первых, теория графов была признана математиками как самостоятельная математическая дисциплина.  

Появились не только монографии К.Бержа «Теория конечных графов и её применение», 1962 (1958, Париж); О.Оре «Теория графов», 1968 (1962, Американское математическое общество); Зыкова А.А. «Основы теории графов» (1987,Москва, Наука); Ф.Харрари «Теория графов», 1973 (1969, Лондон), но и популярные книги О.Оре «Графы и их применение», 1965 (1963, Нью-Йорк) и другие.

Во-вторых положение сильно изменилось в связи с появлением малогабаритных, быстродействующих и надёжных ЭВМ, бурным развитием математической логики, машинной математики, автоматики, кибернетики, теории информации, математической экономики, теории игр исследования операций математической лингвистики и других областей, где, в отличие от классического анализа непрерывных величин. 

На первый план выдвигаются рассуждения и  построения дискретно-комбинаторного характера. Также резко возросло количество задач, сводящихся графам. Теорию графов нельзя подвести под какие-либо сложившиеся разделы математики, ей нужен специфический аппарат, опирающийся на алгебру и насквозь пропитанный комбинаторикой. 

Графами можно изображать, например, схемы дорог, коммуникаций, электрических цепей, молекул химических соединений, связей между людьми или группами людей. В терминах теории графов формируется большинство задач, связанных с дискретными объектами. Такие задачи возникают при проектировании интегральных схем и схем управления, блок-схем программ, в экономике, статистике, биологии, в теории расписаний, дискретной оптимизации других областей.

Таким образом, теория графов стала одной из существенных частей математического аппарата кибернетики, языком дискретной математики. Через теорию графов происходит проникновение математических методов в науку и технику.

   Всё это привело к тому, что теория графов появилась в учебных программах наших университетов и технических вузах. И, наверно, пришло время ввести популярно изложенную теорию графов в учебные программы средних школ. Например, в США и многих других странах это сделали несколько десятков лет назад. 

1.2  ПОНЯТИЕ ГРАФА.
Графом в математике называется конечная совокупность точек, называемых вершинами; некоторые из них соединены друг с другом линиями, называемыми рёбрами графа. 

Происходит название «граф» от латинского слова «графио» - пишу. Типичными графами являются схемы авиалиний, которые часто вывешивается в аэропортах, схемы метро. 
На географических картах – изображение железных дорог или схема автомобильных маршрутов. На рис.1 – типичный граф схемы движения автобусов НПОПАТ норильского промышленного района, где вершины – конечные остановки, а ребра – пути движения автобусов.
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рис.1
Также примерами графов могут служить электросхемы, чертежи многоугольников. Выбранные точки графа называются его вершинами, а соединяющие их линии – ребрами.  
Использует графы и дворянство. На рис.1(а и б) приведена часть генеалогического дерева знаменитой династии Рюриковичей и великого русского писателя Л.Н.Толстого. Здесь вершины – члены этого рода, а связывающие их отрезки – отношения родственности, ведущие от родителей к детям.

Слово «дерево» в теории графов означает граф, в котором нет циклов, то есть в котором нельзя из некоторой вершины пройти по нескольким различным ребрам и вернуться в ту же вершину. Генеалогическое дерево будет деревом и в смысле теории графов, если в этом семействе не было браков между родственниками. 

         Не трудно понять, что граф – дерево всегда можно изобразить так, чтобы его ребра не пересекались. 


С помощью графов часто упрощалось решение задач, сформулированных в различных областях знаний: в автоматике, электронике, физике, химии и др. Помогают графы в решении математических и экономических задач.


Схема графа, состоящая из «изолированных» вершин, называется нулевым графом (рис.2)

Графы, в которых не построены все возможные ребра, называются неполными графами  (рис.3)

Графы, в которых построены все возможные ребра, называются полными графами  (рис.4)
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ГРАФЫ ИЗОМОРФНЫЕ И ПЛОСКИЕ
В 1859 г. английский математик Уильям Гамильтон выпустил в продажу головоломку. Она представляла собой деревянный додекаэдр (12-гранник), в вершинах которого вбиты гвоздики (рис.5). Каждая из 20 вершин была помечена название одного из крупных городов мира – Дели, Брюссель, Кантон и т. д. Требовалось найти замкнутый путь, проходящий по рёбрам додекаэдра и позволяющего  побывать в каждой его вершине по одному разу. Путь следовало отмечать с помощью шнура, зацепляя его за гвоздики.
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рис.5
Если поставить проволочный додекаэдр на плоскость, а затем поднести источник света к центру его верхней грани (рис.6), то проекции-тени рёбер на плоскость составят граф (рис.7).

    Из опытов с проекцией видно, что свойства графов не меняются с изменением положения его вершин, не зависят от того, какими линиями они соединены. Два графа, изображённых на (рис.8), в этом смысле одинаковы: у них одинаковое число вершин и если две вершины одного графа соединены ребром, то вершины второго графа, имеющие те же номера, тоже соединены ребром. Два графа называются изоморфными (от греческого «изос» - равный, «морфе» - вид, форма), если между их вершинами можно установить взаимно однозначное соответствие, при котором вершинам, соединенным ребром, соответствуют вершины, также соединённые ребром. 
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Мы знаем, что у  некоторых изоморфных  графов ребра пересекаются. А всегда ли граф можно изобразить на плоскости так, чтобы его рёбра не пересекались? Оказывается, нет. Графы, для которых это возможно называются плоскими или планарными.
Рассмотрим задачу с плоскими графами «Домики-колодцы»:

В трёх избушках жили трое друзей. Около их домиков находилось три колодца: один с солёной водой, второй – со сладкой, а третий – с пресной. Но однажды друзья поссорились, да так, что и видеть друг друга не хотели. И решили они по-новому проложить тропинки от домов к колодцам, чтобы их пути не пересекались. Как это сделать? На  (рис.9)  проведено восемь из девяти тропинок, но провести девятую уже не удаётся.

рис.9
Второй граф, с шестью вершинами и девятью рёбрами (рис.10), носит название «домики - колодцы». Оно произошло от старинной задачи-головоломки.
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рис. 10
Польский математик Казимеж Куратовский установил, что никаких принципиально иных неплоских графов не существует. Точнее, если граф не укладывается на плоскость, то в нём «сидит» по крайней мере, один из этих двух графов (полный граф с пятью вершинами или «домики – колодцы»), быть может, с дополнительными вершинами на рёбрах. 

 НАПРАВЛЕННЫЕ ГРАФЫ. 

Во многих случаях применения графов рёбра, соединяющие вершины, имеют чётко выраженное направление. Так на графах генеалогических деревьев направление, естественно, идёт от родителей к детям. Поэтому на фрагменте генеалогического древа (рис.11), 
                    рис.11

где буквой M обозначаются мужчины, а буквой W – женщины, видим, что у супружеской пары M1 и W2 есть сын, но у супруга есть ещё двое детей (девочка и мальчик) от первого брака с W1.
Если на ребрах графа нанесены стрелочки, указывающие направление ребер, то такой граф называют направленным.
 Графом является и система улиц города. Так выглядит план-схема улиц Норильска, где вершины графа – площади или перекрёстки, а рёбра – улицы.
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рис.12
ГЛАВА 2. ЭЙЛЕРОВЫ ГРАФЫ
Появление теории графов как математической дисциплины относят к 1736 году, когда Л.Эйлер (1707-1782,  математик, швейцарец по происхождению, академик Петербургской и Берлинской академии наук), решил широко известную в то время задачу о Кенигсбергских мостах. 
Граф, который можно нарисовать, не отрывая карандаша от бумаги, называется эйлеровым. 

Невозможно начертить граф с нечетным числом нечетных вершин. 
	Граф, имеющий более двух нечетных вершин, невозможно начертить «одним росчерком». 



Фигура (граф), которую можно начертить, не отрывая карандаш от бумаги, называется  уникурсальной.

	
[image: image11.png]





рис.13 

ЗАДАЧА О КЁНИНГСБЕРГСКИХ  МОСТАХ


Как уже говорилось выше, основы теории графов как математической науки  заложил в 1736 г. Леонард Эйлер, рассматривая задачу о кенигсбергских мостах. 

К XVIII веку через реку, на которой стоял город Кенигсберг (ныне Калининград), было построено 7 мостов, которые связывали с берегами и друг с другом два острова, расположенные в пределах города (рис.14)
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рис.14
Задача заключается в следующем: можно ли пройти по всем семи мостам так, чтобы на каждом из них побывать лишь по одному разу и вернуться к тому месту, откуда начал маршрут?
Решение:

Представим условие задачи в виде графа, где вершины - острова и берега, а ребра - мосты, представленного на рисунке.
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рис.15

Перед решением поставленной задачи попытаемся проанализировать, какие же фигуры мы можем нарисовать одним росчерком пера?

Если все вершины графа четные, то можно не отрывая карандаш от бумаги («одним росчерком»), проводя по каждому ребру только один раз, начертить этот граф. Движение можно начать с любой вершины и закончить его в той же вершине. 

 
Граф, имеющий всего две нечетные вершины, можно начертить, не отрывая карандаш от бумаги, при этом движение нужно начать с одной из этих нечетных вершин и закончить во второй из них. 

Фигура (граф), которую можно начертить, не отрывая карандаш от бумаги, называется  уникурсальной.
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рис.16 


Фигура – «Распечатанное письмо» (рис.16) - имеет две вершины (нижние), из которых выходит нечётное количество рёбер. Поэтому рисунок нужно начинать с одной из них, а в другой – заканчивать. Эту фигуру можно начертить одним росчерком.

                             рис.17


А фигуру на (рис.17)  нарисовать одним росчерком пера невозможно, так как она имеет 4 нечетные вершины.  


Возвращаемся к задаче о кенигсбергских мостах. Прохождение по всем мостам при условии, что нужно на каждом побывать один раз и вернуться в точку начала путешествия, на языке теории графов выглядит как задача изображения «одним росчерком» графа, представленного на рисунке. Но, поскольку граф на этом рисунке имеет четыре нечетные вершины, такой граф начертить «одним росчерком» невозможно. Значит, и пройти по кенигсбергским мостам, соблюдая заданные условия, нельзя.

2.2 Задачи с применением графов
Задача №1 


Между планетами введено космическое сообщение по следующим маршрутам: З-К, П-В, З-П, П-К, К-В, У-М, М-С, С-Ю, Ю-М, М-У. Можно ли добраться с З до М?

Решение:

Составим схему-граф маршрутов:
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Мы видим, что от З до М добраться нельзя.
Задача №2


25 борцов играют по олимпийской системе (проигравший выбывает). За какое наименьшее количество встреч можно определить победителя?

Решение:

После каждой встречи 1 боец выбывает, в конце останется только один боец, значит наименьшее количество встреч 24.
Задача №3


Имеется шахматная доска 3x3, в верхних двух углах стоят два чёрных коня, в нижних – два белых (рисунок ниже). За 16 ходов поставьте белых коней на место чёрных, а чёрных на место белых и докажите, что за меньшее число ходов это сделать невозможно.
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Решение:

Развернув граф возможных ходов коней в круг, получим, что в начале кони стояли так, как на рисунке ниже:
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А в конце кони должны поменяться местами, при этом каждый конь должен сделать 4 хода, а меньшим числом ходов обойтись не удастся, т. к. кони не могут перепрыгивать через друг друга.

Тогда, передвигая коней в графе, каждый раз перемещая всех коней, как показано на рисунках 1-4, мы получим за 16 ходов белых коней на месте чёрных, а чёрных на месте белых (рис.5).

1)
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2) 
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 рис.1-4

рис.5

Задача №4


Аркадий, Борис. Владимир, Григорий и Дмитрий при встрече обменялись рукопожатиями (каждый пожал руку каждому по одному разу). Сколько всего рукопожатий было сделано? 

Решение:

Пусть каждому из пяти молодых людей соответствует определенная точка на плоскости, названная первой буквой его имени, а производимому рукопожатию — отрезок или часть кривой, соединяющая конкретные точки — имена.
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Если подсчитать число ребер графа, изображенного на рисунке справа, то это число и будет равно количеству совершенных рукопожатий между пятью молодыми людьми. Их 10.

      Задача №5

В государстве система авиалиний устроена таких образом, что любой город соединён авиалиниями не более чем с тремя другими и из любого города в любой другой можно проехать, сделав не более одной пересадки. Какое максимальное число городов может быть в этом государстве?

Решение:
Пусть существует некоторый город А. Из него можно добраться не более, чем до трёх городов, а из каждого из них ещё  не более чем до двух (не считая А). Тогда всего городов не более 1+3+6=10. Значит всего городов не  более 10. Пример на рисунке (его ещё называют графом Петерсона) показывает существование авиалиний.
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Задача  №6

Можно ли нарисовать графы изображенные на рисунках, не отрывая карандаш от бумаги и проводя каждое ребро ровно один раз?
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Решение:
1) Можно, т. к. только 2 нечетные вершины.

2) Нельзя, т. к. 4 нечетные вершины.

Задача №7

Дима, приехав из Врунляндии, рассказал, что там есть несколько озёр, соединенных между собой реками. Из каждого озера вытекают 3 реки, и в каждое озеро впадают 4  реки. Докажите, что он ошибается.

Решение:

Если вытекают 3 реки, а впадают 4 – это невозможно, т. к. количество «втекающих», должно быть равно количеству «вытекающих». Дима не прав.

Задача №8

Какие-то две команды набрали в круговом волейбольном турнире одинаковое число очков. Докажите, что найдутся команды А, В и С такие, что А выиграла у В, В выиграла у С, а С выиграла у А.

Решение:

Пусть А и В набрали одинаковое количество очков, но В выиграла у А, тогда если для любой команды С, у которой выиграла А, выиграла и В, то у В должно быть очков больше, чем у А. Значит, есть такая команда С, что А выиграла у С, а С выиграла у В.

Задача №9
В Цветочном городе каждый коротышка знаком с 6 малышками, а каждая малышка – с 6 коротышками. Докажите, что в этом городе число малышек равно числу коротышек.

Решение:
Если знакомство вида «коротышка – малышка» - это ребро графа, то n – число коротышек, m – число малышек. Тогда всех знакомств (ребер) коротышек 6n, а малышек 6m. Значит 6n= 6m, тогда в этом городе число малышек равно числу коротышек
Вывод: 

Графы – это замечательные математические объекты,

с помощью, которых можно решать математические, экономические и логические задачи. Также можно решать различные головоломки. Графы используются при составлении карт и генеалогических древ. 

В математике даже есть специальный раздел, который так и называется: «Теория графов». Теория графов является частью как топологии, так и комбинаторики. То, что это топологическая теория, следует из независимости свойств графа от расположения вершин и вида соединяющих их линий. А удобство формулировок комбинаторных задач в терминах графов привела к тому, что теория графов стала одним из мощнейших аппаратов комбинаторики.


Готовясь к этой работе, я прочитал много интересной литературы по  математике, самостоятельно разобрал и решил много интересных задач, приобрел полезные знания и навыки, повысил свой интеллектуальный уровень.
 III. ЗАКЛЮЧЕНИЕ


Невозможно рассматривать историю человечества только как историю царей и полководцев, войн, революций и реформ, не затрагивая истории Культуры, истории Идей, высших взлетев Разума.
На вопрос «для чего изучают математику?» замечательно ответил еще в ХIII в. английский философ и естествоиспытатель Роджер Бэкон: «Тот, кто не знает математики, не может узнать никакой другой науки и даже не может обнаружить своего невежества».
Отметим и еще одну, особую роль математики как дисциплины, развивающей интеллектуальные и творческие особенности человека. Лучшего средства для их совершенствования пока не найдено.
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