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                                             Введение
Одним из самых неожиданных явлений в развитии математики XX в. стал головокружительный взлёт  науки, известной под названием топология. Желая пояснить, что такое топология, иногда говорят, что это «геометрия на резиновой поверхности». 
   Термин «топология» может быть отнесено к двум разделам математики. Одну топологию, родоначальником которой был Пуанкаре, долгое время называли  комбинаторной. За другой, у истоков которой стоял немецкий учёный Георг Кантор (1845 - 1918), закрепилось название общей или теоретико-множественной.
      Комбинаторной топология – раздел геометрии. Она изучает свойства геометрических фигур, остающихся неизменными  при взаимно однозначных и непрерывных отображениях. Долгое время топология воспринималась как наука, далёкая от жизни, призванная лишь «прославлять человеческий разум». Но в наше время выяснилось, что она имеет самое непосредственное отношение к объяснению устройства мироздания.
     Общая топология примыкает к теории множества и лежит в основе  математики. Это аксонометрическая теория, призванная исследовать такие понятия, как «предел», «сходимость», «непрерывность» и т.п. Основы аксиономатики топологического пространства были заложены Феликсом Хаусдорфом и  завершены российским математиком Павлом Сергеевичем Александровым (1896-1982).
Объяснить человеку, далёкому от математики, что такое топология, довольно трудно. Можно сказать, что топология занимается изучением тех свойств фигур, которые сохраняются независимо от того, как деформируется фигура.
     Представьте себе бублик из податливой, но необычайно прочной резины, который вы можете, как угодно крутить, сжимать и растягивать в любом направлении. Независимо, как деформируется бублик, некоторые его свойства остаются  неизменными. Например, в нем всегда есть дыра. В топологии принято называть  тором. Соломинка, через которую вы пьёте коктейль, тоже тор, только вытянутый. С точки зрения топологии бублик и соломинка ничем не отличаются.

    Топологию  не интересуют свойства фигур, связанные с длинной, площадью, объёмом и тому подобными количественными характеристиками. Она занимается изучением наиболее глубоких свойств фигур и тел, которые остаются неизменными при самых чудовищных деформациях, но без разрывов и склеиваний. Если бы тела и фигуры разрешалось разрезать  и склеивать, то любое тело, сколь угодно сложной структуры, можно было превратить в любое другое тело с какой угодно структурой, и все первоначальные свойства были бы безвозвратно утрачены.

   Топология изучает те свойства геометрических объектов, которые сохраняются при непрерывных преобразованиях.  Непрерывные преобразования характеризуются тем, что точки, расположенные «близко [image: image1.jpg]


одна к другой» до преобразования, остаются такими и после того, как преобразование закончено. При топологических преобразованиях разрешается растягивать и сгибать, но не разрешается рвать и ломать.

       Какого рода преобразования являются топологическими? Ясно, что не те, которые изучаются в обыкновенной евклидовой геометрии. Прямолинейность не есть топологическое средство, потому что прямую линию можно изогнуть, и она станет               Рис.1                      волнистой. Треугольность – тоже не является топологическим свойством, ибо треугольник можно непрерывно деформировать в окружность (рис.1)
Итак, в топологии треугольник и окружность - одно и тоже. Длины отрезков, величина углов, площадь – все эти понятия изменяются при непрерывных преобразованиях, и о них следует забыть. Очень немногие привычные понятия геометрии годятся для топологии, поэтому приходится искать новые. Этим топология трудна для начинающего, пока он не постигнет сути дела.
   Образцом топологического свойства объекта служит  наличие дырки у бублика.  Какую бы непрерывную деформацию ни перетерпел бублик, дырка остаётся. Другое топологическое свойство – наличие края. Поверхность сферы не имеет края, а пустая сфера имеет, и никакое непрерывное преобразование не в состоянии это изменить.
     Существует очень много различных  непрерывных преобразований, поэтому топологам что бублик, что какая-нибудь другая штука с одной дыркой – всё едино. У тополога меньше объектов изучения, и в этом смысле  предмет изучения в топологии проще, чем в большинстве других разделов изучения математики. В этом одна из причин того, что топология превратилась в мощный инструмент математики в целом: её простота и общность обеспечили ей широкий круг применений.
                                      Идеи топологии
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Интуитивно любому человеку понятно, что за рамками измерения длин, углов и других величин остаётся что-то иное, не поддающееся простому процессу измерений. Есть ещё какие-то свойства фигур, которые простым измерительным процессом не описываются, и, более того, при помощи этих свойств можно каким-либо                 Рис. 2                            образом классифицировать фигуры, например по размерам, цветовому спектру, кривизне и др.
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   Идеи топологии можно пояснить следующим образом. Отображение ƒ, переводящее фигуру A в некоторую другую фигуру B, непрерывно, если оно не имеет разрывов, то есть, грубо говоря, если «близкие»                  между собой точки фигуры  A переходят в результате   этого отображения в «близкие» точки фигуры B.
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     Например, проектирование фигуры в плоскость (рис.2) представляет собой непрерывное отображение  (см. Геометрические преобразования).   Приведём другой пример: если фигура A, будто резиновая, произвольным образом без разрывов деформируется, изгибаясь, растягиваясь или сжимаясь, после чего деформированная фигура A укладывается каким-то образом в фигуру B (возможно, со склеиванием, т.е. так,     Рис. 3                                                  что различные части  фигуры A накладываются на одну и ту же часть фигуры  B), то в результате мы получаем непрерывное отображение фигуры A в фигуру B.

 Отображение ƒ фигуры  A на всю фигуру B называется гомеоморфизмом (от греческих слов homoios – «подобный», «одинаковый» и morphe – «вид», «форма»), если оно происходит без склеивания, т.е. не только отображение ƒ, но отображение ƒ­¹  являются непрерывными. Например буквы Г, Л, М, П, С (если они изображены тонкими линиями без «хвостиков») гомеоморфны между собой. Буквы  Е, У, Т, Ч, Ш, Ц, Э также гомеоморфны между собой, но не гомеоморфны указанным ранее буквам. Буква О не гомеоморфна никакой другой букве русского алфавита. В качестве  другого примера укажем, что треугольник, квадрат (и вообще любой выпуклый многоугольник) гомеоморфны кругу – углы многоугольника можно «вдавить» и сделать округлыми (рис.3). Далее, поверхность шара, куба, цилиндра – все они гомеоморфны между собой. Однако эти поверхности не гомеоморфны тору – фигуре, которую можно наглядно представить себе как 
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                                                 Рис. 4

поверхность баранки или автомобильной шины. Поверхность гири гомеоморфна тору.
     Поучительно сравнить понятие гомеоморфизма и понятие равенства фигур. В геометрии рассматриваются отображения, сохраняющиеся расстояние между точками. Они называются движениями, или перемещениями. В результате движения каждая фигура перекладывается  на новое место  как  твёрдое целое, без изменения расстояния. Две фигуры, которые переводятся одна в другую (совмещаются) с помощью движения, называются равными и рассматриваются как одинаковые, как не отличающиеся (с геометрической точки зрения) друг от друга. В топологии рассматриваются отображения более общие, чем движения, а именно гомеоморфные отображения. Две гомеоморфные между собой фигуры рассматриваются (с топологической точки зрения) как одинаковые, не отличающиеся друг от друга. Те свойства фигур, которые сохраняются  при гомеоморфных отображениях, называются топологическими свойствами фигур; эти свойства и изучаются в топологии.

     Одно из давно известных топологических свойств связано с именем Л. Эйлера. В топологии рассматриваются  графы – фигур, состоящие из конечного числа дуг. В графе имеется несколько вершин, и некоторые из них соединены непересекающимися дугами. Граф называется уникурсальным (или эйлеровым), если его можно «нарисовать одним росчерком», т.е. пройти его весь непрерывным движением, не проходят одно и то же ребро дважды. Свойство графа быть уникурсальными является топологическим свойством. Можно доказать, что граф в том, и только в том, случае уникурсален, если в каждой его вершине, кроме, может быть, двух,  сходится чётное число рёбер. С уникурсальными графами связана «задача о кенигсбергских мостах», рассматриваемая Эйлером. В то время в Кенигсберге (ныне г. Калининград) было 7 мостов через реку Преголь. Вопрос состоит в том, можно ли, прогуливаясь по городу, пройти через каждый мост точно по одному разу. Сопоставим с планом города граф, в котором вершина Л обозначает левый берег, П  - правый берег, А и В – острова, а рёбра графа соответствуют мостам (рис. 4 вверху справа). В этом графе в каждой вершине сходится не чётное число рёбер, и потому граф не уникурсален, т.е. требуемого маршрута прогулки не существует.

    Ещё одно интересное топологическое свойство  графа – вложимость и плоскость. Один пример  графа, невложимого в плоскость (домики и колодцы), строится следующим образом. На плоскости даны шесть точек Д¹,Д² , Д³ (домик) и К¹, К², К³ (колодцы); можно ли на плоскости провести тропинки от каждого домика к каждому колодцу, так чтобы никакие две тропинки не пересекались? Ответ отрицательный: если мы проведём всё тропинки, кроме одной, то для последней тропинки уже не будет мета на плоскости. Таким образом, этот граф невложим в плоскость. Другой пример графа, невложимого в плоскость, дан в правом нижнем углу рис. 4 (каждые две из пяти вершин соединены ребром); на этом рисунке два ребра пересекаются. Интересно отметить, что графы, о которых идёт речь, являются «эталонами» графов, невложимых в плоскость: любой граф, невложимый в плоскость, содержит хотя бы один из них. Это было доказано польским математиком К. Куратовским (1896-1980).

    Если же граф вложим в плоскость, то он разбивает плоскость на К – В + Р +1 областей, где К – число связанных кусков, из которых состоит граф, В – число его вершин, а Р – число рёбер. Это одна из важных формул, доказываемых в топологии графов.

    Из топологических свойств, связанных с поверхностями, упомянем одно. Теорема Эйлера утверждает, что для связного графа, начерченного на сфере (или гомеоморфной ей поверхности), справедливо равенство В – Р + Г =2 , где В – число вершил, Р – число ребер графа, а Г – число областей (граней), на которые этот граф разбивает сферу. В частности, это соотношение справедливо для любого выпуклого многоугольника.

   Разумеется, всё это лишь отдельные наглядные примеры топологических фактов. В наше дни топология – большая, обстоятельная наука, в которой изучаются глубинные свойства геометрических фигур. 
                            Геометрические преобразования
Топология напрямую связана и зависит от геометрических преобразований.
Геометрические преобразования – это важное обогащение, которым обзавелась геометрия XIX века.  Тогда была создана теория геометрических преобразований, и в частности движений (перемещений). У  Евклида движения неявно присутствовали; например, когда он говорил: «Наложим один треугольник на другой таким-то образом», то  речь шла в действительности о применении движения, перемещения треугольника. Но для Евклида движение не было математическим понятием. Создание математической теории движения и осознанием их важной роли в геометрии связано  именем немецкого математика XIX–XX вв. Ф. Клейна, который при вступлении на должность профессора по кафедре геометрии  в университете г. Эрлангена прочитал лекцию о роли движения в геометрии.  Выдвинутая им идея переосмысления всей геометрии на основе теории движений получил название Эрлангенской программы. Идею Клейна можно пояснить следующим образом.

      Геометрия  изучает те свойства фигур, которые сохраняются при движениях. Иначе говоря, если одна фигура получается из другой движением (такие фигуры называются равными, или конгруэнтными), то у этих фигур одинаковые геометрические свойства. В этом смысле движения составляют основу геометрии. Они обладают тем свойством, что композиция g°ƒ любых двух движений ƒ и g (т.е. результат их последовательного выполнения) также является движением; кроме того, если ƒ – произвольное движение, то обратное отображение ƒ­¹ также является движением. Эти свойства коротко  выражают следующим образом: движения образуют группу. Таким образом, группа движений задает, определяет евклидову геометрию. Но группа движений не единственная известная группа преобразований. Например, все параллельные переносы образуют группу и т.д. По мысли Клейна, каждая группа преобразований определяет «свою геометрию». Например, можно рассматривать аффинные преобразования, которые каждую  прямую взаимно-однозначно отображают на некоторую другую прямую, но при этом могут не сохранять ( в отличии от движений) ни расстояний, ни углов, ни площадей. Множество всех аффинных  преобразований плоскости  (или пространства) представляет собой группу. Это группа задаёт некоторую геометрию, которая носит название аффинной геометрии. Групповая точка зрения на геометрию позволяет с единых позиций рассмотреть многие различные геометрии: евклидову, геометрию Лобачевского, аффинную, проективную геометрию и другие.

     Влияние группового подхода можно проследить и в школьной геометрии. Каждая фигура F  определяет некоторую группу движений; в эту группу входят все те движения, которые переводят фигуру F в себя. Она называется группой смосовмещений фигуры F. Знание группы самосовмещений фигуры [image: image6.jpg]


F во многом определяет геометрические свойства этой фигуры. Возьмем, например, параллелограмм общего вида, то есть не являющейся ни прямоугольником, на ромб (рис.5) существуют два движения,  переводящие этот параллелограмм в себя: тождественное отображение e (оставляющие все точки плоскости на месте) и симметрия r относительно точки О, в которой пересекаются диагонали параллелограмма. Других движений плоскости,         Рис. 5             переводящих параллелограмм F в себя, нет. Таким образом, группа самосовмещений параллелограмма состоит из двух элементов e,r. Из того, что группа самосовмещений параллелограмма содержит центральную симметрию r, вытекают все основные свойства параллелограмма. Например, так как противоположные углы параллелограмма симметричны относительно точки О, то эти углы равны. Из симметричности противоположных сторон параллелограмма вытекает, что эти стороны равны и параллельны, и так далее. 
      Свойства правильных многогранников (или других многогранников, обладающих той или иной симметричностью) удобнее всего доказывать, используя группы их самосовмещений этих фигур. И для каждой конкретной геометрической фигуры  богатство её свойств определяется прежде всего её группой самосовмещений.

                    Топологическая эквивалентность
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Основные объекты изучения в топологии называются топологическими пространствами. Интуитивно их можно представить себе как геометрические фигуры. Математически – это множества (иногда – подмножества евклидового пространства), наделенные дополнительной структурой под названием топология, которая позволяет формализовать понятие непрерывности.               Рис. 6                     Поверхность сферы бублика (правильнее – тора) или двойного тора – это примеры топологических пространств (рис.6).
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      Два топологических пространства типологически эквивалентны, если можно непрерывным образом перейти от одного из них к другому и непрерывным же образом вернуться обратно. Часто говорят, что тополог не отличает бублика от кофейной чашки. Это как раз и есть пример топологической эквивалентности (рис.7).
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       Нам  приходится вводить требование непрерывности, как прямого отображения, так и обратно к нему, по следующей причине. Возьмём два               Рис.7                  куска глины и слепим их вместе. Такое преобразование непрерывно, поскольку близкие друг к другу точки останутся таковыми (рис.8). Однако при обратном преобразовании один кусок  распадается на два (рис.9), и,  следовательно, близкие точки по разные стороны от линии раздела окажутся далеко друг от друга, т.е. обратное преобразование не будет непрерывным. Например, окружность и прямая: «в малом», или как говорят в математике, локально, устроены одинаково (если разрешить изгибание), но « в целом» - глобально – совершенно различны. Выбросите из прямой точку, и она распадётся на два куска; окружность же останется  связной. Или знаменитая   Рис.8                         лента Мёбиуса: в малом её не  отличит от бумажного кольца, но после обхода вы оказываетесь на её противоположной стороне. Один из главных предметов исследования в топологии – это такие объекты, которые локально устроены одинаково, а глобально – по-разному. 
    Также существует много топологических пространств, которые можно разбить на классы топологических  эквивалентных. Рис.9
                                      Лист Мёбиуса
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Лист Мёбиуса относится к числу «математических неожиданностей». Получить её очень просто: склейте из бумажной полоски кольцо, только пред склеиванием поверните один конец на 180°. Если полоска бумаги была длинной, то такой поворот мог произойти и случайно. Рассказывают, что открыть свой «лист» Мёбиусу помогла служанка, сшившая однажды неправильно концы ленты (рис.10).                                                                                             Рис.10
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      Как бы то ни было, он в 1858году лейпцигский профессор Август Фердинанд Мёбиус (1790 – 1868), ученик К.Ф. Гаусса, астроном и геометр, послал в Парижскую академию наук работу, включавшую сведения об этом листе. Семь лет он дожидался рассмотрения своей работы и,  не дождавшись, опубликовал её результаты. Одновременно с Мёбиусом изобрёл этот лист и другой ученик К.Ф.Гаусса – Иоганн Бенедикт Листинг (1808 – 1882) , профессор Геттингенского университета. Свою работу он опубликовал  на три года раньше, чем Мёбиус, - в 1862 году. Что же поразило этих двух немецких профессоров? А то, что у листа Мёбиуса – всего одна сторона (рис. 11). Мы же привыкли к тому, что у всякой поверхности, с которой мы имеем дело  (лист бумаги, велосипедная или волейбольная камера), - две стороны. Убедиться в                         Рис.11        односторонности листа Мёбиуса несложно: начните постепенно окрашивать  его  в какой-нибудь цвет, начиная с любого места, и по завершении работы вы обнаружите, что весь он полностью окрашен. 
     Вторая неожиданность поджидает нас в тот момент, когда мы попробуем разрезать лист Мёбиуса по его средней линии. «Нормальное» кольцо при этом распалось бы на два куска, а лист Мёбиуса превратится в одно перекрученное кольцо. Чтобы можно было демонстрировать это свойство  многократно, удобно соорудить    Рис.12                        лист Мёбиуса из застёжки «молния» (рис.12). Ещё удивительнее то, что полученное кольцо уже двух стороннее.

    Неожиданность номер три: граница у листа Мёбиуса одна, а не распадается на две части, как у  обычного кольца. Заметим, что свойство односторонности не исчезает у поверхности, если её гнуть, растягивать, сжимать, но не склеивать и не рвать. Свойства геометрических объектов, которые не меняются при таких преобразованиях, как раз и изучает топология. (Любопытно, что название ей дал Иоганн Листинг.)  
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     лист Мёбиуса был одним из основных свойств геометрических объектов, натолкнувших математиков на изучение, как теперь принято говорить, топологических свойств фигур. Московский математик К.Ливанов попробовал продеформировать таким образом лист Мёбиуса, чтобы его граница превратилась в окружность. И вот что  у него получилось (рис. 13). Для желающих склеить        Рис.13                        эту фигуру, на рисунке 14 , приведёна её развёртка.
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    Свойство односторонности листа Мёбиуса было использовано в технике (рис.15): если у ременной передачи ремень сделать в виде ленты Мёбиуса, то его поверхность будет изнашиваться вдвое медленнее, чем у обычного кольца. Это даёт ощутимую экономию.
     Возникшая недавно мода на рисунки «невозможных объектов» не обошла и лист Мёбиуса. Вот как его изобразил шведский художник О. Рутерсвард (рис.16).                                                   Рис.14
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      Лист Мёбиуса часто  использовал в своих рисунках нидерландский художник М. Эшер. (рис.11, рис. 17).
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      А что получится, если склеить границами два листа Мёбиуса? Представить себе это очень трудно, притом невозможно совершить такую операцию, если не разрешать поверхности пересекать саму себя. Если же разрешать это делать, то получим любопытную поверхность без границы ( как, например, у сферы), которая называется «бутылкой Клейна» - в честь ещё одного                  Рис.15                           выдающегося немецкого математика Феликса Клейна (1849 – 1925). Она изображена на рисунке 18.

       Лента Мёбиуса топологически не то же самое, что цилиндрическая лента, склеенная из той же плоскости. Она имеет  только один край. Поскольку количество краёв – топологическое свойство, а цилиндрическая лента имеет два края, эти две ленты топологически не эквиваленты.

       К сожалению, свойство односторонности трудно описать математически строго и  в то же время достаточно наглядно. Ведь наша лента не имеет          Рис.16              толщины, и каждая её точка находится  «на» обеих сторонах, подобно тому, как каждая точка плоскости лежит «на» обеих её сторонах. В топологии мы должны рассматривать эту ленту как некое пространство, и тогда не совсем очевидно, является ли количество сторон топологическим свойством.
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    Чтобы пояснить эту мысль, позвольте мне задать вопрос: сколько сторон у трёхмерного евклидового пространства?

    Думаю, большинство ответит: «ни одного». Ведь наше пространство продолжается до бесконечности                                                                                 Рис.17                                                                                                   в любом направлении, какие же у него могут быть стороны?
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      Но представим себе, что  вы плоское существо, живущее на двумерной плоскости и не имеющее больше ни о чём понятия. Сколько сторон у вашего «пространства»? Если вы раньше ответили «ни одной», вы непременно повторить тот же ответ и теперь: ведь плоскость тоже продолжается и продолжается во всех направлениях.

        Иначе говоря, количество сторон зависит от того, рассматривать  ли плоскость саму по себе или как часть трёхмерного пространства. То же самое относится и к трехмерному пространству: если в качестве четвёртого измерения ввести время, то окажется, что наше пространство имеет две стороны – прошлое и будущее.
      Надеюсь, теперь понятно, насколько трудно даже объяснить, что понимается под числом сторон, не говоря уж о том, чтобы понять, топологическое это свойство или нет.
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      Однако существует все-таки одно явление, которое могут        Рис.18                  наблюдать воображаемые жители ленты Мёбиуса, не выходя за пределы своего «пространства», и которое позволяет дать математическое описание «односторонности». Предположим, что эти создания имеют две руки, причём их большие пальцы направлены в разные стороны. Тогда им доступны понятия «правый» и «левый». Кроме того , допустим, что они носят варежки (рис.19).

       Однажды просыпается такое существо и видит, что все его правые варежки  куда-то подевались и остались одни левые. Проявив находчивость, оно берёт одну варежку и переносит её вдоль ленты, как показано на рисунке 20.                 Рис. 19
[image: image21.jpg]


    К большому нашему удивлению, левая варежка превратилась в правую. Правда, при этом и левая рука воображаемого существа превратилась в правую, а правая – в левую, но зато оно получило годную пару варежек

      Жители двустороннего мира (к которым относимся и  мы с вами, согласно современным представлениям науки) не смогли бы проделать этот фокус с варежками: для них правая останется правой, а левая – левой. Для существа с ленты Мёбиуса понятие правого и левого имеет смысл лишь      Рис. 20                     до тех пор, пока предметы не  передвигаются, и невозможно дать определение левого и правого, которое годилось для всей поверхности в целом. В таком случае говорят, что эта поверхность неориентируема. А пространство вроде нашего, в котором можно дать глобальное определение                                                               правого и левого, называется ориентируемым. 
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      Ориентируемость соответствует  двусторонности, а неориентируемость – односторонности, и оба этих свойства являются внутренними топологическими свойствами, не зависящими ни от какого внешнего пространства.

     Проективная плоскость (называемая так из-за её связи с проективной геометрией) представляет собой ленту Мёбиуса, приклеенную край в край к кругу. Чтоб построить её в трёхмерном пространстве, надо превратить край ленты Мёбиуса в окружность. Лента при этом будет перекручиваться и самопересекаться, образуя так называемый  скрещенный колпак (рис. 21).                    Рис. 21                 Закрыв его отверстие, получим проективную плоскость (рис. 22).   
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       В  заключение стоит упомянуть о «двойном листе Мёбиуса». Получается он так: сначала склейте из бумажной полоски  обычный лист  Мёбиуса, затем возьмите полоску вдвое более длинную и оберните ею лист Мёбиуса. В результате концы этой полоски сойдутся, и их нужно будет склеить между собой. Эта лента двусторонняя – одна её сторона обращена к листу Мёбиуса, а другая – наружу. Если эти ленты разнять, то они оказываются сцепленными, а сам двойной лист Мёбиуса оказывается сильно закрученными, он соответствует обычной склеенной ленты, но с поворотом одного из её концов на 720°. Конечно же, главная ценность  листа Мёбиуса состоит в том, что он дал толчок новым обширным математическим исследованием. Именно                                      поэтому его часто считают символом современной математики          Рис. 22                            и    изображают на различных  эмблемах и значках, как, например, на значке механико-математического факультета Московского государственного университета (рис.23).
                                                                                                     Рис. 23
                               Рогатая сфера Александера
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Математики  начала века, в принципе, имели основания относиться к пространственной геометрии более легкомысленно, чем мы к ней относимся теперь.
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     Рассмотрим теорему Шенфлиса. Её пространственное обобщение должно было бы утверждать, что части, на которые пространство  подразделяется продеформированной сферой, стандартны: одна «устроена точно так же», как область,                                                                                                Рис.24                                                                       ограничиваемая обычной сферой, т.е. шар (без границы), а другая – как внешность шара в пространстве. (Слово «внешность» здесь  и дальше употребляется не в бытовом значении «внешний вид», а в математическом смысле: «часть, расположенная вне».) И вот эту-то вполне правдоподобную гипотезу неожиданно для всех опроверг в 1924 году тогда ещё совсем молодой американский тополог Джон Александер. Опровержение было весьма убедительно: Александер построил в пространстве         сферу, делящую пространство на нестандартные части. В чем состояла конструкция, вы сейчас увидите. 
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    Она необычайно красива и проста. Главный элемент                Рис. 25                         конструкции показан на рисунке 24: на плоском диске мы берём два маленьких кружка и вытягиваем из них «пальцы», так, чтобы их концы сблизились, но не сомкнулись. Сами эти концы  мы тоже считаем плоскими дисками.

      Это вытягивание «пальцев» обычно будет у нас производиться не с одного диска, а с двух параллельно расположенных дисков. Вытянутые пальцы будут зацеплены в «замок» (рис.25).  Теперь опишем все построение. Берём круглую сферу. Из неё вытягиваем два почти  смыкающихся пальца – как на рисунке 24 (рис.26). Получившаяся поверхность вмещает в себя  два расположенных близко  один от другого параллельных диска (верх рисунка 26).      Рис.26                                                                                         Из этих двух дисков мы вытягиваем пальцы – в точности, как показано на рисунке 25. На поверхности, изображенной на рисунке 25 – присмотритесь к этому рисунку, - есть  пары параллельных дисков (концы вытянутых пальцев). Эти диски появятся (в уменьшенном виде) на  нашей поверхности. Каждую из этих пар дисков мы превращаем – вытягиванием пальцев – в фигуру рисунка 25 ( ещё более уменьшенную). На новой поверхности будут уже четыре пары параллельных дисков, и мы опять вытягиваем из этих дисков (совсем уже маленькие) пальцы, превращая каждую пару в подобие рисунка 25. И так далее.
[image: image28.jpg]


     То, что получится после «и так далее» и есть Рогатая Сфера Александера.
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     Часть пространства, заключенная внутри Рогатой Сферы, устроена как открытый (т.е. лишенная границы) шар. Внешность Рогатой Сферы не гомеоморфна  внешности обыкновенной круглой сферы,          Рис.27                             т.е. Рогатая Сфера, опровергает гипотетическую формулировку обобщения теоремы Шенфлиса. Доказательство этого факта просто, но весьма          поучительно, ибо это – настоящая топология. Внешность круглой сферы обладает следующим свойством: любая лежащая в ней (во внешности сферы) замкнутая кривая может быть стянута в ней в точку (т.е. может быть непрерывно продеформирована в сколь угодно маленькую или даже             Рис.28                                                          точечную кривую, причем вся деформация протекает во внешности сферы)                                – смотри рисунок 29.  Это свойство внешности сферы наглядно очевидно (хотя строгое доказательство довольно занудно) и мы его не доказываем; оно называется односвязностью. Гомеоморфные («устроенные совершенно одинаково») области бывают односвязны одновременно: если односвязна одна, то односвязна и другая. Но, в отличие от внешности круглой сферы, внешность Рогатой Сферы не односвязна: замкнутую кривую, охватывающую рог (рис.30), выпутать из Рогатой Сферы невозможно. (При  снятии  с рога кривая должна была бы пройти между                                   Рис. 30                              каждыми двумя   противостоящими кружками каждой очереди. А это значит, что в процессе деформации кривая должна подойти к сфере сколь угодно близко: ближе любого наперёд заданного расстояния. В свою очередь, это означает, что в какой-то  момент при деформации кривая заденет сферу, что запрещено.)

     Значит, внешность Рогатой Сферы устроена не так, как внешность круглой сферы – ожидавшееся обобщение теоремы Шенфлиса оказалось неверным.

      Рис. 29
                  Теорема о волосатом шаре
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Мы поговорили о понятиях, которые вводятся в топологии, и объектах которые в ней изучаются. Теперь приведём пример топологической теоремы.

    Если внимательно посмотреть, как растёт  шерсть у собаки, можно обнаружить, что вдоль спины она разделяется «на пробор», а другой «пробор» идёт вдоль живота. С точки зрения топологии собака – это шар (если считать, что пасть у неё закрыта, и пренебречь внутренними органами); чтобы в этом убедиться       Рис.31                      достаточно «втянуть» ей ноги и немного её «раздуть» (рис.31).
      Можно задаться таким вопросом: удастся ли так «причесать» собаку, чтобы не стало «проборов». В результате получился бы волосатый шар, не имеющий ни «проборов», ни «макушек», изображенных на рисунке 32.

[image: image33.jpg]


     Этот вопрос относится к топологии, ибо при любой непрерывной деформации  такого шара гладкая шерсть останется гладкой, а «пробор» останется «пробором». Топологические методы позволяют установить, что гладко причесать невозможно. Лучшее, чего можно добиться, - причесать волосы так, что останется одна «макушку» - точка, в которой нарушается гладкость (рис.33).
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     Не будем углубляться здесь в доказательство этой теоремы, однако заметим, что её значение выходит за рамки причудливых применений к воображаемым                       Рис. 32                        гладким собакам. Поверхность земли представляет собой сферу. Если  для какого-то момента времени изобразить на сфере направления воздушных потоков в атмосфере Земли, т.е. направления всех ветров, дующих над поверхностью Земли, то получается своего рода «причёска» на этой сфере, где роль волос будут играть линии, изображающие потоки. Наша теорема утверждает, что не существует гладкой системы ветров (за исключением случая полного безветрия, что, однако, невозможно, но по другим причинам), т.е. где-то всегда есть циклон. 
Таким образом, зная только форму Земли, мы уже можем делать заключения о поведении ветров без всяких сведений о том, куда они дуют на самом деле.

  А вот на тороидальной планете возможен постоянный ветер без циклонов, поскольку волосатый тор можно причесать требуемым образом (рис.34).                            Рис. 33        Дальнейшее изучение, основанное уже на более подробных сведениях о ветрах, показывает, что гладкий поток скорее будет обвиваться вокруг тора, как на рисунке 35. Известны и другие приложения теоремы о волосатом шаре
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                                             Рис. 34
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                                               Рис.35

                                       Заключение
Топология – сравнительно молодой и очень важный раздел математики. В настоящее время топологические исследования являются  наиболее плодотворными по сравнению с исследованиями во всех отделах математики.

   Известный французский учёный Андре Вейль сказал, что за душу каждого математика борются ангел топологии и дьявол абстрактной алгебры, выразив этим, во-первых, необычайное изящество и красоту топологии и, во-вторых, то, что вся современная математика представляет собой причудливое переплетение идей топологии и алгебры. Следует заметить, что ряд красивых топологических закономерностей обнаружен в таких разделах математики как – теория функций и комплексный анализ, качественная теория динамических систем и уравнений с частными производными, теория операторов и даже в алгебре.
    С начала 70-х годов началось интенсивное поникновение методов топологии в аппарат современной физики. Сейчас важность топологических методов для различных разделов физики уже не вызывает сомнений – для теории поля и общей  теории относительности, физики анизотропных сплошных сред и низких температур, современной квантовой теории  и т.д.

     А за последнее время топология всё более проникает в физику, химию, биологию.
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Тезисы к работе «Топология»:
Топология
Одним из самых неожиданных явлений в развитии математики XX в. стал головокружительный взлёт науки, известной  под названием топология. Желая пояснить, что такое топология, иногда говорят, что это «геометрия на резиновой поверхности».

      Топологию не интересуют свойства фигур, связанные с длинной, площадью, объёмом и тому подобными качественными характеристиками. Она занимается изучением наиболее глубоких свойств фигур и тел, которые остаются неизменными при самых чудовищных деформациях, но без разрывов и склеиваний. 
       Топология изучает те свойства геометрических объектов, которые сохраняются при непрерывных преобразованиях. 
За последнее время топология все больше проникает в физику, химию, биологию.
