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Введение.
  Возрастающий интерес к статистике вызван современным этапом развития экономики в стране, формирования рыночных отношений. Это требует глубоких экономических знаний в области сбора, обработки и анализа экономической информации. Статистическая грамотность является неотъемлемой составной частью профессиональной подготовки каждого экономиста, финансиста, социолога, политолога, а также любого специалиста, имеющего дело с анализом массовых явлений, будь то социально-общественные, экономические, технические, научные и другие. Работа этих групп специалистов неизбежно связана со сбором, разработкой и анализом данных статистического (массового) характера. Нередко им самим приходится проводить статистический анализ различных типов и направленности либо знакомиться с результатами статанализа, выполненного другими. В настоящее время от работника, занятого в любой области науки, техники, производства, бизнеса и прочее, связанной с изучением массовых явлений, требуется, чтобы он был, по крайней мере, статистически грамотным человеком. В конечном счете, невозможно успешно специализироваться по многим дисциплинам без усвоения какого-либо статистического курса. Поэтому большое значение имеет знакомство с общими категориями, принципами и методологией статистического анализа.

Как известно, для статистической практики РФ и стран СНГ в последние годы важнейшим вопросом оставалось адекватное информационное отражение новых социально-экономических явлений. Сюда, в частности, относится организация получения и анализ данных, характеризующих изменение форм собственности и процесс приватизации, негосударственную занятость населения и безработицу, деятельность рыночных финансово-кредитных структур и коренное реформирование налоговой системы, новые виды миграции граждан и поддержку возникших малоимущих социальных групп, а также многое другое. Кроме того, в целях отслеживания внедрения рыночных отношений и складывающихся реалий серьезной корректировки, потребовали системы показателей, сбор и разработка данных в традиционных областях статистического наблюдения: по учету основных результатов промышленного и сельскохозяйственного производства, внутренней и внешней торговли, деятельности объектов социальной сферы и т.д. Вместе с тем, насущная необходимость получения адекватной и однозначной информации в настоящее время систематически возрастает. Слово “статистика” приходит от латинского слова status (состояние), которое употреблялось в значении “политическое состояние”. Отсюда итальянские слова stato – государство и  statista – знаток государств, отсюда также и немецкое слово Staat и английское state. В научный оборот слово “статистика” ввёл профессор Геттингенского университета Готфрид Ахенваль (1719 - 1772), и понималось оно тогда как государствоведение. Прежде чем стать наукой в ее современном понимании статистика прошла 
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многовековую историю развития. Числовые данные, относящиеся к тем или иным явлениям, начали применяться уже в глубокой древности. Так, известно, что еще за 5 тысяч лет до нашей эры проводился подсчёт населения в Китае, вёлся учет имущества в Древнем Риме, в средние века проводились переписи населения, домашнего имущества, земель. Эти сведения использовались в основном в военных целях и при обложении налогами. В столь отдаленные времена осуществлялся лишь сбор статистических сведений, а их обработку и анализ, то есть зарождение статистики как науки следует отнести ко второй половине 17 века. Именно в это время профессор физиологии и права Г. Ахенваль с 1746 года начал читать впервые в Марбургском, а затем в Геттингенском университетах новую учебную дисциплину, которую он и назвал статистикой. Основным содержанием этого курса было описание политического состояния и достопримечательностей государства. Это направление развития статистики получило название описательного. Содержание, задачи, предмет изучения статистики в понимании Г. Ахенваля были далеки от современного взгляда на статистику как науку. Гораздо ближе к современному пониманию статистики была английская школа политических арифметиков, которая возникла на 100 лет раньше немецкой описательной школы, ее основателями были В. Петти (1623-1687гг.) и Дж. Граунт (1620-1674 гг.). Политические арифметики путём обобщения и анализа фактов стремились цифрами охарактеризовать состояние и развитие общества, показать закономерности развития общественных явлений, проявляющихся в массовом материале. История показала, что именно школа политических арифметиков явилась истоком возникновения современной статистики как науки. В. Петти по праву считается создателем экономической статистики. В первой половине 19 века возникло третье направление статистической науки – статистико-математическое. Среди представителей этого направления следует отметить бельгийского статистика А. Кетле (1796-1874 гг.) – основоположника учения о средних величинах. Математическое направление в статистике развивалось в работах англичан Ф. Гальтона (1822-1911 гг.) и К. Пирсона (1857-1936 гг.), В. Госсета (1876-1937 гг.), более известного под псевдонимом Стьюдента, Р. Фишера (1890-1962 гг.), М. Митчела (1874-1948 гг.) и др. Представители этого направления считали основой статистики теорию вероятностей, составляющую одну из отраслей прикладной математики. В развитии российской статистической науки и практики видное место принадлежит И.К. Кириллову (1689-1737 гг.), И.Ф. Герману (1755-1815 гг.), Д.Н. Журавскому (1810-1856 гг.), Н.Н. Семенову-Тян-Шанскому (1827-1914 гг.), Ю.Э. Янсону (1835-1893), А.. Чупрову (1874-1926 гг.), В.С. Немчинову (1894-1964 гг.), С.Г. Струмилину (1877-1974 гг.), В.Н. Старовскому (1905-1975 гг.) и др. Большим шагом в развитии статистической науки послужило применение экономико-математических методов и широкое использование компьютерной техники в анализе социально-экономических явлений. В настоящее время ведется работа по совершенствованию статистической 
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методологии и завершению перехода Российской Федерации на принятую в международной практике систему учёта и статистике в соответствии с требованиями развития рыночной экономики. Таким образом, история развития статистики показывает, что статистическая наука сложилась в результате теоретического обобщения накопленного человечеством передового опыта учётно-статистических работ, обусловленных, прежде всего потребностями управления жизни общества. Развитие статистической науки, расширение сферы применения практических статистических исследований, ее активное участие в механизме управления экономикой привели к изменению содержания самого понятия “статистика”. Сейчас термин “статистика” употребляется в трёх значениях: 1) отрасль практической деятельности (“статистический учёт”) по сбору, обработке, анализу и публикации массовых цифровых данных о самых различных явлениях и процессах общественной жизни; эту деятельность на профессиональном уровне осуществляет государственная статистика – Государственный комитет по статистике Российской Федерации и система его учреждений, организованных по административно-территориальному признаку, а также ведомственная статистика (на предприятиях, в объединениях, ведомствах, министерствах); 2) совокупность цифровых сведений, статистические данные, предоставляемые в отчетности предприятий, организаций, отраслей экономики, а также публикуемые в сборниках, справочниках, периодической прессе, которые являются результатом статистической работы; 3) отрасль общественных наук, специальная научная дисциплина, изучаемая в высших и средних специальных учреждениях. Цель статистики в экономике – это возможность правильно выбрать решения в условиях неопределенности сложившейся ситуации, умение спрогнозировать и предугадать социально-экономические явления, сделать правильные выводы и внести свой вклад в развитие экономической жизни. Выявление взаимосвязей – одна из важнейших задач применения статистики в экономике.
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I Основные понятия выборочного метода.

  Основная задача математической статистики состоит в получении выводов о массовых явлениях и процессах по данным наблюдений над ними или экспериментов. Эти статистические выводы относятся не к отдельным испытаниям, а представляют собой утверждения об общих характеристиках этого явления (вероятностях, законах распределения и их параметрах, математических ожиданий и других моментах и т. п.) в предположении постоянства условий, порождающих исследуемое явление. 
  Математическая статистика опирается на теорию вероятностей, и её цель – оценить характеристики генеральной совокупности по выборочным данным. Генеральной совокупностью называется вероятностное пространство {Ω, S, P} (т. е. пространство элементарных событий Ω с заданным на нём полем событий S и вероятностями Р) и определённая на этом пространстве случайная величина Х. Единицей генеральной совокупности называется элементарное событие и отвечающее ему значение случайной величины. Случайная величина Х имеет определённую функцию распределения и вытекающие из неё числовые характеристики (например, математическое ожидание или другие начальные ли центральные моменты). Функцию распределения случайной величины Х, её параметры и числовые характеристики далее будем называть теоретическими в отличие от выборочных (эмпирических), которые определяются по выборочным данным.

  Определение 1.1. Случайной выборкой или просто выборкой объёма п называется последовательность Х1, Х2, …, Хп, п независимых одинаково распределённых случайных величин, распределение каждой из которых совпадает с распределением исследуемой случайной величины Х.

  Иными словами, случайная выборка – это результат п последовательных и независимых наблюдений над случайной величиной Х, представляющей генеральную совокупность. 

  Для конечной генеральной совокупности случайный равновозможный выбор на каждом шаге приводит к зависимости отдельных наблюдений, случайный равновозможный выбор с возвращением – к независимости наблюдений. Далее, если не оговорено противное, речь всегда будет идти о случайной выборке, т. е. в случае конечной совокупности – о выборе с возвращением.

  Конкретный набор выборочных значений х1, х2, …, хп следует рассматривать как реализацию (одну из многих) многомерной случайной величины Х1, Х2, …, Хп, компоненты которой независимы и имеют одну и ту же функцию распределения F(х), соответствующую генеральной совокупности. Поэтому многомерная случайная величина Х1, Х2, …, Хп, характеризующая выборку, имеет следующее распределение:
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  Отметим, что при изучении генеральной совокупности с помощью выборочного метода в распоряжении исследователя имеются только выборочные значения и, может быть, некоторые априорные предположения о генеральной совокупности. Иными словами, все выводы о генеральной совокупности делаются только пол выборке. Точность и надёжность (достоверность) статистических выводов определяются не по отношению к данной конкретной выборке х1, х2, …, хп, т. е. реализации многомерной случайной величины Х1, Х2, …, Хп, а применительно ко всему мыслимому набору выборок, характеризуемому определением этой многомерной случайной величины.

  Основные задачи математической статистики состоят в разработке и применении различных методов оценки общих характеристик совокупности, проверки статистических гипотез, выявления взаимосвязей между несколькими характеристиками объектов, согласия наблюдённых данных с теорией, принятия решений, планирования эксперимента и т. д.

  Все задачи можно разбить на две большие группы: параметрические и непараметрические. В теории вероятностей описаны вероятностные модели, содержащие параметры. К ним относятся биноминальное, нормальное, показательное, равномерное распределения, распределение Пуассона и т. д. Так, например, в показательном распределении параметром может быть либо интенсивность, либо средне значение. Если известны вид распределения и область изменения параметров, то имеют место параметрические задачи. Если же нет представления даже о виде плотности, не говоря уже о возможных значениях параметра, то речь идёт о непараметрических задачах.

  Здесь даётся понятие о статистическом оценивании на примере оценки математического ожидания и функции распределения случайной величины, далее речь идёт об общем случае статистического оценивания параметров и проверке статистических гипотез, а также рассматриваются имеющие важное прикладное значение схемы, содержащие как детерминированную, так и случайную составляющие.
  Оценкой числового параметра θ называется функция выборочных значений θ (Х1, Х2, …, Хп) = θп, которая в определённом статистическом смысле близка к истинному значению этого параметра.

  Важнейшими статистическими свойствами оценки, определяющими её близость к истинному значению числовой характеристики, являются свойствами несмещённости, состоятельности и эффективности.

  Оценка называется несмещённой, если её математическое ожидание как случайной величины равно истинному значению числовой характеристики:
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  Оценка называется эффективной, если она имеет минимальную дисперсию в определённом классе оценок.

  Кроме понятий несмещённости, состоятельности и эффективности оценок параметров в математической статистике часто используют понятия квантилей, процентных точек (односторонних критических границ) и двухсторонних критических границ.
  Определение 1.2. Квантилью уровня р или р – квантилью случайной величины Х с функцией распределения F(х) называется такое число dр, что вероятность события Р{X<dp} равна заданной величине р, иными словами, dр – решения уравнения F(dр)=р.
  Понятие процентной точки (односторонней критической границы) тесно связано с понятием квантили.

  Определение 1.3. Процентной точкой уровня q, 0≤q≤100, или q% - ной точкой иq, или односторонней критической границей, отвечающей уровню значимости α=q/100, непрерывной случайной величины Х с функцией распределения F(х) называется такое значение случайной величины что вероятность события Х≥иq равна q/100, т. е. 

1-F(иq)=Р{X≤uq}=q/100.

  Связь между квантилями и процентными точками такова: d1-p=и100р для любого 0≤р≤1. Для симметричных случайных величин, у которых плотности распределения симметричны относительно некоторой точки а, процентные точки для малых значений q<50% и больших значений q>50% связаны между собой:

иq – и100 – q = 2а
или

½( иq + и100 – q)=а

при любом q.

  Это свойство даёт возможность приводить таблицы лишь для процентных точек или квантилей, бóльших а. Например, для стандартной нормальной величины можно приводить процентные точки иq≥0, т. е. 5% - ная точка нормального стандартного распределения равна и5=1,64. Поэтому, зная и5, можно найти и95=-и5=-1,64. 

  Также используются такие понятия отвечающих уровню зависимости α нижней критической границы иα и верхней критической границы 
[image: image5.wmf]a

u

, которые определяются из следующих условий:

Р{X<uα}=F(uα)=α/2,
P{uα≤X<
[image: image6.wmf]a

u

}=F(
[image: image7.wmf]a

u

)-F(uα)=1-α,

P{X≤
[image: image8.wmf]a

u

}=1-F(
[image: image9.wmf]a

u

)=α/2.
  Между критическими границами и квантилями для симметричных распределений иα=-
[image: image10.wmf]a

u

=-иα существуют следующие соотношения:

-иα=иα=dα/2,
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иα=
[image: image11.wmf]a

u

=d1-α/2.
  Квантиль, процентная точка и двухсторонние критические границы изображены на рисунке (стр. 11).

1. Оценка математического ожидания.
  Ранее и далее конкретная выборка х1, х2, …, хп понимается как реализация многомерной случайной величины Х1, Х2, …, Хп с независимыми компонентами, каждая из которых имеет одну и ту же функцию распределения F(х), соответствующую генеральной совокупности. С другой стороны, саму конкретную выборку можно рассматривать как конкретную генеральную совокупность х1, х2, …, хп с равновероятными исходами Р(
[image: image12.wmf]Х

~

=xi)=1/п и определять числовые характеристики этой «выборочной случайной величины» 
[image: image13.wmf]Х

~

.

  Так, математическое ожидание и дисперсия «выборочной случайной величины» 
[image: image14.wmf]Х

~

 выражаются через выборочные значения согласно соответствующим формулам для дискретных случайных величин следующим образом:

D
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    Теория подтверждает, что полученные таким образом оценки математического ожидания, дисперсии и других моментов теоретической случайной величины оказываются близкими к истинным значениям соответствующих числовых характеристик генеральной совокупности либо могут быть «улучшены» с помощью небольшого уточнения.

  Рассмотрим в качестве оценки математического ожидания МХ=а случайной величины Х среднее арифметическое её выборочных значений
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 EMBED Equation.3 [image: image23.wmf]
и установим статистические свойства этой оценки.

  Рассматриваемая оценка не смещена. В самом деле,
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  Эта оценка состоятельна, т. е. сходится по вероятности к истинному значению математического ожидания генеральной совокупности: â→а при п→∞, что, согласно определению сходимости по вероятности для любого ε>0, означает

Р{│
[image: image25.wmf]Х

~

-a│≤ε}→1 при п→∞,
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Квантиль, процентная точка и двусторонние критические границы.
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но последнее есть не что иное, как утверждение закона больших чисел.

  Далее будет доказано, что исследуемая оценка эффективна в классе линейных оценок. Итак, среднее арифметическое значений 
[image: image26.wmf]Х

~

 является несмещённой, состоятельной и эффективной оценкой математического ожидания генеральной совокупности.

  Такими же свойствами обладает и частость появления успехов в п последовательных независимых испытаниях Бернулли, в каждом из которых успех появляется с вероятностью Р(А)=р, иными словами, частость 
[image: image27.wmf]р

ˆ

=т/п, рассматриваемая как выборочная оценка теоретической вероятности р, является несмещённой, состоятельной и эффективной (в классе линейных оценок) оценкой вероятности.

  В самом деле, исход отдельного i – го испытания описывается альтернативной случайной величиной

 

следовательно, общее число положительных исходов в п испытаниях равно 
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поэтому оценка математического ожидания МХ=р случайной величины равна
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и, как это было показано выше применительно к оценке математического ожидания, обладает свойствами несмещённости и состоятельности.

  Теорема 1.1. Если 
[image: image30.wmf]п

q

ˆ

– несмещённая оценка параметра θ и её дисперсия D
[image: image31.wmf]п

q

ˆ

→0 при п→0, то она состоятельна.
  □ Оценка 
[image: image32.wmf]п
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 параметра θ не смещена, т. е. М
[image: image33.wmf]п
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=θ существует, поэтому при любом ε из неравенства Чебышева получаем Р{│
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- θ│<ε}≥1 – D
[image: image35.wmf]п
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/nε²→1. Но Dθn→0 при п→∞; следовательно, для каждого фиксированного ε отношение D
[image: image36.wmf]п
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/пε²→0 при п→∞, т. е. 1-D
[image: image37.wmf]п
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/пε²→1. Однако левая часть неравенства Чебышева больше 1 быть не может, поэтому левая часть стремится к 1, что и требовалось доказать. ■
  В заключение рассмотрим оценку математического ожидания по неравноточным наблюдениям. Пусть результат каждого i – го выборочного испытания описывается случайной величиной Хi, МХi=а, DXi=
[image: image38.wmf],
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s

а испытания независимы друг от друга и характеризуются разными, но известными дисперсиями
[image: image39.wmf]2
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s

. Наилучшую в статистическом смысле оценку будем искать в классе линейных оценок
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  Сначала определим требования к коэффициентам сi, обеспечивающим несмещённость оценки:
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  Таким образом, оценка не смещена, т. е. 
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  Теперь определим значения коэффициентов, которые обеспечивают  
минимум дисперсии:
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    Найдём дисперсию оценки для некоторого конкретного набора коэффициентов сi, используя независимость Хi. Имеем
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  Итак, надо определить такие значения коэффициентов сi, при которых  
min 
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если выполняется условия 
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 Это задача на условный экстремум, которая с помощью принципа Лагранжа сводится к задаче на безусловный экстремум функции L(c)=f(c)-λg(c). Поэтому для определения коэффициентов сi приравниваем к нулю производные:
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откуда 
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 поэтому окончательно имеем
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  Таким образом, эффективная линейная оценка математического ожидания по неравноточным наблюдениям получается тогда, когда наблюдения входят в оценку обратно пропорционально своим дисперсиям, т. е. менее точные наблюдения входят с меньшим весом, а более точные – с большим. Если 
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дисперсии равны, то в соответствии с последней формулой 
[image: image57.wmf],
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 i=1, 2, …, п, а это значит, что среднее арифметическое выборочных значений является эффективной оценкой математического ожидания в классе линейных оценок при условии, что выборочные наблюдения равноточны.

  Проверим состоятельность полученной оценки математического ожидания по неравноточным наблюдениям. Найдём дисперсию оценки, используя независимость наблюдений:
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  Таким образом, если 
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 при п→∞, то, согласно теореме 1.1, оценка а состоятельна. Приведённое условие выполняется, если, например, дисперсии ограничены 
[image: image60.wmf],
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2. Оценка функции распределения.

  Наиболее полная характеристика случайной величины – это её функция распределения. Пусть х1, х2, …, хп – выборка из генеральной совокупности, представленной случайной величиной Х. Рассмотрим, как оценить функцию распределения F(х) этой случайной величины, о которой известно только, что она непрерывна.

  Чтобы построить оценку 
[image: image63.wmf]n

F

ˆ

(х) функции распределения F(х), обычно располагают наблюдения хi в порядке их возрастания, т. е. находят вначале 
[image: image64.wmf]*
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= min Xi, затем следующее по величине наблюдаемое значение и т. д.; если есть одинаковые значения, то их расположение не играет никакой роли.

  Определение 1.4. Последовательность неубывающих величин 
[image: image65.wmf],
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 полученных после упорядочения выборки, называется вариационным рядом.
  По вариационному ряду, в котором нет совпадающих точек, строится следующая неубывающая функция:
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т. е. ступенчатая функция со скачками, равными по величине 1/п, в точках вариационного ряда. Если l точек вариационного ряда совпадают и равны
[image: image67.wmf],
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 то скачок в точке 
[image: image68.wmf]*
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 равен l/n.

  Функция, построенная по эмпирическим данным, изображена на рисунке (стр.16).

  Такие неубывающие ступенчатые функции называются эмпирическими функциями распределения. Формально эмпирическую функцию распределения можно веси так:
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  где v(x) – число точек 
[image: image70.wmf],
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 меньших или равных х.
  Эмпирическая функция распределения обладает всеми свойствами функции распределения. Вопрос в том, какое отношение она имеет к теоретической функции F(х).

  Обычно рассматриваются две меры уклонения 
[image: image71.wmf]n
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(х) от F(х). Одну из них вычисляют так: рассматривают наибольшие уклонения 
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(х) от F(х) в точках вариационного ряда 
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[image: image74.wmf]*

k

Х

 можно вычислить 
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 наибольшую из них по абсолютной величине обозначим dk. Величина Dn (наибольшая по всем х величина разности │Fn(x)-F(х)│) – это уклонение эмпирической функции 
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распределения от теоретической.

  Другой мерой уклонения служит величина
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  Различие в мерах уклонений состоит в том, что для величины Dn все точки х одинаково важны, в то время как для величины 
[image: image78.wmf]2
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 важнее наиболее вероятные точки и совсем не важны очень маловероятные. Очевидно, что из малости Dn следует и малость ω², но не наоборот.

  Теорема 1.2. Если F(х) непрерывна, то при z>0 и п→∞
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где K(z) – распределение Колмогорова.

  Теорема 1.2 позволяет определить величину различия между эмпирической и теоретической функциями распределения:
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где zα – решение уравнения K(z)=1-α относительно z, т. е. zα – критическая граница, соответствующая уровню значимости α. Аналогичный теореме 1.2 результат известен и для уклонения
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 при п→∞, а именно:
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где А(z) – распределение критерия Мизеса.

  Уклонение 
[image: image83.wmf]2
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 впервые предложил Мизес, поэтому распределение А(z), точный вид которого получил советский математик Н. В. Смирнов, называют часто распределение критерия Мизеса.

  Поведение обоих уклонений с ростом п показывает состоятельность оценки Fп(х) теоретической функции распределения F(х). Кроме того, известно, что оценка Fп(х) является несмещённой оценкой для F(х). С помощью таблицы, содержащей критические границы для распределения Колмогорова и распределения критерия Мизеса, можно проверить близость эмпирической функции распределения к теоретической.

  Соотношение (1.2.2) можно с помощью этой таблицы записать в более привычном виде, например, для 95%-ного уровня доверия получаем
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  Для п=100 эмпирическая функция распределения отличается от теоретической в любой точке х не более чем на 0,13, а по мере роста п различие между теоретической и эмпирической функциями стремится к нулю, т. е. оценка Fп(х) состоятельная.
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Функция, построенная по эмпирическим данным.
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	Уровень доверия 1-α
	Уровень значимости α
	Критические границы

	
	
	Колмогорова
	Критерия Мизеса

	0,9
	0,1
	1,224
	0,35

	0,95
	0,05
	1,358
	0,46

	0,99
	0,001
	1,628
	0,84


Таблица критических границ для распределения Колмогорова и распределения критерия Мизеса
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3. Оценка плотности распределения.

  Строить оценки функций распределения затруднительно при значительном числе испытаний. В этом случае для получения оценок функции или плотностей распределения все наблюдавшиеся выборочные данные объединяют в группы. Например, при построении выборочного распределения числа детей в семьях группируют семьи, у которых не более одного ребёнка, 2 или 3 ребёнка, 4 или 5 детей и т. д. В таблице приведены группированные данные по записям обуви в 100 магазинах.

	Интервал, тыс. руб.
	0,2 – 2,2
	2,2 – 4,2
	4,2 – 6,2
	6,2 – 8,2
	8,2 – 10,2
	10,2–12,2

	Число магазинов в интервале
	70
	20
	4
	3
	2
	1


  Для оценки плотности используют два способа: гистограммы и полигоны частот. Гистограмму строят следующим образом: на оси х откладывают интервалы наблюдения, затем параллельно оси у откладывают из середин интервалов величины, пропорциональные наблюдаемому числу попаданий в интервалы. Коэффициент пропорциональности может быть для всех интервалов одинаковым, если все интервалы имеют одинаковую длину. Если интервалы различной длины, то коэффициенты пропорциональности следует разделить ещё на длины интервалов.

  Таким образом, исходя из таблицы, для первого интервала следует откладывать по оси Оу число, пропорциональное наблюдаемому числу v1=70, т. е. 
[image: image85.wmf],

2

100

1

70

×

×

 где 100 – число наблюдений п, а 2 – длина h интервала ∆1, для второго интервала 
[image: image86.wmf]2
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 и т. д. Затем на каждом интервале длины hi строят прямоугольники  основаниями ∆i и высотой, равной 
[image: image87.wmf].
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 Гистограмма для таблице изображена на рисунке (стр. 20).
  Если в таблице объединить два первых интервала, то число наблюдений в нём составит 90. Но новый интервал имеет вдвое большую длину, поэтому новый прямоугольник должен иметь высоту 
[image: image88.wmf]4
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. На рисунке новый прямоугольник изображён штриховой линией. Напомним, что была построена оценка плотности, а не вероятности попадания в интервалы.

  Полигон частот строят точно так же, как гистограмму, но вместо прямоугольников середины верхних граней прямоугольников гистограммы соединяют прямыми линиями. Полигон частот представлен на рисунке на стр. 21. На этом же рисунке, как и на предыдущем, штриховой линией
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Гистограмма.
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Полигон.
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изображён полигон частот с объединёнными в один интервал первыми двумя интервалами таблицы. Для случайных величин с гладкой плотностью распределения полигон частот лучше оценивает эту плотность.

  Приведём доказанную Н. В. Смирновым теорему, которая подтверждает этот факт. Обозначим теоретическую плотность через 
[image: image90.wmf]n
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(х), а полигон частот – через fп(х). Допустим, что: а) интервал от а до b, в котором оценивается плотность, разбит на lп равных интервалов ∆ длины 
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б) непрерывная плотность f(х) имеет на замкнутом интервале [a, b] минимум f0>0, т. е. 
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 (т. е. связано с числом наблюдений так, что с ростом п увеличивается и число интервалов , и число наблюдений, попавших в них);

г) вероятность попадания в замкнутый интервал [a, b] меньше 1;

д) число λ – корень уравнения 
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 , где Ф(х) – функция стандартного нормального распределения.

  Теорема 1.3. Если выполнены условия а) – д), то 
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  Теорема позволяет построить область, в которой находится оценка плотности. Обозначим через tβ величину λ+z/λ для уровня доверия 1-β; тогда
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  Из неравенства следует , что с ростом п полигон частот – состоятельная оценка для любой неизвестной плотности. Критические границы tβ приведены в таблице.
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	Число наблюдений п
	Число интервалов lп
	Величины 
[image: image97.wmf]b

t

 для уровня доверия 1 – α 

	
	
	0,90
	0,95
	0,99

	100
	5 – 6 
	2,40
	2,64
	2,90

	200
	7 – 8 
	2,45
	2,69
	2,93

	300
	8 – 9
	2,48
	2,73
	2,94

	500
	9 – 10
	2,54
	2,77
	2,96

	700
	10 – 11
	2,58
	2,81
	2,97

	1000
	11 - 12
	2,62
	2,84
	2,98


Критические оценки tβ.
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II Точечные оценки параметров распределения.

  Имеется два способа оценки параметров: точечный и интервальный. Точечные методы указывают лишь точку, около которой находится неизвестный оцениваемый параметр. С помощью интервальных способов можно найти интервал, в котором с некоторой, как правило с большой (выбираемой самим исследователем), вероятностью находится неизвестное значение параметра. Здесь рассматриваются различные методы точечной оценки параметров. Несколько методов рассмотрены из следующих соображений. Во – первых, если один метод не даёт ответа, то его можно получить, используя другой метод. Во – вторых, из нескольких методов легче выбрать такой, оценки которого либо не меняются, либо меняются мало при изменении вида распределения, т. е. найти так называемые устойчивые или робастные оценки.

1. Метод моментов.

  Ранее было показано, что эмпирическая (выборочная) функция распределения с ростом числа наблюдений сколь угодно мало отличается от теоретической (истинной) функции распределения с вероятностью, сколь угодно близкой к 1. поэтому при большом числе наблюдений выборочные и теоретические моменты близки друг к другу. Если теоретическая функция зависит от каких – либо параметров, то для определения параметров можно воспользоваться выборочными моментами.

  Пусть, например, параметров два, т.е. θ=(θ1, θ2). Если функция распределения такова, что существуют первые два момента, то их можно выразить через θ следующим образом (для абсолютно непрерывных распределений):
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+¥

¥

-

=

=

).

(

)

,

(

2

2

2

q

a

q

a

dx

x

f

x


  Эмпирические или выборочные моменты могут быть найдены по выборочной формуле распределения:
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  Из результатов предыдущего пункта следует, что выборочные моменты с ростом п сходятся по вероятности к функциям α1(θ) и α2(θ) в точке θ=(θ1, θ2) и, следовательно, при большом п α1(θ)≈
[image: image102.wmf]1
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=а1, а α2(θ)≈
[image: image103.wmf]2

ˆ

a

=а2. Заменяя приближённые равенства точными, получаем два уравнения, которые нужно 
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решить относительно θ1 и θ2. Найденные решения 
[image: image104.wmf]1
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 и 
[image: image105.wmf]2
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 и являются оценками методам моментов параметров θ1 и θ2.

  Метод моментов содержит неопределённость, поскольку можно получить уравнения для неизвестных θ1 и θ2 используя как начальные, так  центральные моменты (i=1, 2, …)
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  Если число параметров больше двух, то необходимо использовать столько моментов, сколько имеет параметров.
  Рассмотрим примеры получения оценок методом моментов.

○ Пример 2.1. Пусть имеется нормальное распределение с неизвестными средними θ1 и дисперсией θ2
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где θ=(θ1, θ2).

  Было показано, что первые два начальные момента соответственно равны α1(θ)=θ1 и α2(θ)=θ2+θ1². Уравнения для нахождения оценок в этом случае таковы: θ1=а1 и θ2+θ1²=а2. Решения этой системы уравнений 
[image: image108.wmf]1
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 и 
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 являются оценками метода моментов.

  Полученные оценки метода моментов можно привести к следующему виду:
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  Величины 
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 часто встречаются в статистике, называются соответственно выборочной средней и дисперсией и имеют специальные обозначения:
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○ Пример 2.2.  Распределение Рэлея, плотность которого - 
[image: image115.wmf].
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 Случайная величина с этой плотностью представляет собой расстояние от двумерной случайной точки с координатами, имеющими одинаковое нормальное распределение, до её математического ожидания.

  Приравнивая начальные первые выборочный и теоретический моменты, получаем уравнение 
[image: image116.wmf],
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 а приравнивая вторые моменты, имеем 2θ=а2, где а1 и а2 заданы (8.1.1). Решая первое уравнение, получаем первую оценку метода моментов 
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оценку 
[image: image118.wmf].
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 В результате имеем две различные оценки одного и того 

же параметра. Кроме этих двух оценок можно найти ещё одну оценку 
[image: image119.wmf])
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 из уравнения, которое получается при использовании второго центрального момента:
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  Этот пример показывает неопределённость оценок метода моментов, состоящую в том, что можно получить много оценок одного и того же параметра.

 Для многомерных случайных величин применим аналогичные подход, при этом моменты удобней обозначать буквой с несколькими индексами. Например, для двумерной случайной величины Х=(Х1, Х2) с плотностью распределения f(х1, х2, θ)
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  Выборочные моменты для двумерных выборок (Х1i, X2i), i=1, 2, …, n, получаются аналогично одномерному случаю:
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 и т. д.

  Отсюда, если использовать центральные моменты, оценка коэффициента корреляции ρ может быть получена методом моментов в следующем виде:
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  Оценки метода моментов часто бывают смещёнными и неэффективными.

  Рассмотрим в качестве примера свойства выборочной дисперсии s² как оценки дисперсии для нормального распределения. Вначале найдём её математическое ожидание. Вычитая в (2.1.2) из Хi и 
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 величину а и раскрывая скобки, в результате преобразований получаем
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где 
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  Раскрывая скобки и используя свойства математических ожиданий и дисперсий для независимых случайных величин, получаем
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поскольку M(Xi-a)(Xj-a)=0 при МХi=а и i=j. Итак, 
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 Последнее равенство означает, что s² как оценка σ² имеет смещение, равное σ²/п. Но это смещение легко устранить; для этого умножим правую и левую части равенства 
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  Следовательно, несмещённой оценкой дисперсии σ² является статистика 
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, но это уже не прямая оценка метода моментов, а исправленная оценка метода моментов.

  Таким образом, оценка метода моментов оказалась смещённой. Но оценки метода моментов имеют и положительные свойства, которые вытекают из приводимой ниже теоремы.

  Выше было показано, что оценки 
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 метода моментов должны быть функцией от выборочных, т. е. а1 или mj для некоторых i и j. Для определённости формулировки рассмотрим функцию Н(аi, аj) от двух начальных моментов. Оценка может быть функцией и одного момента (оценка среднего) и трёх моментов (оценка коэффициента корреляции), причём, быть может, и центральных. Обозначим через М точку (Маi, Маj); пусть Н0=Н(Маi, Maj), 
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  Теорема 2.1 (о свойствах оценок метода моментов). Если функция Н(аi, аj) такова, что она явно от п не зависит, в окрестности точки М непрерывна вместе со своими первыми и вторыми частными производными, то случайная величина Н асимптотически нормальна и предельное нормальное распределение имеет математическое ожидание Н0 и дисперсию
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  Значения дисперсий и ковариаций выборочных моментов (а они являются случайными величинами, поскольку зависят от выборочных значений и могут для разных выборок меняться) приведены в таблице (стр. 28). Из теоремы 2.1 и этой таблицы следует, что дисперсии предельных распределений, которые представляют собой оценки метода моментов, при п→∞ можно представить в виде σ²(θ)/п, т. е. эти дисперсии стремятся к нулю.
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Где 
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Значение дисперсий и ковариаций выборочных моментов
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  Таким образом, теорема 2.1 позволяет приближённо исследовать оценки, представимые в виде гладкой функции от моментов. Полученная ранее оценка дисперсии нормального распределения – линейная функция Н(т1)=т1 от центрального момента, поэтому она имеет две непрерывные производные и теорема 2.1 применима, т. е. можно находить среднее и дисперсии предельного распределения оценки дисперсии.

  Из теоремы 2.1 и таблицы можно определить дисперсию предельного распределения оценки метода моментов 
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=т2 и «исправленной», т. е. несмещённой, оценки 
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т. е. предельное распределение исправленной оценки имеет больший разброс, но не имеет смещения.
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2. Метод максимального правдоподобия.

  Рассмотрим выборку Х=(Х1, Х2, …, Хп), которая получена из совокупности, распределённой по закону р(х,θ). Если случайная величина Х дискретна, то р(х,θ) – вероятность, а если Х непрерывна, то р(х,θ) – плотность распределения.

  Для разных θ=(θ1, θ2, …, θп) получаются различные законы р(х,θ) распределения набора Х=(Х1, Х2, …, Хп). Задача состоит в том, чтобы найти такое распределение р(х,θ), которое бы лучше всего соответствовало выборочному набору Х=(Х1, Х2, …, Хп). Соответствие распределения, зависящего от параметра θ, и набора наблюдений означает, что вероятность получить тот же самый набор Х при другом значении параметра меньше.

  Возникает следующая задача: при заданном наборе Х=(Х1, Х2, …, Хп) определить такой параметр θ, чтобы вероятность р(х,θ) (в дискретном случае) или плотность распределения  р(х,θ) (в непрерывном случае) была наибольшей. Таким образом, далее будет рассматриваться функция L(θ)=p(X,θ), когда Х – фиксированная точка, а θ – переменная. Такая функция L(θ)=p(X,θ) была названа Фишером функцией правдоподобия.
  Итак, если 
[image: image162.wmf]Q
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- замкнутая область допустимых значений, то вместо вероятностной или статистической задачи имеем задачу математического программирования: найти такое θ*, чтобы
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  Известно, что точка максимума не изменяется, если вместо L(θ) рассмотреть ln L(θ)=ln(θ). Функция ln(θ) называется логарифмической функцией правдоподобия.
  Если максимум функции ln(θ) достигается внутри допустимо области Θ, то и в точке максимума θ0 выполняются необходимые условия экстремума:
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 при j=1, 2, …, т.                           (2.2.2)
  Полученная система уравнений называется уравнениями правдоподобия. Корни этой системы  
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 могут соответствовать максимуму, минимуму функции ln(
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), а также являться точками перегиба. Поэтому необходимо проверить, соответствует ли полученное решение 
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 максимуму. 

  Если же система (2.2.2) не имеет внутри области Θ решения, то это может означать, что решение 
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 задачи (2.2.1) находится на границе области допустимых значений Θ.

  Так как Х – выборка, т. е. Хi – независимые одинаково распределённые случайные величины, то 
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  Рассмотрим некоторые примеры оценок максимального правдоподобия.
○ Пример 2.3. Нормальное распределение. Для выборки объёма п и θ1=а, θ2=σ² имеем
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  Найдём сначала первое уравнение системы (8.2.2). Получаем 
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в результате преобразований получаем 
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после преобразований имеем
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  Итак, получена следующая система уравнений правдоподобия:
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  Из первого уравнения находим
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а из второго, используя значения для θ1, получаем
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  Остаётся показать, что в точке 
[image: image180.wmf])
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 функция ln(θ) достигает максимума, для этого надо проверить достаточные условия максимума функции. ●

  ○ Пример 2.4. Распределение Парето. Это распределение имеет место в задачах распределения душевого дохода и имеет вид (θ>0, α>0)
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[image: image182.wmf]  
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  Функция правдоподобия имеет следующий вид:
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  Отсюда следует, что L(θ)>0 лишь тогда, когда θ<min Xi, но с убыванием θ при α>0 величина 
[image: image185.wmf]a
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 также убывает, поэтому max L(θ) при θ>0 достигается в точке 
[image: image186.wmf]q
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 = min Xi. Эта точка и является оценкой максимального правдоподобия. В этой задаче предполагалось, что α известно. ●

○ Пример 2.5. Распределение Парето (параметр α неизвестен). 

  Неизвестный параметр мы условились обозначать θ, поэтому плотность распределения примера 8.4 запишется в виде
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  Теперь найдём 
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  Так как

ln p(Xi, c)=ln θ – ln c+(θ+1)(ln c – ln Xi),
то
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  Отсюда получаем уравнение относительно θ:
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  Решая его, находим точку 
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 Сумма со слагаемыми 
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 положительна, поскольку все Xi≥c,т. е. Хi/c≥1, а логарифмы величин, больших или равных 1, положительны или равны 0.

  Для доказательства того, что полученный экстремум является максимумом, найдём вторую производную:
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  Она отрицательна для всех конечных положительных θ, т. е. и для точки 
[image: image194.wmf]q
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. Отрицательность второй производной в точке экстремума и является достаточным уровнем максимума. ●

  1. Свойства оценок максимального правдоподобия.
  Для обеспечения «хороших» свойств оценок максимального правдоподобия необходимы некоторые условия регулярности, накладываемые на плотности (вероятности в дискретном случае).

  Запишем эти условия для непрерывного случая (для дискретного случая вместо интегралов должны быть соответствующие суммы).

32  
Условия регулярности:

а) плотность распределения р(х, θ) набора Х такова, что область, где плотность р(х, θ)≠0 для всех х, не зависит от параметра θ;

б) соотношение 
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 можно один раз дифференцировать под знаком интеграла;

в) 
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  Замечание 1. Все интегралы в условиях б) и в) многомерные.

  Замечание 2. Если плотность р(х, θ) зависит лишь от одного параметра и приходится иметь дело не с произвольным набором данных, а с выборкой, то условие в) упрощается, поскольку
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где l1(θ)=ln p(x,θ) и все интегралы одномерные.

  Величина 
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называется информацией (по Фишеру) о неизвестном параметре, содержащемся в одном независимом наблюдении Х.
  Теорема 2.2 (о свойствах оценок максимального правдоподобия). Если для выборки Х=(Х1, Х2, …, Хп) объёма п выполнены условия регулярности а)-в), то:

1) решение 
[image: image200.wmf]q
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 уравнений правдоподобия единственно;

2) 
[image: image201.wmf]q
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 – состоятельные оценки параметра θ;
3) распределение оценки 
[image: image202.wmf]q

ˆ

 асимптотически нормально и предельное распределение имеет математическое ожидание θ и дисперсию 1/nI(θ);
4) оценка максимального правдоподобия эффективна при п→∞.
  Условия регулярности – достаточные условия для того, чтобы оценки максимального правдоподобия были асимптотически наилучшими, т. е. несмещёнными, и имели наименьшую дисперсию, хотя имеются примеры, когда условия регулярности нарушены, а оценки максимального правдоподобия могут быть наилучшими после устранения смещения.

  Пункты 3) и 4) теоремы позволяют находить асимптотически наименьшую дисперсию, поскольку при п→∞ эффективность
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  Неравенство D
[image: image205.wmf]q
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≥1/nI(θ) для несмещённых оценок называется неравенством Рао – Крамера – Фреше.
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  Для многомерного параметра θ величины
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 в условии в) для любых i и j образуют матрицу I(θ), и это условие означает для неё невыраженность, т. е. существование обратной матрицы 
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. Неравенство Рао – Крамера – Фреше означает при этом, что матрица 
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 асимптотически неотрицательно определена. Напомним, что D
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 для многомерного параметра превращается в матрицу центральных вторых моментов оценок 
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1, 
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,…, 
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п), как набора случайных величин.
  Проверка условий – самое «уязвимое» место в теореме 2.2. При нарушении условий регулярности несмещённые оценки максимального правдоподобия могут быть и сверхэффективными, т. е. иметь дисперсии меньшие, чем 
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, т. е. скорость стремления дисперсии к 0 может быть большей, чем 1/п.
Примеры асимптотически наилучших оценок.
  Схема Бернулли с неизвестной вероятностью «успеха» в одном испытании. Если «успех» соответствует Х=1, а «неудача» - Х=0, то вероятность случайной величины Х запишется так:
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  Для вероятности р(х,θ) логарифмическая функция правдоподобия для одного испытания Х такова:
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для п испытаний (v – число успехов)

ln=v ln θ+(n+v) ln (1-θ).

  Отсюда можно получить оценку 
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 (см. задачу 2.3), а также найти
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  Теперь получаем, что М
[image: image220.wmf]q

ˆ

=θ, и находим
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  Из неравенства Рао – Крамера – Фреше и теоремы о свойствах оценок
34 
максимального правдоподобия следует, что наименьшая дисперсия равна 
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 следовательно, оценку улучшить нельзя.

  Для этого примера все условия регулярности выполняются, поскольку логарифмическая функция правдоподобия – конечная сумма и в каждой точке х=0,1 дифференцируема.
  Нормальное распределение с неизвестным средним и известной дисперсией σ². В этом случае
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  Оценкой параметра θ является 
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поэтому
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 Последняя величина не зависит от Х, т. е.
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  Отсюда следует, что дисперсия D
[image: image230.wmf]X

=σ²/n такая же, как и в §1.1, поэтому 
[image: image231.wmf]X

 – лучшая оценка в классе любых функций от результатов наблюдений, а не только среди линейных комбинаций.

  Нормальное распределение с неизвестной дисперсией и известным средним а. В этом случае
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  Логарифмическая функция правдоподобия для выборки Х=(Х1, Х2, …, Хп) объёма п равна
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  Находим уравнение правдоподобия:
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  Решением этого уравнения является величина 
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 отличающаяся от уже найденной ранее только тем, что оценка 
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заменена истинным значением а. Теперь остаётся определить лишь дисперсию эффективной оценки, т. е. 
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  Согласно свойствам математического ожидания, учитывая, что M(Xi-a)²=θ, получаем
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  Полученное значение отличается от I(θ) только тем, что 
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должна быть равна в силу теоремы о свойствах оценок максимального правдоподобия при п→∞ величине 2θ²/п. В самом деле, полученная оценка 
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несмещённая и имеет дисперсию 2θ²/п для любого (а не только большого) числа наблюдений (см. задачу 2.4).

  Распределение Парето. Если распределение Парето записано в виде
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то оценка максимального правдоподобия параметра была найдена ранее. В силу теоремы о свойствах оценок максимального правдоподобия эта оценка при большом числе наблюдений является примерно нормальной со средним значением θ и дисперсией, равной 
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  что следует из примера 2.5, в котором было найдено значение 
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  Если в распределении Парето неизвестен другой параметр, т. е. 
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то область, где р(х,θ)≠0, является полупрямой от θ до ∞; следовательно, она зависит от неизвестного параметра. Для набора из двух наблюдений это первый квадрант координатной плоскости с началом, перенесённым в точку (θ,θ); для п наблюдений – соответствующая многомерная область. Поэтому условие регулярности а) не выполняется, но в данном случае оценка максимального правдоподобия сверхэффективна.

  Равномерное распределение:
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  Оценку нельзя анализировать аналогично предыдущим примерам (см. задачу 2.7). Скорректированная несмещённая оценка метода максимального правдоподобия 
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 будет наилучшей.                                            36

3. Другие методы оценивания.

  Кроме уже описанных методов оценки параметров распределения существует ряд других методов, например метод наименьших квадратов, метод наименьших абсолютных отклонений и, наконец, метод наименьшего максимального абсолютного наклонения. Каждый из методов в определённой ситуации обладает преимуществами по сравнению с другими.
  Все из рассматриваемых ниже методов связаны с методом максимального правдоподобия, хотя каждый из них возник отдельно и имеет самостоятельное значение. Метод максимального правдоподобия выступает как ориентир и гарантирует в определённой мере их «качественность».

  Все методы будут иллюстрированы на примере одной и той же задачи. 

  Пусть необходимо узнать часовую выработку θ рабочих в обычных условиях для какой – либо операции. Результаты наблюдений обозначим Хi. i=1, 2, …, п. В силу характерных, специфических для каждого конкретного рабочего факторов и условий наблюдений Хi будут отличаться от средней часовой выборки θ на некоторую величину εi, т. е. Xi=θ+εi, где о величинах εi известно лишь, что в среднем отличия εi нивелируют друг друга, т. е. Мεi=0 и для них существует дисперсия.
○ Пример 2.6. Метод наименьших квадратов. Предположим, что распределение εi нормальное. Поэтому распределение Хi имеет вид
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функция правдоподобия равна
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Где 
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Следовательно, функция правдоподобия при изменении θ имеет максимум тогда, когда 
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 достигает минимума.●

  Итак, метод наименьших квадратов определения оценки неизвестного среднего состоит в том, чтобы определить её из решения задачи математического программирования: найти такое значение θ, которое минимизировало бы
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  если на θ накладываются такие ограничения, что допустимые θ должны принадлежать замкнутому множеству Θ. Так как минимизируется сумма квадратов отклонений от среднего, то и метод называется методом наименьших квадратов. Если на параметр θ не накладываются ограничения типа 
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, то оценка для θ, полученная по этому методу, 
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37 
совпадает с оценкой максимального правдоподобия для неизвестного параметра σ² почти совпадает с минимумом Т и равна
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○ Пример 2.7. Метод наименьших абсолютных уклонений. Допустим, что εi распределены по закону Лапласа с нулевым средним, тогда Хi распределены по этому же закону, но со средним θ, т. е. 
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  Функция правдоподобия в этом случае равна
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где 
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  Максимум функции правдоподобия достигается, если Т достигает минимума, т. е. определять оценку нужно из решения следующей задачи: минимизировать величину
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  Если множество Θ – многогранник, то нахождение оценки сводится к решению задачи линейного программирования, которое может быть получено, например, симплекс – методом.

  Если ограничений на θ нет, т. е. Θ – вся прямая, то решением является выборочная медиана θ, равная для n=2k-1 
[image: image262.wmf];
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 для n=2k оценкой может быть любая величина 
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 (см. задачу 2.8).

  Заметим, как и ранее, что оценка максимального правдоподобия для неизвестного параметра σ равна
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и 2σ, как и выборочная дисперсия, служит мерой рассеяния случайной величины Х. ●

○ Пример 2.8. Метод минимакса (наименьшего максимума абсолютных отклонений). Рассмотрим равномерное распределение εi; в этом случае распределение Хi также равномерно:
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  Функция правдоподобия
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если все Хi удовлетворяют неравенствам θ-σ≤Хi≤θ+σ, и равна нулю в остальных случаях. Случай, когда параметр σ известен, малоинтересен, так как функция правдоподобия постоянная и нужно найти любую точку θ, где L(θ)≠0. Если неизвестны θ и σ, то можно менять в функции правдоподобия не только θ, но и σ, при этом L(θ, σ) будет равна либо 0, либо 
[image: image268.wmf].
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 Для максимизации L(θ, σ) нужно минимизировать σ во всех точках (θ, σ), где L(θ, σ)≠0. Задача сводится к решению следующей задачи математического программирования: минимизировать по θ max │Xi-θ│, т. е. найти такое значение θ, что
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  Если дополнительные ограничения на (θ, σ) не накладываются, т. е. (θ, σ) – вся полуплоскость (θ, σ>0), то решение известно (см. также задачу 2.9):
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  Приведённые оценки, как оценки максимального правдоподобия, обладают очень хорошими свойствами, но каждая для своего распределения случайной составляющей ε.

  Теперь рассмотрим случай, когда о распределении известны только такие общие свойства, которые не позволяют конкретизировать вид плотности распределения. Например, известно, что плотность распределения симметрична относительно некоторой точки, вероятности попадания в окрестности которой наибольшие, - это один класс распределений, или отклонения случайной величины от некоторого значения ограничены и вероятности попадания в окрестности границ не малы, а скорее велики, - таков другой U – образный класс распределения. Другими словами, рассмотрим вопрос, что произойдёт, если исследователь «перепутает» распределения примеров 2. и 2.7 или «перепутает» распределение примера 2.8 с U – образным распределением на том же интервале.

  Рассмотрим для простоты свойства лишь оценки параметра θ (для параметра σ эти свойства аналогичны). Выборочная медиана – состоятельная и асимптотически нормальная оценка для случая а), а оценка (2.4.1) асимптотически наилучшая и для равномерного и U – образного распределения.

  Итак, на практике бывает выгоднее в широком классе распределении искать такую оценку, которая хотя бы и не была наилучшей для каждого конкретного вида плотности (например, нормального распределения, распределения Лапласа или распределения Коши) , но была бы одинаковой для всех распределений (т. е. устойчивой для всего класса) и обладала бы 

39

достаточно хорошими свойствами. Подобные оценки часто называют устойчивыми или робастными.
  Приведём для распределений с непрерывно дифференцируемыми плотностями результат о выборочной медиане (обозначим её 
[image: image272.wmf]d

ˆ

1/2), который показывает её устойчивость (робастность):

  Теорема 2.3. Если f(d1/2)≠0, то выборочная медиана d1/2 асимптотически нормальна и предельное распределение имеет математическим ожиданием d1/2 и дисперсию, равную
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  Для класса распределений с плотностями, равными нулю вне некоторого отрезка, можно получить теорему, показывающую устойчивость (робастность) оценок вида (2.4.1) для середины этого неизвестного отрезка.

  Бывают другие трактовки устойчивости (см. задачу 2.10). Вместо параметра θ в примерах 2.6 – 2.8 может быть некоторая известная функция от t с неизвестными параметрами, например θ=а+bt, где t – известно, а параметры а и b неизвестны. Их следует оценить по наблюдениям результатов Хi и ti. 
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III Интервальные оценки параметров распределения.
  Ранее были рассмотрены методы получения точечных оценок неизвестных параметров по выборочным данным, было установлено, что говорить о полученной оценке (например, оценка 
[image: image274.wmf]a

ˆ

 среднего а равна 1,097) как об истинном параметре (среднее равно 1, 097) «довольно рискованно». Лучше вначале получить разброс этой оценки (в качестве меры разброса можно принять среднее квадратическое отклонение оценки среднего, например σа=0,23) и лишь после этого высказывать соображения об истинном среднем. При этом принято говорить не о точке (1,097) , а называть интервал для истинного среднего. Далее как раз рассматриваются методы построения интервальных оценок или доверительных интервалов для неизвестных параметров.

1. Доверительный интервал для математического ожидания.

  Ранее мы рассмотрели, что 
[image: image275.wmf]å
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является наилучшей несмещённой оценкой для математического ожидания МХ=θ нормального распределения
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по выборке объёма п. Пусть дисперсия ХiDXi=σ² известна, где σ² - некоторое конкретное число. Как далеко может находиться случайная величина 
[image: image277.wmf]X

 от неизвестного числа θ, оценкой которого она является? Чтобы ответить на этот вопрос, рассмотрим случайную величину θ – 
[image: image278.wmf]X

=∆, представляющую собой отклонение 
[image: image279.wmf]X

 от θ; │∆│ - расстояние от случайной величины 
[image: image280.wmf]X

 до неизвестной постоянной величины θ. Отклонение ∆, вообще говоря, может изменяться от -∞ до +∞, поэтому нас прежде всего интересует вероятность того, что отклонение 
[image: image281.wmf]X

 от θ не превысит предельной ошибки ε допустимого уровня:

Р(│∆│<ε)=P(-ε<
[image: image282.wmf]X

-θ<ε).

  Так как в этом неравенстве только величина 
[image: image283.wmf]X

 является случайной, то эта вероятность зависит только от распределения 
[image: image284.wmf]X

.

  Рассмотрим два события: А) –ε<θ-
[image: image285.wmf]X

<ε и В) 
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-ε<θ<
[image: image287.wmf]X

+ε. Очевидно, что если произошло событие А, то произошло и событие В, и наоборот, если произошло событие В, то произошло и событие А. Поэтому эти события эквивалентны, т. е.


[image: image288.wmf]).

(

)

(

)

(

)

(

e

q

e

e

q

e

q

+

<

<

-

=

+

<

<

-

=

=

X

X

P

X

P

B

P

A

P

      (3.1.1)
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  Таким образом, если 
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    Определим 
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 - функцию распределения случайной величины 
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 Известно, что линейная функция от нормальных случайных величин является нормальной. Поэтому 
[image: image294.wmf]X

- нормальная случайная величина, а нормальная случайная величина задаётся двумя параметрами: математическим ожиданием и дисперсией
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  Таким образом, плотность распределения 
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отсюда 
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поэтому
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  После замены переменных 
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где Ф(z) – функция распределения стандартной нормальной случайной величины (из определения функции распределения следует, что найдена вероятность полуоткрытого интервала, у которого один (левый) конец принадлежит ему, а другой – нет; но вероятностью попадания в точку можно пренебречь, поскольку она равна 0).

  Из (3.1.1) следует, что
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  Обозначив 
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 который накрывает с вероятностью, равной 
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вероятностью 
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 накроет это неизвестное значение θ. Сам интервал можно определить зная 
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. Например, если сделано п=400 наблюдений и получено 
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=27,6 то интервал (27,5; 27,7) накроет неизвестное число θ с вероятностью (интервал получен при ε=0,1, σ²=2,87)
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   Теперь можно дать строгое определение доверительного интервала.
  Определение 3.1.  Интервал 
[image: image311.wmf]))

(

ˆ

),

(

ˆ

(

)

(

2

1

X

X

X

I

q

q

=

 называется доверительным интервалом надёжности 1-α для неизвестного параметра θ, если вероятность тех Х, для которых выполнено неравенство 
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  Может оказаться, что вероятность ошибки (в рассмотренном выше примере вероятность того, что интервал не накроет неизвестный параметр, равна 0,24) слишком велика. Выясним, нельзя ли эту вероятность уменьшить. Для этого рассмотрим выражения 
[image: image313.wmf]).

(

2

1

n

Ф

s

e

-

-

 Увеличивая ε можно увеличить надёжность, т. е. вероятность того, что интервал 
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 накроет неизвестный параметр θ. Но это исследователя также может не устроить, так как увеличивается допуск на θ. Но надёжность можно также повысить увеличивая число наблюдений. Допустим, что имеется возможность наблюдать столько раз, сколько нам необходимо. Тогда возникает следующая задача.

○ Задача. При заданных точности ε и надёжности 1-α доверительного интервала определить наименьшее число наблюдений п0, которое обеспечивает указанную надёжность, т. е. при п≥п0
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  то получаем соотношение
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  Это неравенство выполняется, если 
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В частности, при уровне доверия 1-α=0,95, q=2,5% и 
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т. е. п0=1104.●

  Запишем теперь явный вид доверительного интервала для оценки среднего значения в нормальном случае, когда дисперсия наблюдений известна и равна σ², через квантили:
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через q% - ные точки (q=α/2×100%):
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и через двусторонние (критические) границы
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  Учитывая, что 
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 можно записать (1-α)100% - ный доверительный интервал следующим образом (q=α/2×100%):
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  Возникает вопрос: если наблюдаются случайные величины, не имеющие нормального распределения, то как построить такой интервал 
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 для любого допустимо значения θ, т. е. 
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  Далее обосновывается метод приближённого построения доверительных интервалов в тех случаях, когда число наблюдений достаточно велико, а распределение генеральной совокупности отличается от нормального.
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2. Общий подход к доверительному оцениванию.
 Известно, что при достаточно большом объёме выборок п (п→∞) оценки максимального правдоподобия и оценки метода моментов асимптотически нормальны, т. е. имеют примерно нормальное распределение. Поэтому можно воспользоваться результатами, полученными ранее.

  Пусть
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 - какая – либо оценка (будем рассматривать только регулярный случай, если оценка 
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 является оценкой максимального правдоподобия). Известно, что при п→∞ 
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 и дисперсия ведёт себя как 1/п, умноженное на функцию от θ. Обозначив эту функцию через σ²(θ), при достаточно большом п имеем
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что отличается от равенств для оценки среднего в предыдущем пункте лишь тем, что 
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 может зависеть от неизвестного параметра. Если σ²(θ) не зависит от θ, то задача сводится к только что решённой. Если же σ²(θ) зависит от θ, то поставим вопрос так: нельзя ли преобразовать оценку 
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 дисперсия уже не зависела от неизвестного параметра? Тогда можно воспользоваться результатом предыдущего пункта, построить доверительный интервал для g и затем с помощью обратного преобразования 
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  Приведём несколько примеров, в которых параметры a, b, c неотрицательны.
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2. Если 
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3. Если 
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4. Если
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функции th и arcth – нечётные, т. е. th(-y)=-x и arcth(-x)=-y.
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  Из этих примеров следует, что если каждому значению y=g(x) в области всех y ставится в соответствие лишь одно значение х, а в области значений х каждому значению х – лишь одно значение у, то обратная функция 
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  Определим теперь преобразование g(θ), т. е. функцию g(θ). Если 
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 - оценка метода моментов, то из теоремы о свойствах оценок метода моментов следует, что 
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  Аналогичные выражения можно получить и для оценок максимального правдоподобия в регулярном случае.
  Таким образом, функция 
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  Но для сведения рассматриваемого случая к результатам предыдущего пункта необходимо, чтобы величина 
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 не зависела от θ, т. е. чтобы выражение 
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  Воспользовавшись результатами предыдущего пункта и учитывая, что 
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 можно приближённый доверительный интервал для g(θ) выразить через 
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  Этот интервал с вероятностью, равной примерно 1-α, накроет неизвестное значение g(θ). Результат тем точнее, чем больше величина п.
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3. Примеры построения доверительных интервалов на основе общего подхода.

  1. Оценка параметра пуассоновского распределения.
  Пусть Х1, Х2, …, Хп – независимые наблюдения, каждое из которых распределено по закону Пуассона, т. е. При θ>0
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где θ – неизвестный параметр (интенсивность текучести).

  Оценим θ с помощью доверительного интервала. Наилучшей оценкой для θ являются 
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  Теперь можно построить доверительный интервал для 
[image: image373.wmf]q
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для любого значения θ. Поэтому если п таково, что 
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(здесь были использованы результаты примера 3. для обратных функций их пункта 2).

  «Качество» приближения приведённых интервалов демонстрируется для некоторых данных в таблице (стр. 48), в которой для разной надёжности и объёмов выборки приведены точные и приближённые границы.

  Из таблицы следует, что с ростом надёжности качество приближения «ухудшается», но даже в самом «плохом» случае отличие от точных границ не более 
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, что вполне достаточно для экономических приложений.

  2. Оценка неизвестной вероятности.

  Пусть µ - число успехов в п независимых испытаниях; тогда оценка максимального правдоподобия неизвестной вероятности р=θ равна 
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 Оценка несмещённая и эффективная, 
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	Надёжность 
	1 – α=0,95    
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	1 – α=0,99      
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	Объём

выборки
	п=10
	п=40
	п=10
	п=40

	Границы 

доверитель-
ного

интервала
	Точные 
	Приближённые
	Точные 
	Приближённые
	Точные 
	Приближённые
	Точные 
	Приближённые

	Начало

интервала
	0,480
	0,476
	0,714
	0,714
	0,372
	0,350
	0,638
	0,633

	Конец

интервала
	1,839
	1,716
	1,362
	1,334
	2,140
	1,982
	1,484
	1,450
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  Используя результат предыдущего параграфа, получаем приближённый доверительный интервал (при 
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  «Качество» приближения иллюстрирует таблица (стр. 50).

  3. Оценка коэффициента корреляции.

  Пусть (X1, Y1), (X2, Y2), …, (Xn, Yn) – независимые наблюдения над двумерной случайной величиной. Оценим коэффициент корреляции ρ. Оценкой метода моментов для коэффициента корреляции является выборочный коэффициент корреляции
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где, как и в пункте первом второй части,
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  Из теоремы (2.1) о свойствах оценок метода моментов получаем 
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поэтому σ(ρ)=1-ρ²
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  Получено z – преобразование Фишера для коэффициента корреляции. Это преобразование хорошо исследовано, поэтому для него известны следующие более точные соотношения:
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  Построим теперь (1-α) доверительный интервал для 
[image: image391.wmf]r
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 (заменим п на п-3, но по – прежнему будем пренебрегать величиной ρ/(2(п-1)) в выражении для математического ожидания). Имеем
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  Функция th, обратная функции arcth, однозначна и монотонно возрастает, поэтому получаем
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  Найденный приближённый доверительный интервал настолько мало отличается от истинного, что может применяться для выборок объёма п≥10.
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	Надёжность
	1 – α=0,95    
[image: image394.wmf])
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	1 – α=0,99      
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	Объём выборки
	п=20
	п=80
	п=20
	п=80


	Границы

доверитель-

ного

интервала
	Точные
	Приближённые
	Точные
	Приближённые
	Точные
	Приближённые
	Точные 
	Приближённые 

	Начало 

интервала
	0,087
	0,091
	0,160
	0,162
	0,058
	0,054
	0,137
	0,135

	Конец

интервала
	0,491
	0,456
	0,359
	0,349
	0,560
	0,526
	0,394
	0,383
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4. Свойства доверительных интервалов.
  Ранее был получен доверительный интервал для неизвестного среднего нормального распределения
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который имел надёжность 1-α. Однако определению (1-α) – доверительного интервала удовлетворяют и другие интервалы J(X), концы которых определяются квантилями р и q (р и q такие, что q-р=1-α, q≠1-α/2):
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  Возникает вопрос, нельзя ли использовать создавшуюся дополнительную свободу для выбора лучшего доверительного интервала. Для анализа этой задачи следует убедиться, что вероятность события 
[image: image398.wmf])},
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  т. е. вероятность того, что интервал надёжности 1-α, построенный для θ, накроет значение θ1, равна (вообще говоря, θ1≠θ)
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где ∆θ=θ1-θ.

  Теперь можно рассмотреть значения вероятностей накрыть θ1 двумя разными (1-α) – доверительными интервалами I(X) и J(X), полученными для θ.

  В задаче приводят конкретные значения, из которых может следовать, что вероятность накрыть интервалом J значение θ1 больше, чем интервалом I, при θ1>θ. Оказывается, что это справедливо всегда, т. е. для любых конкретных значений θ1>θ, а не только для указанных в определённой задаче. Это означает, что для всех θ<θ1 (1-α) – доверительный интервал I лучше J, поскольку для первого вероятность накрыть значение θ1, для которого он (I) не предназначен, как, впрочем, и J, меньше, чем для второго.

  Определение 3.2. Если для оценки параметра θ построено два различных (1-α) – доверительных интервала I и J, то интервал I меньше интервала J тогда и только тогда, когда при каждом θ вероятность накрыть любое  θ1≠θ интервалом I меньше или равна вероятности накрыть θ1 интервалом J.

  Если бы было точно известно, что все другие θ1 не могут быть меньше θ, то построенный в задаче (1-α) – доверительный интервал I был бы всегда меньше J. Например, это так, если рассматривать урожайность «диких» сортов пшениц θ и урожайность культурных сортов θ1; для последних почва соответствующим образом готовится, все прочие условия одинаковы.

  Если же первоначально ясно, что θ1 может быть как больше, так и меньше θ, то наименьшего интервала получить нельзя.

  Определение 3.3. Доверительный интервал I надёжности (1-α) для θ называется несмещённым, если вероятность накрыть им любое θ1≠θ меньше 
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или равна 1-α.

  Известно, что доверительные интервалы, основанные на эффективных оценках, обладают несмещённостью, а иногда и свойством быть самыми меньшими. Таким образом, доверительные интервалы, построенные при п→∞ с помощью несмещённых эффективных оценок, наилучшие в указанном в этом пункте смысле.   

52

5. Интервальная оценка дисперсии по малой выборке.

  Ранее были рассмотрены методы оценки параметров, основанные на предположении, что п→∞, т. е. что выборки большие. Но иногда приходится оценивать параметры на основе выборки сравнительно малого объёма. Эта ограниченность экспериментальной информации ставит исследователя перед необходимостью компенсировать недостаток данных некоторыми предположениями. Чаще всего это гипотеза о нормальности распределения наблюдаемых данных, которая и принята ниже.

  Нормальное распределение – это распределение с двумя параметрами: математическим ожиданием а и дисперсией σ². Доверительные интервалы для этих двух параметров наиболее хорошо исследованы.

  1. Доверительный интервал для дисперсии при известном математическом ожидании.
  Наилучшая оценка для дисперсии при известном среднем уже была получена:
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  Величина σ² обладает очень важным свойством – она не меняется при изменении начала отсчёта, поскольку
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  При изменении начала отсчёта изменяются на одну и ту же величину b все значения случайной величины 
[image: image402.wmf]b
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 и её математическое ожидание 
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  Однако величина 
[image: image404.wmf]2
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 зависит от единицы измерения. Например, при переходе от метров к сантиметрам необходимо менять и 
[image: image405.wmf]2
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. Чтобы избежать этой зависимости, 
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 необходимо нормировать, т. е. разделить на масштабный множитель. Разделим 
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 на σ², в результате получаем соотношение
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в правой части которого – среднее арифметическое независимых нормальных величин со средним, равным нулю, и дисперсией, равной единице.

  Сумма квадратов независимых нормальных случайных величин распределена по закону
[image: image409.wmf]2
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 с п степенями свободы. Используя квантили 
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 уровней p<1/2 и q>1/2, p-q=1-α, получаем систему доверительных интервалов надёжности 1-α следующим образом. Так как
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[image: image413.wmf]a
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и, наконец, имеем


[image: image414.wmf].
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  На основе выборки можно получить 
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, а границы 
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 - из таблиц распределения 
[image: image418.wmf]2
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 (стр. 55), при этом величины p и q для малых п выбирают специальным образом, хотя иногда и рекомендуют для простоты выбирать р=α/2 и q=1-α/2. Таким образом, получаем следующий доверительный интервал:
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  2. Доверительный интервал для дисперсии при неизвестном математическом ожидании.

  Наилучшей оценкой дисперсии нормального распределения, как и в предыдущем случае, является 

[image: image420.wmf]å

=

-

-

=

n

i

i

X

X

n

1

2

2

.

)

(

1

1

ˆ

s



 EMBED Equation.3 [image: image421.wmf]
  Аналогично имеем, что
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не зависит от начала отсчёта и от единиц измерения; известно также, что 
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  имеет распределение 
[image: image424.wmf]2

c

 с п-1 степенями свободы.

    Точный доверительный для дисперсии при неизвестном среднем надёжности 1-α
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где, как и ранее, 
[image: image426.wmf])
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 - р – квантиль распределения 
[image: image427.wmf]2

c

 с п-1 степенями свободы и q-p=1-α. Границы несмещённых доверительных интервалов 
[image: image428.wmf])
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 для разного числа степеней свободы приведены в таблице. 
  Таким образом, доверительные интервалы в рассмотренных случаях отличаются только числом степеней свободы: во втором случае число степеней свободы на 1 меньше, чем в первом.
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	v
	P

	
	0,99
	0,95
	0,90
	0,50
	0,25
	0,10
	0,05
	0,025
	0,01
	0,005
	0,001

	1
	0,0002
	0,004
	0,02
	0,46
	1,32
	2,71
	3,84
	5,02
	6,63
	7,88
	10,8

	2
	0,02
	0,10
	0,21
	1,39
	2,77
	4,61
	5,99
	7,38
	9,21
	10,6
	13,8

	3
	0,12
	0,35
	0,58
	2,37
	4,11
	6,25
	7,81
	9,35
	11,3
	12,8
	16,3

	4
	0,30
	0,71
	1,06
	3,36
	5,39
	7,78
	9,49
	11,1
	13,3
	14,9
	18,5

	5
	0,55
	1,15
	1,61
	4,35
	6,63
	9,24
	11,1
	12,8
	15,1
	16,7
	20,5

	6
	0,87
	1,64
	2,20
	5,35
	7,84
	10,6
	12,6
	14,4
	16,8
	18,5
	22,5

	7
	1,24
	2,17
	2,83
	6,35
	9,04
	12,0
	14,1
	16,0
	18,5
	20,3
	24,3

	8
	1,65
	2,73
	3,49
	7,34
	10,2
	13,4
	15,5
	17,5
	20,1
	22,0
	26,1

	9
	2,09
	3,33
	4,17
	8,34
	11,4
	14,7
	16,9
	19,0
	21,7
	23,6
	27,9

	10
	2,56
	3,94
	4,87
	9,34
	12,5
	16,0
	18,3
	20,5
	23,2
	25,2
	29,6

	11
	3,05
	4,57
	5,58
	10,3
	13,7
	17,3
	19,7
	21,9
	24,7
	26,8
	31,3

	12
	3,57
	5,23
	6,30
	11,3
	14,8
	18,5
	21,0
	23,3
	26,2
	28,3
	32,9

	13
	4,11
	5,89
	7,04
	12,3
	16,0
	19,8
	22,4
	24,7
	27,7
	29,8
	34,5

	14
	4,66
	6,57
	7,79
	13,3
	17,1
	21,1
	23,7
	26,1
	29,1
	31,3
	36,1

	15
	5,23
	7,26
	8,55
	14,3
	18,2
	22,3
	25,0
	27,5
	30,6
	32,8
	37,7

	16
	5,81
	7,96
	9,31
	15,3
	19,4
	23,5
	26,3
	28,8
	32,0
	34,3
	39,3

	17
	6,41
	8,67
	10,1
	16,3
	20,5
	24,8
	27,6
	30,2
	33,4
	35,7
	40,8

	18
	7,01
	9,39
	10,9
	17,3
	21,6
	26,0
	28,9
	31,5
	34,8
	37,2
	42,3

	19
	7,63
	10,1
	11,7
	18,3
	22,7
	27,2
	30,1
	32,9
	36,2
	38,6
	43,8

	20
	8,26
	10,9
	12,4
	19,3
	23,8
	28,4
	31,4
	34,2
	37,6
	40,0
	45,3

	21
	8,90
	11,6
	13,2
	20,3
	24,9
	29,6
	32,7
	35,5
	38,9
	41,4
	46,8

	22
	9,54
	12,3
	14,0
	21,3
	26,0
	30,8
	33,9
	36,8
	40,3
	42,8
	48,3

	23
	10,2
	13,1
	14,8
	22,3
	27,1
	32,0
	35,2
	38,1
	41,6
	44,2
	49,7

	24
	10,9
	13,8
	15,7
	23,3
	28,2
	33,2
	36,4
	39,4
	43,0
	45,6
	51,2

	25
	11,5
	14,6
	16,5
	24,3
	29,3
	34,4
	37,7
	40,6
	44,3
	46,9
	52,6

	26
	12,2
	15,4
	17,3
	25,3
	30,4
	35,6
	38,9
	41,9
	45,6
	48,3
	54,1

	27
	12,9
	16,2
	18,1
	26,3
	31,5
	36,7
	40,1
	43,2
	47,0
	49,6
	55,5

	28
	13,6
	16,9
	18,9
	27,3
	32,6
	37,9
	41,3
	44,5
	48,3
	51,0
	56,9

	29
	14,3
	17,7
	19,8
	28,3
	33,7
	39,1
	42,6
	45,7
	49,6
	52,3
	58,3

	30
	15,0
	18,5
	20,6
	29,3
	34,8
	40,3
	43,8
	47,0
	50,9
	53,7
	59,7
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7. Интервальная оценка математического ожидания по малой выборке.
  Доверительный интервал для оценки среднего нормального распределения в случае известной дисперсии был уже найден ранее. Рассмотрим доверительный интервал для среднего при неизвестной дисперсии.
  Известно, что наилучшей оценкой для среднего является среднее арифметическое 
[image: image430.wmf]X

, а наилучшей оценкой для дисперсии служит исправленная выборочная дисперсия 
[image: image431.wmf]å
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 поэтому построим доверительный интервал на основе этих двух оценок. Рассмотрим разность 
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. Эта статистика не зависит от начала отсчёта. Чтобы обеспечить независимость её от масштаба, следовало бы, как и ранее, разделить её на σ. Так как σ неизвестно, то заменим его оценкой
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которая будет известна после получения выборки. Отношение 
[image: image434.wmf]s
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 отличается от случайной величины, имеющей распределение Стьюдента, лишь тем, что 
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 не распределена нормально с параметрами 0 и 1. Но так как 
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 уже нормальная случайная величина N(0, 1), а статистика 
[image: image437.wmf]å

=

-

n

i

i

X

X

1

2

2

)

(

1

s

 независима от 
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и её распределение 
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 с п-1 степенями свободы, то случайная величина
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где 
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 не зависит от начала отсчёта и единицы измерения и имеет распределение Стьюдента с п-1 степенями свободы.

  Введём критические границы распределения Стьюдента с п-1 степенями свободы 
[image: image442.wmf]),
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 обеспечивающие достоверность 1-α:
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  Теперь можно записать доверительный интервал для неизвестного параметра а – среднего нормального распределения, когда неизвестна дисперсия σ²:
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  Этот интервал улучшить нельзя, но можно записать в другом, более близкому к стандартному, виде:


[image: image445.wmf].
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  Таким образом, если дисперсия известна, то используют критическую границу нормального распределения, а если дисперсия известна – распределение Стьюдента с п-1 степенями свободы. При малых выборках эти границы отличаются значительно, но при больших выборках этой границей уже можно пренебречь.

  При малых выборках для сохранения уровня достоверности существенно расширяются доверительные интервалы оцениваемые по выборке параметров. Это свидетельствует о том, что имеющейся информации недостаточно для получения качественных выводов о числовых характеристиках явления или процесса. В случае малых выборок особенно сказывается недостаточность статистической информации – её пытаются компенсировать введением дополнительных гипотез относительно распределений.

  Для получения границ доверительных интервалов требуется большая аналитическая работа. Во – первых, следует найти статистики, которые бы не зависели от неизвестных и оцениваемых параметров. Вол – вторых, надо получить распределения этих статистик и, наконец, табулировать полученные распределения. 

  Для малых выборок особенно необходимо «выжать» из полученной в результате обследования информации всё, что в ней заключено. В этом случае играют большую роль все свойства  оценок и доверительных интервалов, характеризующие их качество.
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IV Проверка гипотез.
  На практике часто приходится на основе результатов обследований, испытаний и т. д. проверять различные предположения о характеристиках конкретного массового явления. приведём некоторые примеры.

○ Пример 4.1. Заболеваемость животных, измеряемая долей заболевших, в обычных условиях имеет некоторый уровень р0. Предполагается, что в результате вакцинации заболеваемость должна уменьшаться до уровня р1<р0. На основе обследования заболеваемости животных нужно определить, действительно ли это так.●

○ Пример 4.2. При замене одного сорта пшеницы а0 другим с урожайностью а1 требуется проверить предположение, что второй сорт имеет большую урожайность при районировании его в данной области.●

○ Пример 4.3. При обследовании заработков работников бригад в некоторых колхозах двух разных районов может быть обнаружен разброс. Требуется проверить предположение о том, что разброс в первом районе меньше, чем во втором.

  Замечание. Если разброс очень мал, то это может свидетельствовать об «уравниловке». Такое предположение иногда требуется проверять.●

  Приведённые примеры показывают, что предположения – гипотезы могут быть самыми разными. Во всех этих примерах предположения могут быть проверены на основе статистических данных. Проверку гипотез на основе выборочных статистических данных называют статистической проверкой гипотез.
  Одну из гипотез выделяют в качестве основной и обозначают, как правило, Н (или Н0), а другую – в качестве альтернативной (конкурирующей) и обозначают К (или Н1).

  Очевидно, что на основе статистических данных очень трудно, а иногда и невозможно, делать безошибочные выводы. 

  Ошибки при проверке гипотез могут быть двух родов. Ошибка первого рода состоит в том, что отвергается основная гипотеза, когда на самом деле она верна. Ошибка второго рода состоит в том, что отвергается конкурирующая гипотеза, когда она верна. Последствия ошибок могут быть различными. 
   Статистические проверки гипотез выполняются во многих случаях неоднократно, поэтому нужно знать, как часто делаются те или другие ошибки, а частота ошибок непосредственно связана с вероятностью. Но даже при однократной проверке гипотезы на основе статистических данных важно найти такой способ, чтобы вероятности ошибок были не только малыми, но и наименьшими из всех возможных. 

1. Описание гипотез.
  В примерах 4.1 – 4.3 были уже приведены гипотезы, вернее – их 
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описательная словесная форма. Но для математической статистики эту форму нужно преобразовать в математическую. 

  Вернёмся к примеру 4.1. Рассмотрим несколько групп животных и в некоторые моменты времени долю больных животных в каждой из наблюдаемых групп. Если доля заболевших животных в разных группах и в разные моменты времени колеблется около некоторого уровня, то этот уровень р и называют заболеваемостью. С позиций теории вероятностей заболеваемость – это вероятность р обнаружить больное животное при случайном выборе одного из любой группы в любой момент времени. Если же для обследования случайным образом выбирается одно животное (затем его опять отправляют в стадо), то результатом обследования является одно независимое испытание в схеме Бернулли с вероятностью успеха р (в данном случае «успех» заключается в обнаружении больного животного, причём р=0,1=р0 в обычных условиях и р=0,05=р1 – при вакцинации, р1=0,05<0,1=р0). Через некоторое время обследование повторяется. 

  Таким образом, когда в примере 4.1 говорится о заболеваемости в обычных условиях или о гипотезе, что вакцинации нет, то подразумевают следующее: каждое из наблюдаемых (обследуемых) животных – это результат независимого испытания в схеме испытания Бернулли с вероятностью успеха р0=0,1. Если же применяется вакцинация, то подразумевается другая схема Бернулли с меньшей вероятностью успеха р1<0,05 (р1=0,05<0,1=р0). Итак, следует различать две гипотезы – две точки р0=0,1 и р1=0,05 на отрезке [0; 1].

  В примере 4.2 урожайность зависит от многих факторов (погоды, качества земли, обработки почвы, количества и соотношения различных видов удобрений и т. д.), поэтому можно допустить, что урожайность – нормальная случайная величина со средним уровнем h и некоторым разбросом, с определённой дисперсией. Вы этом случае урожайность старого сорта – нормальная случайная величина с параметром h=20 ц/га =а и дисперсией 
[image: image446.wmf]2

s

, а урожайность нового сорта – нормальная случайная величина с параметром h=b и той же дисперсией. 

  Таким образом, получили две гипотезы: основная H состоит в том, что имеется два нормальных распределения (с одинаковыми дисперсиями) со средними значениями b=a=20 ц/га (т. е. средние старого и нового сортов совпадают) и конкурирующая K:b>а=20 ц/га (новый сорт лучше старого).

  Если урожайность b неизвестна, то на полуоси урожайности (так как урожайность неотрицательна) для основной гипотезы задана точка а=20 ц/га, а для конкурирующей – полупрямая b>a.
  В примере 4.3 аналогично примеру 4.2 можно перейти в пространство параметров распределений заработков, поскольку есть теоретические доводы считать логарифм заработка нормальной случайной величиной. Но в примере 4.3 неизвестны ни средние, ни дисперсия, хотя предположение касается только дисперсии. Если обозначить дисперсию для первого района 
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точек (θ1, θ2) на плоскости, где θ1>0, θ2>0, т. е. I квадрант.
  Гипотеза Н (или Н0) состоит теперь из точек I квадранта таких, что 
[image: image449.wmf]2
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). В пространстве параметров гипотеза Н: 
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 изобразится в виде прямой – биссектрисы I квадранта. Гипотеза К (или Н1) изображается в виде всех точек I квадранта, которые не лежат на биссектрисе.

  В примере 4.1 гипотезы простые, поскольку там возможны только два случая: р=0,1=р0 – вакцинации нет; р=0,05=р1 – вакцинация делалась. В примере 4.2 гипотезы не такие, как в примере 4.1, так как в нём следует проверить: гипотезу Н – урожайность равна 20 ц/га=а; гипотезу К – разность положительная. Хотя гипотеза Н в примерах 4.2 и 4.1 одинакова, следует проверить, равен ли параметр конкретному числу, т. е. распределение случайной величины известно полностью (в примере 4.1 0,1=р0, а в примере 4.2 – 20 ц/га=а), но гипотеза К в примере 4.2 другая – разность b-a может быть любым положительным числом, следовательно, гипотезе К соответствует какое – либо распределение из множества распределений.

  В примере 4.3 положение ещё сложнее: если разброс измеряется дисперсией, то при имеющихся дисперсиях 
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 гипотеза Н сводится к тому, что 
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 а гипотеза К – к неравенству 
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 Но 
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 может быть и больше, и меньше 
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  Все рассмотренные случаи приводят к следующий классификации гипотез. Гипотеза – простая, если ей соответствует распределение или одна точка пространства параметров, и сложная, если она сводится к выбору какого – либо распределения из целого множества или точке из интервала (конечного или бесконечного).

  С этих позиций можно рассмотреть примеры 4.1 – 4.3. В примере 4.1 должна проверяться простая гипотеза Н: р=р0 относительно простой альтернативы К: р=р1. В примере 4.2 простая гипотеза Н: b=a должна проверяться относительно сложной альтернативы К: b-a>0, но такой, что все альтернативные гипотезы (точки на прямой урожайности) лежат по одну сторону от основной, т. е. конкурирующая гипотеза односторонняя.

  Если в примере 4.3 проверять гипотезу о равенстве разбросов Н: 
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 (читается: «Н состоит в том, что 
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») против гипотезы К: 
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 и делать это на основе, например, отношения дисперсий, то гипотеза Н сводится к простой, а гипотеза К – к сложной, притом такой, что точки 
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 лежат по обе стороны от одной точки 
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=1,  соответствующей гипотезе Н. Так как при Н: 
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≠1, то говорят о конкурирующей гипотезе, как о двусторонней альтернативе.
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2. Критерии проверки гипотез и их свойства.
  При проверке гипотез базируются на выборочных данных. Выборка объёма п – это последовательность, состоящая из п результатов независимых наблюдений, поэтому её можно изобразить как точку в п – мерном пространстве, которое называют выборочным. Каждой конкретной выборке соответствует одна точка.

  Если наблюдается несколько выборок, т. е. реализация п – мерной нормальной случайной величины, компоненты которой имеют среднее а и дисперсию σ² (см. пример 4.2), то точки (соответствующие выборкам) в п – мерном пространстве будут концентрироваться около точки с координатами (а, а, …, а). Для п=2 на рисунке (стр. 62) изображены множества выборочных точек из нормальных совокупностей с двумя разными средними и одинаковыми дисперсиями. Число точек – это число выборок. «Облако» точек около начала координат (0; 0) соответствует выборкам из нормального распределения N(b; σ²), а «облако» около точки (b; b) – выборкам из N(b; σ²).

  По расположению точек можно узнать, какая из гипотез верна. Это значит, что п – мерное выборочное пространство можно разделить на две области так, что попадание полученной выборки в одну из частей ведёт к принятию одной гипотезы, а в другую – другой. Таким образом, основной гипотезе будет соответствовать одна область, а конкурирующей – другая.

  Допустим, что области определены. Тогда если выборочная точка принадлежит области, соответствующей конкурирующей гипотезе, то основная гипотеза отвергается (и наоборот).

  Определение 4.1. Область S, при попадании в которую выборочной точки отвергается основная гипотеза, называется критической.
  В статистике, говоря о критерии проверки основной гипотезы, подразумевают критическое множество. Пусть критическая область S задана, тогда можно найти вероятность множества тех выборочных точек, которые попали в S, когда верна основная гипотеза, т. е. РН(S). Вероятность отвергнуть верную основную гипотезу назовём вероятностью ошибки первого рода или уровнем значимости критерия и задаётся равенством РН(S)=α, при этом часто область S задаётся в форме неравенства φ(Х)≤с, где Х – точки выборочного пространства, а φ – какая – либо функция; более подробно: S={X: φ(X)≤c} (S – множество точек Х, удовлетворяющих условию φ(Х)≤с).

  Рассмотрим характеристики критериев, начиная с критериев для простых гипотез.

  Вероятность ошибки первого рода или уровень значимости критерия должны быть достаточно малыми, поскольку при этом высока надёжность критерия, т. е. вероятность принять основную гипотезу, когда она верна. В самом деле, пусть верна основная гипотеза Н и S – критическое множество, тогда вероятность дополнительного к нему множества 
[image: image466.wmf]S

, при попадании в 
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которое выборочной точки отвергается конкурирующая гипотеза и, следовательно, принимается основная, т. е. надёжность критерия, равна
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  Зафиксируем уровень значимости и будем далее рассматривать только критические множества S с этим фиксированным уровнем.

  Вероятность ошибки второго ряда β – это 
[image: image468.wmf])
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 - вероятность отвергнуть любую конкурирующую гипотезу. Желательным свойством хорошего критерия может быть минимальность вероятности ошибки второго рода 
[image: image469.wmf])
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 при фиксированной ошибке первого рода. Но так как 
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 то вероятность отвергнуть основную гипотезу, если верна конкурирующая, т. е. сделать правильный вывод, будет максимальной. Вероятность попасть точке – выборке в критическое множество, когда верна конкурирующая гипотеза, называется мощностью критерия.

  Если случайные величины непрерывны, то всегда можно за счёт изменения критической области увеличить мощность, оставив уровень значимости тем же.

  Определение 4.2. Критерий 
[image: image471.wmf]S
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 называется наиболее мощным, если
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при любых S.

  Если конкурирующая гипотеза сложная, то мощность критерия S зависит от того, какое значение принимает параметр, например, в области, определяющей К. В этом случае лучше отождествлять гипотезу К с областью значений параметров и записывать мощность в виде 
[image: image473.wmf]);
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т. е. мощность критерия, обозначенная γ(θ), является функцией от конкретной конкурирующей гипотезы θ.

  Хороший критерий проверки гипотез должен обладать ещё одним свойством: вероятность отвергнуть правильную основную гипотезу α должна быть меньше или равна вероятности принять правильную конкурирующую. Другими словами, если критерий S предназначен на проверку одной (основной) гипотезы, то он должен давать правильный ответ с большей вероятностью (чаще) при справедливости этой гипотезы, чем при справедливости других (т. е. правильности любых конкурирующих).

  Определение 4.3. Критерий  
[image: image475.wmf]S
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 проверки основной гипотезы не смещён, если 
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 при любых S с уровнем значимости α.
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  Критерий, обладающий свойством несмещённости и наибольшей мощности, называют наиболее мощным несмещённым критерием или наилучшим. Если конкурирующая гипотеза сложная, а критерий S оказался одним и тем же для проверки всех конкретных конкурирующих гипотез 
[image: image477.wmf],
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 то критерий равномерно наиболее мощный. 

  Наиболее мощные критерии всегда не смещены, поэтому если найден наиболее мощный критерий, то проверка несмещённости не нужна. Но, к сожалению, например, для двусторонних альтернатив наиболее мощных критериев не существует. Поэтому в этом случае находят наиболее мощные критерии среди несмещённых, т. е. несмещённые равномерно наиболее мощные распределённые критерии, которые также иногда называют наилучшими.
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3. Методы построения критериев.
  Рассмотрим вначале простейший случай, когда простая основная гипотеза Н  состоит в том, что теоретическое распределение имеет плотность 
[image: image478.wmf])
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, а простой конкурирующей гипотезе К соответствует плотность 
[image: image479.wmf]).
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  Задача состоит в том, чтобы определить критическую область S, при попадании в которую выборочной точки Х=(Х1, Х2, …, Хп) основная гипотеза Н отвергается.

  Обозначим через 
[image: image480.wmf],
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 плотность распределения выборочной точки Х, когда верны следующие гипотезы: основная Н, i=0, и конкурирующая К, i=1. Будем называть множество S критические множеством критерия отношения правдоподобия, если 
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 Критерий будет иметь уровень значимости α (вероятность ошибки первого рода) при

[image: image483.wmf]ò

=

=

S

S

P

dx

x

P

.

)

(

)

(

0

0

a



 EMBED Equation.3 [image: image484.wmf]
  Имеет место следующая теорема о свойствах критерия отношения правдоподобия.

  Теорема 4.1. Если критерий S проверки основной гипотезы Н (плотность 
[image: image485.wmf]))
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 относительно конкурирующей гипотезы К (плотность 
[image: image486.wmf]))
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 совпадает с критерием отношения правдоподобия, то этот критерий наилучший.
  Замечание 1. Теорема верна не только для непрерывных случайных величин, но и для дискретных, однако в последнем случае не всегда может быть получен желаемый уровень значимости критерия отношения правдоподобия из – за знака неравенства 
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  поскольку не при всех уровнях значимости можно найти такую сумму 
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 чтобы она была равна вероятности ошибки первого рода (см. пример 4.5).
  Замечание 2. Из теоремы не следует, что критерий отношения правдоподобия существует, но теорема существования здесь не приводится, хотя она и верна. Критерий S, совпадающий с критерием отношения правдоподобия, может быть наилучшим лишь тогда, когда ошибка второго рода β минимальна, т. е. мощность критерия γ максимальна.

  Замечание 3. Аналогичные теоремы о свойствах критерия отношения правдоподобия существуют и для сложных гипотез, когда 
[image: image489.wmf]Н
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 - основная гипотеза, а 
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 - конкурирующая. При этом часто как Н, так и К могут состоять и из одной и из многих точек (например, 
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 максимального правдоподобия для θ, то с её помощью строят критерии типа 
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 которые являются наилучшими для проверки сложных гипотез.

○ Пример 4.4. Пусть в результате наблюдений можно получить одну выборку 
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 распределены нормально с известной дисперсией 
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. Гипотеза Н состоит в том, что теоретическое среднее равно 
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 а гипотеза К – в том, что среднее равно 
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  Так как
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то плотности распределения 
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а отношение правдоподобия имеет вид
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  После приведения разности 
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0

2

1

)

(

)

(

a

x

a

x

i

i

-

-

-

 к виду - 
[image: image506.wmf]2

0

1

0

1

)

(

)

(

2

a

a

a

a

x

i

-

+

-

 и логарифмирования неравенства 
[image: image507.wmf]c

x

P

x

P

³

)

(

/

)

(

0

1

 получаем


[image: image508.wmf][

]

.

ln

)

(

)

(

2

2

1

1

2

0

1

0

1

2

c

a

a

a

a

x

n

i

i

³

-

+

-

-

-

å

=

s


  Умножая последнее неравенство на -2σ², изменяя при этом его знак и вычитая 
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  Разделив теперь правую и левую части на 
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 (знаки неравенства снова меняются), обнаруживаем, что критерий отношения правдоподобия основан на выборочном среднем
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  В правой части неравенства неизвестно с, поэтому всю правую часть можно обозначить С, которое также неизвестно. Так как 
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[image: image514.wmf].

1

)

,

(

)

(

0

0

0

a

s

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

=

=

³

=

n

a

C

Ф

a

a

C

X

P

S

P


  Теперь из равенства 
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  Остаётся определить константу С:
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  Критерий S теперь полностью определён, поэтому можно найти его мощность γ или вероятность ошибки второго рода β=1-γ. Мощность критерия равна
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так как 
[image: image520.wmf]X

 при гипотезе К имеет нормальное распределение со средним 
[image: image521.wmf]1

a

 и дисперсией σ².

  Рассмотрим 
[image: image522.wmf].
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 Подставляя вместо С его значение из (4.3.1) и учитывая, что 
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  Величина 
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 показывает удалённость гипотез Н и К друг от друга, поэтому иногда её называют расстоянием между гипотезами. С ростом расстояния мощность увеличивается, хотя критерий остаётся одним и тем же. Это приводит к тому, что полученный в примере 4.4 критерий – наилучший и для сложной конкурирующей гипотезы, когда значения среднего у наблюдений принимают любые значения на полупрямой 
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  Не всегда даже с помощью наилучшего критерия можно получить приемлемые результаты. Так, если выбран очень высокий уровень значимости, то вероятность отвергнуть правильную конкурирующую гипотезу (следовательно, принять неверную основную) очень велика. При близких гипотезах (расстояние 0,1) эта вероятность равна 0,91. Поэтому лучше взять несколько большую вероятность ошибок второго рода, но уменьшить вероятность ошибки первого рода: α=0,05β=1-γ=0,74.

  Каков же должен быть объём выборки, чтобы при уровне значимости α вероятность ошибки второго рода была равной β?
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  Для решения этой задачи из соотношения (4.3.2) получаем ошибку второго рода:
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  При заданном β аргумент Ф(х) равен dβ, т. е. 


[image: image528.wmf]).
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  Отсюда получаем, что объём выборки при заданной ошибке первого рода α=q/100, для того чтобы ошибка второго рода была меньше или равна β=р/100, должен быть больше или равен 
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  Для р=q=5% и 
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[image: image531.wmf].
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○ Пример 4.5. Допустим, что в течение года ежемесячно можно наблюдать 
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 - количество уволившихся с некоторого предприятия: 
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 Требуется построить критерий для проверки гипотезы, что в месяц в среднем увольняется один человек. Допустим, что это число (1) – нормальный уровень текучести при численности данного предприятия. Важно не попустить момент, когда текучесть возрастёт в 1,5 – 2,5 раза по сравнению с нормальным уровнем (меньше 1 текучесть на предприятии быть не может).

  Проверялось неоднократно, что число 
[image: image534.wmf]i
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 уволившихся в течение i – го месяца распределено по закону Пуассона, и числа 
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 не зависят друг от друга в разные месяцы. Поэтому 
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, где θ – интенсивность увольнения. Основная гипотеза Н состоит в том, что θ=θ0 и θ0=1. Выберем некоторый уровень значимости α и найдём критерий проверки Н:θ=θ0 при альтернативе К:θ1 и θ1=2,5.

  Для этого рассмотрим отношение правдоподобия
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  Отсюда следует, что критерий отношения правдоподобия может быть основан на статистике, отличающейся от наилучшей оценки лишь множителем 1/п, т. е. при
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  Так как С неизвестно, то неизвестно и с, а зная с, так как θ1 и θ0 известны, можно найти С.
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  Будем далее определять неизвестную константу с, задавшись уровнем значимости α. Вспомним, что сумма п случайных величин 
[image: image539.wmf]i
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, каждая из которых распределена по закону Пуассона с параметром θ, также распределена по закону Пуассона, но с параметром пθ. При справедливости основной гипотезы θ=θ0=1 и п=12, поэтому необходимо найти 
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при с=18 и θ0=1 имеем 
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 что следует из таблиц распределения Пуассона. При с=19 и θ0=1 
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  Следовательно, точный уровень значимости, равный 0,05, не может быть достигнут. Он может быть равен либо α1=0,063, либо α2=0,037. Для дискретных распределений достижения уровня значимости скорее исключение, чем правило.

  Теперь определим мощность критерия и вероятности ошибок второго рода. Для этого нужно из таблиц распределения Пуассона найти суммы 
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 при θ1>1 и с=18 и 19.

  Результаты для θ=1, 5/3, 5/2 приведены в таблице

	  Значение θ
	Величина с

	
	с=18
	с=19

	
	Мощность γ(θ)
	Ошибка β(θ)
	Мощность γ(θ)
	Ошибка β(θ)

	1
	0,06297
	0,93703
	0,03742
	0,96257

	5/3
	0,70348
	0,29652
	0,61909
	0,38091

	5/2
	0,99274
	0,00726
	0,98708
	0,01292


  При использовании таблицы следует помнить, что мощность критерия при θ=θ0=1 равна уровню значимости критерия. На основе данных таблицы можно сделать вывод, что предпочтительнее выбирать с=18. Хотя это и приводит к незначительному увеличению вероятности ошибки первого рода α=0,063 («ложной тревоги по поводу увеличения текучести»), но зато делает малой вероятность ошибки второго рода β=0,007 («ложного спокойствия при действительном увеличении текучести») для значения θ=θ1=5/2, т. е. при увеличении текучести в 2,5 раза.●
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4. Проверка гипотез и доверительные интервалы.

  Для демонстрации связи критериев при проверке гипотез с доверительными интервалами рассмотрим упрощённый пример 4.3 о равенстве разбросов зарплат. Формализуя гипотезу примера 4.3, можно сформулировать более простую задачу о равенстве дисперсий при известных и одинаковых средних при нормальном распределении наблюдений.

  На основе выборки 
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  Если воспользоваться критерием отношения правдоподобия, то окажется, что единой (односвязной) критической области не существует. Поэтому для построения критерия проверки Н против К следует использовать свойство несмещённости, которое даёт критерий, основанный сразу на двух множествах. Действительно, если взять критерий для односторонней гипотезы 
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 с критической областью 
[image: image550.wmf]å

=

³

-

n

i

i

c

a

X

1

2

,

)

(

 то гипотезы о σ² из 
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 имеют большую вероятность быть принятыми, чем гипотеза Н, а для критерия 
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 принять гипотезу 
[image: image553.wmf]2

0

2

:

s

s

>

К

 более вероятно, чем Н.
  Итак, при сложной двусторонней гипотезе К для проверки простой гипотезы Н имеем двусторонний критерий, состоящий в выполнении какого – либо одного из следующих двух неравенств:
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  Но дополнительное множество 
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 (множество принятия основной гипотезы), если учесть, что 
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  Сравнивая последнее неравенство с доверительным интервалом 
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 для неизвестной дисперсии, равной в данном случае 
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 - квантили). Теперь имеем несмещённый критерий отношения правдоподобия в виде
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где с1 и с2 уже определены из границ доверительных интервалов. Величины 
[image: image563.wmf]n
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 для наилучших критериев можно получить из таблиц для несмещённых доверительных интервалов (стр. 71), а при больших п имеем р=α/2 и q=1-α/2.
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	Число

Степеней

Свободы 
	Надёжность 

	
	0,90
	0,95
	0,99

	
	Нижняя

граница
	Верхняя

граница
	Нижняя

граница
	Верхняя 

граница
	Нижняя

граница
	Верхняя

граница

	2
	0,254
	11,931
	0,210
	23,606
	0,151
	114,197

	3
	0,318
	6,297
	0,268
	10,127
	0,198
	29,690

	4
	0,365
	4,532
	0,312
	6,590
	0,237
	15,154

	5
	0,402
	3,691
	0,348
	5,054
	0,270
	9,927

	6
	0,432
	3,201
	0,377
	4,211
	0,297
	7,569

	7
	0,457
	2,876
	0,402
	3,679
	0,319
	6,239

	8
	0,479
	2,651
	0,424
	3,314
	0,341
	5,304

	9
	0,498
	2,481
	0,443
	3,048
	0,360
	4,680

	10
	0,514
	2,348
	0,460
	2,844
	0,376
	4,243

	11
	0,529
	2,242
	0,475
	2,683
	0,391
	3,897

	12
	0,543
	2,153
	0,489
	2,553
	0,405
	3,635

	13
	0,555
	2,080
	0,502
	2,440
	0,417
	3,424

	14
	0,566
	2,018
	0,513
	2,354
	0,429
	3,243

	15
	0,567
	1,965
	0,525
	2,272
	0,440
	3,091

	16
	0,586
	1,918
	0,534
	2,208
	0,450
	2,961

	17
	0,594
	1,876
	0,544
	2,147
	0,461
	2,833

	18
	0,602
	1,839
	0,552
	2,095
	0,470
	2,739

	19
	0,610
	1,805
	0,560
	2,050
	0,477
	2,664

	20
	0,617
	1,776
	0,568
	2,006
	0,487
	2,573

	22
	0,630
	1,725
	0,582
	1,934
	0,501
	2,449

	24
	0,642
	1,681
	0,594
	1,876
	0,515
	2,342

	26
	0,653
	1,643
	0,606
	1,824
	0,527
	2,257

	30
	0,671
	1,584
	0,626
	1,743
	0,548
	2,121

	34
	0,687
	1,537
	0,642
	1,680
	0,568
	2,009

	39
	0,703
	1,490
	0,660
	1,618
	0,586
	1,914


Границы несмещённых доверительных интервалов для дисперсии в зависимости от числа степеней свободы и надёжности.
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  Принцип перехода от доверительных интервалов 
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 для параметра θ к критерию проверки основной гипотезы θ=θ0 против гипотезы 
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 очень прост в тех случаях, когда I(Х) основан на оценке максимального правдоподобия; он даёт наилучший критерий проверки гипотезы Н против гипотезы К.

  Рассмотрим ещё один пример. Проверим в нормальном случае основную гипотезу 
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  В доверительном интервале для значения 
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, входящая в концы интервала для значения 
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 и а в неравенстве, т. е. получить неравенство для 
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. Зная границы для 
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 является дополнительным к критическому множеству S, которое и следовало определить: 
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 Итак, получен наилучший критерий для проверки гипотезы 
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  Для больших объёмов выборок можно предложить ещё более простой способ проверки основной гипотезы 
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[image: image583.wmf],

:

0

q

q

¹

К

 основанный на результатах пункта 3.2. В этом пункте находилась функция g(θ) такая, что g(θ) была распределена примерно по нормальному закону со средним g(θ) и дисперсией 1/п.
  При гипотезе 
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[image: image585.wmf]).
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  Отсюда, если использовать оценку 
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 максимального правдоподобия для 
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 при больших п получаем следующий приближённый наилучший критерий проверки гипотезы 
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то гипотеза Н отвергается, если же 
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то нет оснований при уровне значимости критерия α отвергать основную гипотезу. Напомним, что в приближённом способе проверки гипотез 
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 - квантиль стандартного нормального распределения, т. е. 
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5. Проверка гипотез о равенстве средних и дисперсий.
  В настоящем пункте рассматриваются критерии о равенстве средних и дисперсий двух генеральных совокупностей. Предполагается, что генеральные совокупности имеют нормальные распределения. Выборку из первой генеральной совокупности будем обозначать через 
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  1. Гипотеза о равенстве дисперсий при неизвестных средних.
  Итак, имеем две выборки 
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  Так как средние неизвестны, то оценками дисперсий 
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  Вопрос о наилучшем критерии в рассматриваемом случае хорошо изучен.

  Рассмотрим статистику
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                                          (4.5.1)

которая при справедливости основной гипотезы не зависит от неизвестных параметров нормального распределения. В самом деле, ранее (в 3.5) было показано, что 
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 не зависят от средних значений выборки, а 
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распределены как Х² с п-1 и т-1 степенями свободы и не зависят ни от среднего, ни от дисперсии, если справедлива основная гипотеза 
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. Но так как 
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 не зависят ни от средних, ни от дисперсий, то их отношение также не зависит от средних двух выборок, как и от дисперсий двух выборок, лишь бы дисперсии были равны.

  Очевидно, что при отношении дисперсий 
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отношение их оценок должно быть близким к 1. Поэтому критерий выглядит следующим образом: гипотеза Н отвергается, если 
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  Остаётся найти константы 
[image: image611.wmf].
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 Для этого необходимо знать распределение отношения (4.5.1). Это распределение известно и табулировано. Оно называется распределением Фишера с 
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 степенями свободы. 
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	p=0,05

	п2 /п1
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	8
	12
	24
	∞

	1
	161,4
	199,5
	215,7
	224,6
	230,2
	234,0
	238,9
	243,9
	249,0
	254,3

	2
	18,51
	19,00
	19,16
	19,25
	19,30
	19,33
	19,37
	19,41
	19,45
	19,50

	3
	10,13
	9,55
	9,28
	9,12
	9,01
	8,94
	8,84
	8,74
	8,64
	8,53

	4
	7,71
	6,94
	6,59
	6,39
	6,26
	6,16
	6,04
	5,91
	5,77
	5,63

	5
	6,61
	5,79
	5,41
	5,19
	5,05
	4,95
	4,82
	4,68
	4,53
	4,36

	6
	5,99
	5,14
	4,76
	4,53
	4,39
	4,28
	4,15
	4,00
	3,84
	3,67

	7
	5,59
	4,74
	4,35
	4,12
	3,97
	3,87
	3,73
	3,57
	3,41
	3,23

	8
	5,32
	4,46
	4,07
	3,84
	3,69
	3,58
	3,44
	3,28
	3,12
	2,93

	9
	5,12
	4,26
	3,86
	3,63
	3,48
	3,37
	3,23
	3,07
	2,90
	2,71

	10
	4,96
	4,10
	3,71
	3,48
	3,33
	3,22
	3,07
	2,91
	2,74
	2,54

	11
	4,84
	3,98
	3,59
	3,36
	3,20
	3,09
	2,95
	2,79
	2,61
	2,40

	12
	4,75
	3,88
	3,49
	3,26
	3,11
	3,00
	2,85
	2,69
	2,50
	2,30

	13
	4,67
	3,80
	3,41
	3,18
	3,02
	2,92
	2,77
	2,60
	2,42
	2,21

	14
	4,60
	3,74
	3,34
	3,11
	2,96
	2,85
	2,70
	2,53
	2,35
	2,13

	15
	4,54
	3,68
	3,29
	3,06
	2,90
	2,79
	2,64
	2,48
	2,29
	2,07

	16
	4,49
	3,63
	3,24
	3,01
	2,85
	2,74
	2,59
	2,42
	2,24
	2,01

	17
	4,45
	3,59
	3,20
	2,96
	2,81
	2,70
	2,55
	2,38
	2,19
	1,96

	18
	4,41
	3,55
	3,16
	2,93
	2,77
	2,66
	2,51
	2,34
	2,15
	1,92

	19
	4,38
	3,52
	3,13
	2,90
	2,74
	2,63
	2,48
	2,31
	2,11
	1,88

	20
	4,35
	3,49
	3,10
	2,87
	2,71
	2,60
	2,45
	2,28
	2,08
	1,84

	21
	4,32
	3,47
	3,07
	2,84
	2,68
	2,57
	2,42
	2,25
	2,05
	1,81

	22
	4,30
	3,44
	3,05
	2,82
	2,66
	2,55
	2,40
	2,23
	2,03
	1,78

	23
	4,28
	3,42
	3,03
	2,80
	2,64
	2,53
	2,38
	2,20
	2,00
	1,76

	24
	4,26
	3,40
	3,01
	2,78
	2,62
	2,51
	2,36
	2,18
	1,98
	1,73

	25
	4,24
	3,38
	2,99
	2,76
	2,60
	2,49
	2,34
	2,16
	1,96
	1,71

	26
	4,22
	3,37
	2,98
	2,74
	2,59
	2,47
	2,32
	2,15
	1,95
	1,69

	27
	4,21
	3,35
	2,96
	2,73
	2,57
	2,46
	2,30
	2,13
	1,93
	1,67

	28
	4,20
	3,34
	2,95
	2,71
	2,56
	2,44
	2,29
	2,12
	1,91
	1,65

	29
	4,18
	3,33
	2,93
	2,70
	2,54
	2,43
	2,28
	2,10
	1,90
	1,64

	30
	4,17
	3,32
	2,92
	2,69
	2,53
	2,42
	2,27
	2,09
	1,89
	1,62

	40
	4,08
	3,23
	2,84
	2,61
	2,45
	2,34
	2,18
	2,00
	1,79
	1,52

	60
	4,00
	3,15
	2,76
	2,52
	2,37
	2,25
	2,10
	1,92
	1,70
	1,39

	120
	3,92
	3,07
	2,68
	2,45
	2,29
	2,17
	2,02
	1,83
	1,61
	1,25

	∞
	3,84
	2,99
	2,60
	2,37
	2,21
	2,09
	1,94
	1,75
	1,52
	1,00


F - распределение
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	z
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9

	0,0
	0000
	0100
	0200
	0300
	0400
	0500
	0599
	0699
	0798
	0898

	0,1
	0997
	1096
	1194
	1293
	1391
	1489
	1586
	1684
	1781
	1877

	0,2
	1974
	2070
	2165
	2260
	2355
	2449
	2543
	2636
	2729
	2821

	0,3
	2913
	3004
	3095
	3185
	3275
	3364
	3452
	3540
	3627
	3714

	0,4
	3800
	3885
	3969
	4053
	4136
	4219
	4301
	4382
	4462
	4542

	0,5
	4621
	4699
	4777
	4854
	4930
	5005
	5080
	5154
	5227
	5299

	0,6
	5370
	5441
	5511
	5580
	5649
	5717
	5784
	5850
	5915
	5980

	0,7
	6044
	6107
	6169
	6231
	6291
	6351
	6411
	6469
	6527
	6584

	0,8
	6640
	6696
	6751
	6805
	6858
	6911
	6963
	7014
	7064
	7114

	0,9
	7163
	7211
	7259
	7306
	7352
	7398
	7443
	7487
	7531
	7574

	1,0
	7616
	7658
	7699
	7739
	7779
	7818
	7857
	7895
	7932
	7969

	1,1
	8005
	8041
	8076
	8110
	8144
	8178
	8210
	8243
	8275
	8306

	1,2
	8337
	8367
	8397
	8426
	8455
	8483
	8511
	8538
	8565
	8591

	1,3
	8617
	8643
	8668
	8692
	8717
	8741
	8764
	8787
	8810
	8832

	1,4
	8854
	8875
	8896
	8917
	8937
	8957
	8977
	8996
	9015
	9033

	1,5
	9051
	9069
	9087
	9104
	9121
	9138
	9154
	9170
	9186
	9201

	1,6
	9217
	9232
	9246
	9261
	9275
	9289
	9302
	9316
	9329
	9341

	1,7
	9354
	9366
	9379
	9391
	9402
	9414
	9425
	9436
	9447
	9458

	1,8
	9468
	9478
	9488
	9498
	9508
	9518
	9527
	9536
	9545
	9554

	1,9
	9562
	9571
	9579
	9587
	9595
	9603
	9611
	9618
	9626
	9633

	2,0
	9640
	9647
	9654
	9661
	9668
	9674
	9680
	9686
	9693
	9699

	2,1
	9704
	9710
	9716
	9722
	9727
	9732
	9738
	9743
	9748
	9753

	2,2
	9757
	9762
	9767
	9771
	9776
	9780
	9785
	9789
	9793
	9797

	2,3
	9801
	9805
	9809
	9812
	9816
	9820
	9823
	9827
	9830
	9834

	2,4
	9837
	9840
	9843
	9846
	9849
	9852
	9855
	9858
	9861
	9864

	2,5
	9866
	9869
	9871
	9874
	9876
	9879
	9881
	9884
	9886
	9888

	2,6
	9890
	9892
	9894
	9897
	9899
	9901
	9903
	9903
	9906
	9908

	2,7
	9910
	9912
	9914
	9915
	9917
	9919
	9920
	9922
	9923
	9925

	2,8
	9926
	9928
	9929
	9931
	9932
	9933
	9935
	9936
	9937
	9938

	3,0
	9940
	9941
	9942
	9943
	9944
	9945
	9946
	9947
	9948
	9949


Обратное Z – преобразование
75

	r
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9

	0,0
	0,0000
	0,0100
	0,0200
	0,0300
	0,0400
	0,0501
	0,0601
	0,0701
	0,0802
	0,0902

	0,1
	0,1003
	0,1105
	0,1206
	0,1308
	0,1409
	0,1511
	0,1614
	0,1717
	0,1820
	0,1923

	0,2
	0,2027
	0,2132
	0,2237
	0,2342
	0,2448
	0,2554
	0,2661
	0,2769
	0,2877
	0,2986

	0,3
	0,3095
	0,3206
	0,3317
	0,3428
	0,3541
	0,3654
	0,3769
	0,3884
	0,4001
	0,4118

	0,4
	0,4236
	0,4356
	0,4477
	0,4599
	0,4722
	0,4847
	0,4973
	0,5101
	0,5230
	0,5361

	0,5
	0,5493
	0,5627
	0,5763
	0,5901
	0,6042
	0,6184
	0,6328
	0,6475
	0,6625
	0,6777

	0,6
	0,6931
	0,7089
	0,7250
	0,7414
	0,7582
	0,7753
	0,7928
	0,8107
	0,8291
	0,8480

	0,7
	0,8673
	0,8872
	0,9076
	0,9287
	0,9505
	0,9730
	0,9962
	1,0203
	1,0454
	1,0714

	0,8
	1,0986
	1,1270
	1,1568
	1,1881
	1,2212
	1,2562
	1,2933
	1,3331
	1,3758
	1,4219

	0,9
	1,4722
	1,5275
	1,5890
	1,6584
	1,7380
	1,8318
	1,9459
	2,0923
	2,2976
	2,6467


Z – преобразование
76

	Число степеней свободы

	Знаме-

нателя
	числителя

	
	2
	3
	4
	6
	8
	10
	12
	16
	20
	24
	30
	40
	60

	Верхняя граница надёжности 0,90

	2
	18,58
	16,25
	15,37
	14,05
	13,45
	13,12
	12,90
	12,65
	12,50
	12,40
	12,30
	12,21
	12,11

	3
	10,87
	9,29
	8,61
	7,77
	7,37
	7,15
	7,00
	6,82
	6,71
	6,64
	6,57
	6,50
	6,44

	4
	8,46
	7,13
	6,53
	5,83
	5,50
	5,31
	5,18
	5,02
	4,93
	4,86
	4,80
	4,74
	4,68

	6
	6,49
	5,39
	4,88
	4,31
	4,03
	3,86
	3,75
	3,62
	3,53
	3,48
	3,42
	3,37
	3,31

	8
	5,71
	4,71
	4,23
	3,70
	3,44
	3,29
	3,18
	3,05
	2,97
	2,92
	2,87
	2,81
	2,76

	10
	5,29
	4,34
	3,88
	3,38
	3,13
	2,98
	2,88
	2,75
	2,67
	2,62
	2,57
	2,51
	2,46

	12
	5,03
	4,11
	3,66
	3,18
	2,93
	2,79
	2,68
	2,56
	2,48
	2,43
	2,37
	2,32
	2,27

	16
	4,73
	3,84
	3,41
	2,94
	2,70
	2,56
	2,46
	2,33
	2,25
	2,20
	2,15
	2,09
	2,03

	20
	4,56
	3,69
	3,26
	2,81
	2,57
	2,43
	2,33
	2,20
	2,12
	2,07
	2,01
	1.96
	1,90

	24
	4,44
	3,60
	3,17
	2,72
	2,49
	2,34
	2,24
	2,12
	2,04
	1,98
	1,93
	1,87
	1,81

	30
	4,34
	3,50
	3,08
	2,64
	2,40
	2,26
	2,16
	2,03
	1,95
	1,90
	1,84
	1,78
	1,72

	40
	4,23
	3,41
	2,99
	2,55
	2,32
	2,18
	2,08
	1,95
	1,87
	1,81
	1,75
	1,69
	1,63

	60
	4,13
	3,32
	2,91
	2,47
	2,24
	2,10
	2,00
	1,87
	1,79
	1,73
	1,67
	1,60
	1,53

	Верхняя граница надёжности 0,95

	2
	35,91
	31,84
	30,90
	27,81
	26,54
	25,85
	25,42
	24,92
	24,63
	24,45
	24,27
	24,10
	23,93

	3
	17,87
	15,34
	14,44
	12,80
	12,08
	11,68
	11,42
	11,11
	10,93
	10,82
	10,70
	10,59
	10,48

	4
	12,99
	10,95
	10,13
	8,88
	8,31
	7,98
	7,77
	7,51
	7,36
	7,27
	7,17
	7,07
	6,98

	6
	9,11
	7,53
	6,83
	5,91
	5,48
	5,22
	5,06
	4,85
	4,73
	4,65
	4,57
	4,49
	4,41

	8
	7,70
	6,29
	5,65
	4,84
	4,46
	4,23
	4,08
	3,89
	3,78
	3,70
	3,63
	3,55
	3,48

	77

	10
	6,98
	5,66
	5,05
	4,30
	3,94
	3,63
	3,58
	3,40
	3,29
	3,22
	3,15
	3,07
	3,00

	12
	6,54
	5,28
	4,69
	3,98
	3,73
	3,42
	3,28
	3,10
	3,00
	2,93
	2,85
	2,78
	2,71

	16
	6,03
	4,84
	4,27
	3,60
	3,27
	3,07
	2,93
	2,76
	2,66
	2,58
	2,51
	2,44
	2,36

	20
	5,75
	4,60
	4,04
	3,39
	3,07
	2,87
	2,74
	2,57
	2,46
	2,39
	2,32
	2,24
	2,17

	24
	5,57
	4,44
	3,89
	3,26
	2,94
	2,75
	2,61
	2,44
	2,34
	2,27
	2,19
	2,12
	2,04

	30
	5,40
	4,29
	3,75
	3,13
	2,82
	2,62
	2,49
	2,32
	2,22
	2,14
	2,07
	2,00
	1,91

	40
	5,23
	4,15
	3,62
	3,01
	2,70
	2,51
	2,38
	2,21
	2,10
	2,03
	1,95
	1,87
	1,79

	60
	5,07
	4,01
	3,49
	2,89
	2,58
	2,39
	2,26
	2,09
	1,99
	1,91
	1,83
	1,75
	1,66

	Верхняя граница надёжности 0,99

	2
	159,98
	146,99
	166,29
	136,17
	126,76
	122,37
	119,88
	117,22
	115,84
	115,01
	114,24
	113,54
	112,90

	3
	52,64
	46,65
	49,25
	40,63
	37,60
	36,07
	35,16
	34,13
	33,57
	33,22
	32,88
	32,57
	32,26

	4
	33,59
	29,21
	30,06
	24,66
	22,64
	21,59
	20,94
	20,20
	19,79
	19,52
	19,27
	19,02
	18,79

	6
	18,23
	15,27
	14,83
	12,08
	10,95
	10,33
	9,94
	9,48
	9,21
	9,03
	8,86
	8,69
	8,53

	8
	13,86
	11,40
	10,77
	8,72
	7,84
	7,35
	7,03
	6,65
	6,42
	6,28
	6,13
	5,98
	5,84

	10
	11,85
	9,63
	8,96
	7,22
	6,45
	6,02
	5,73
	5,39
	5,18
	5,05
	4,91
	4,78
	4,65

	12
	10,70
	8,64
	7,95
	6,38
	5,68
	5,27
	5,01
	4,68
	4,49
	4,36
	4,23
	4,11
	3,98

	16
	9,45
	7,55
	6,86
	5,47
	4,84
	4,47
	4,23
	3,93
	3,75
	3,62
	3,50
	3,38
	3,25

	20
	8,78
	6,98
	6,28
	4,99
	4,40
	4,05
	3,82
	3,53
	3,35
	3,23
	3,11
	2,99
	2,87

	24
	8,37
	6,62
	5,93
	4,70
	4,13
	3,79
	3,56
	3,28
	3,11
	2,99
	2,87
	2,75
	2,63

	30
	7,98
	6,29
	5,60
	4,42
	3,87
	3,54
	3,33
	3,05
	2,88
	2,76
	2,64
	2,52
	2,40

	40
	7,61
	5,97
	5,29
	4,16
	3,63
	3,31
	3,10
	2,83
	2,66
	2,55
	2,43
	2,31
	2,18

	60
	7,26
	5,67
	4,99
	3,92
	3,41
	3,10
	2,89
	2,62
	2,45
	2,34
	2,22
	2,10
	1,97


Верхние границы несмещённого F – критерия для равенства дисперсий.
78
	v
	q

	
	0,2
	0,1
	0,05
	0,02
	0,01
	0,005
	0,002
	0,001

	1
	3,08
	6,31
	12,71
	31,82
	63,66
	127,32
	318,30
	636,61

	2
	1,89
	2,92
	4,30
	6,96
	9,92
	14,09
	22,33
	31,60

	3
	1,64
	2,35
	3,18
	4,54
	5,84
	7,45
	10,21
	12,92

	4
	1,53
	2,13
	2,78
	3,75
	4,60
	5,60
	7,17
	8,61

	5
	1,48
	2,02
	2,57
	3,36
	4,03
	4,77
	5,89
	6,87

	6
	1,44
	1,94
	2,45
	3,14
	3,71
	4,32
	5,21
	5,96

	7
	1,41
	1,89
	2,36
	3,00
	3,50
	4,03
	4,79
	5,41

	8
	1,40
	1,86
	2,31
	2,90
	3,36
	3,83
	4,50
	5,04

	9
	1,38
	1,83
	2,26
	2,82
	3,25
	3,69
	4,30
	4,78

	10
	1,37
	1,81
	2,23
	2,76
	3,17
	3,58
	4,14
	4,59

	11
	1,36
	1,80
	2,20
	2,72
	3,11
	3,50
	4,02
	4,44

	12
	1,36
	1,78
	2,18
	2,68
	3,05
	3,43
	3,93
	4,32

	13
	1,35
	1,77
	2,16
	2,65
	3,01
	3,37
	3,85
	4,22

	14
	1,34
	1,76
	2,14
	2,62
	2,98
	3,33
	3,79
	4,14

	15
	1,34
	1,75
	2,13
	2,60
	2,95
	3,29
	3,73
	4,07

	16
	1,34
	1,75
	2,12
	2,58
	2,92
	3,25
	3,69
	4,02

	17
	1,33
	1,74
	2,11
	2,57
	2,90
	3,22
	3,65
	3,97

	18
	1,33
	1,73
	2,10
	2,55
	2,88
	3,20
	3,61
	3,92

	19
	1,33
	1,73
	2,09
	2,54
	2,86
	3,17
	3,58
	3,88

	20
	1,33
	1,72
	2,09
	2,53
	2,85
	3,15
	3,55
	3,85

	21
	1,32
	1,72
	2,08
	2,52
	2,83
	3,14
	3,53
	3,82

	22
	1,32
	1,72
	2,07
	2,51
	2,82
	3,12
	3,51
	3,79

	23
	1,32
	1,71
	2,07
	2,50
	2,81
	3,10
	3,48
	3,77

	24
	1,32
	1,71
	2,06
	2,49
	2,80
	3,09
	3,47
	3,75

	25
	1,32
	1,71
	2,06
	2,49
	2,79
	3,08
	3,45
	3,73

	26
	1,32
	1,71
	2,06
	2,48
	2,78
	3,07
	3,44
	3,71

	27
	1,31
	1,70
	2,05
	2,47
	2,77
	3,06
	3,42
	3,69

	28
	1,31
	1,70
	2,05
	2,47
	2,76
	3,05
	3,41
	3,67

	29
	1,31
	1,70
	2,05
	2,46
	2,76
	3,04
	3,40
	3,66

	30
	1,31
	1,70
	2,04
	2,46
	2,75
	3,03
	3,39
	3,65

	40
	1,30
	1,68
	2,02
	2,42
	2,70
	2,97
	3,31
	3,55

	60
	1,30
	1,67
	2,00
	2,39
	2,66
	2,91
	3,23
	3,46

	120
	1,29
	1,66
	1,98
	2,36
	2,62
	2,86
	3,16
	3,37

	∞
	1,28
	1,64
	1,96
	2,33
	2,58
	2,81
	3,09
	3,29


Распределение Стьюдента. 
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  Таблицы для наилучшего критерия приведены на стр. 74-76.

  Для α – квантилей справедливо соотношение  
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 Если, например, уровень значимости α=0,05, то
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  2. Гипотеза о равенстве дисперсий при известных средних.

  Эта гипотеза проверяется аналогично предыдущей, но в данном случае
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где 
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X

а

а

,

 - известные средние генеральных совокупностей. Если верна ги гипотеза 
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 распределены по закону 
[image: image619.wmf]2

c

  соответственно с п и т степенями свободы. Поэтому статистика 
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 распределена по закону Фишера с п и т степенями свободы.
  3. Гипотеза о равенстве средних при неизвестных дисперсиях.

  Рассмотрим две независимые выборки X  и Y, объёмы которых равны п и т соответственно, причём известно, что они извлечены из нормальных генеральных совокупностей с равными дисперсиями 
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 причём как величина дисперсии, σ², так и средние 
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 неизвестны. Требуется проверить основную гипотезу 
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 при конкурирующей 
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  Гипотеза Н справедлива при любых 
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 т. е. она сложная, но может быть сведена к простой, если рассматривать разность средних 
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 В этом случае естественно рассматривать и разность оценок 
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, распределение которой нормальное, поскольку нормальны сами оценки 
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. По аналогии с методом получения доверительного интервала для неизвестного среднего при неизвестной дисперсии попытаемся построить статистику, распределённую по закону Стьюдента.
  Чтобы разность 
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 была распределена по стандартному нормальному распределению, её нужно нормировать средним квадратическим отклонением. Найдём его. Имеем 
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  что следует из независимости выборок Х и Y. Учитывая, что 


[image: image631.wmf],

,

/

/

2

2

2

2

Y

X

Y

X

где

m

Y

D

и

n

X

D

s

s

s

s

=

=

=

 получаем 

[image: image632.wmf]

 EMBED Equation.3 [image: image633.wmf],

)

(

2

2

2

nm

m

n

m

n

Y

X

D

Y

X

+

=

+

=

-

s

s

s


откуда 


[image: image634.wmf].

)

(

nm

m

n

Y

X

D

+

=

-

s


  Следовательно, 
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  Оценим неизвестную величину σ. Для этого воспользуемся тем, что 
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  Так как известно, что 
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распределены по закону 
[image: image638.wmf]2
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 с п-1 и т-1 степенями свободы соответственно, то
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                                               (4.5.4)

распределена по закону 
[image: image640.wmf]2
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 с (п+т-2) степенями свободы.

  Рассмотрим
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Так как 
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следовательно, величина 
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 является несмещённой оценкой для σ², т. е.
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  Теперь получаем, что величина 
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не зависит от неизвестных 
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 и распределена по закону Стьюдента с п+т-2 степенями свободы в силу (4.5.3) и (4.5.4).

  Из изложенного можно получить следующий критерий уровня значимости α для проверки гипотезы 
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. Гипотеза Н отвергается, если
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где 
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 - критическая граница распределения Стьюдента, соответствующая уровню значимости α. 
  Интуитивно критерий очевиден. Если 
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 мала, то гипотеза Н принимается. Для понимания того, что такое малость разности 
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 в строгом статистическом смысле, и понадобились все приведённые выше рассуждения.
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  4. Гипотеза о равенстве средних при неизвестных дисперсиях.

  Эту гипотезу проверить гораздо легче. Критерий может быть получен из соотношения (4.5.3), так как случайная величина
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 Поэтому гипотеза 
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где 
[image: image656.wmf]a

u

 - критическая граница стандартного нормального распределения, т. е. 
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  все приведённые в настоящем пункте критерии являются точными и наилучшими, поэтому их можно использовать как при малых, так и при больших объёмах выборок (при нормальном распределении генеральных совокупностей). Для проверки указанных гипотез в случае больших выборок из генеральных совокупностей, не имеющих нормального распределения, также можно (с известной осторожностью) применять рассмотренные здесь процедуры, поскольку 
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 распределены асимптотически нормально.
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	57535

	0,2
	57926
	58317
	58706
	59095
	59483
	59871
	60257
	60642
	61026
	61409

	0,3
	61791
	62172
	65225
	62930
	63307
	63683
	64058
	64431
	64803
	65173

	0,4
	65542
	65910
	66276
	66640
	67003
	67364
	67724
	68082
	68439
	68793

	0,5
	69146
	69497
	69847
	70194
	70540
	70884
	71226
	71566
	71904
	72240

	0,6
	72575
	72907
	73237
	73565
	73891
	74215
	74537
	74857
	75175
	75490

	0,7
	75804
	76115
	76424
	76730
	77035
	77337
	77637
	77935
	78230
	78524

	0,8
	78814
	79103
	79389
	79673
	79955
	80234
	80511
	80785
	81057
	81327

	0,9
	81594
	81859
	82121
	82381
	82639
	82894
	83147
	83398
	83646
	83891

	1,0
	84134
	84375
	84614
	84850
	85083
	85314
	85543
	85769
	85993
	86214

	1,1
	86433
	86650
	86864
	87076
	87286
	87493
	87698
	87900
	88100
	88298

	1,2
	88493
	88686
	88877
	89065
	89251
	89435
	89617
	89796
	89973
	90147

	1,3
	90320
	90490
	90658
	90824
	90988
	91149
	91308
	91466
	91621
	91774

	1,4
	91924
	92073
	92220
	92364
	92507
	92647
	92786
	92922
	93056
	93189

	1,5
	93319
	93448
	93574
	93699
	93822
	93943
	94062
	94179
	94295
	94408

	1,6
	94520
	94630
	94738
	94845
	94950
	95053
	95154
	95254
	95352
	95449

	1,7
	95543
	95637
	95728
	95818
	95907
	95994
	96080
	96164
	96246
	96327

	1,8
	96407
	96485
	96562
	96638
	96712
	96784
	96856
	96926
	96995
	97062

	1,9
	97128
	97193
	97257
	97320
	97381
	97441
	97500
	97558
	97615
	97670

	2,0
	97725
	97778
	97831
	97882
	97932
	97982
	98030
	98077
	98124
	98169

	2,1
	98214
	98257
	98300
	98341
	98382
	98422
	98464
	98500
	98537
	98574

	2,2
	98610
	98645
	98679
	98713
	98745
	98778
	98809
	98840
	98870
	98899

	2,3
	98928
	98956
	98983
	99010
	99036
	99061
	99086
	99111
	99134
	99158

	2,4
	99180
	99202
	99224
	99245
	99266
	99286
	99305
	99324
	99343
	99361

	2,5
	99379
	99396
	99413
	99430
	99446
	99461
	99477
	99492
	99506
	99520

	2,6
	99534
	99547
	99560
	99573
	99585
	99598
	99609
	99621
	99632
	99643

	2,7
	99653
	99664
	99674
	99683
	99693
	99702
	99711
	99720
	99728
	99736

	2,8
	99744
	99752
	99760
	99767
	99774
	99781
	99788
	99795
	99801
	99807

	2,9
	99813
	99819
	99825
	99831
	99836
	99841
	99846
	99851
	99856
	99861

	3,0
	99865
	99869
	99874
	99878
	99882
	99886
	99889
	99893
	99896
	99900

	3,1
	99903
	99906
	99910
	99913
	99916
	99918
	99921
	99924
	99926
	99929

	3,2
	99931
	99934
	99936
	99938
	99940
	99942
	99944
	99946
	99948
	99950

	3,3
	99952
	99953
	99955
	99957
	99958
	99960
	99961
	99962
	99964
	99965

	3,4
	99966
	99968
	99969
	99970
	99971
	99972
	99973
	99974
	99975
	99976

	3,5
	99977
	99978
	99978
	99979
	99980
	99981
	99981
	99982
	99983
	99983

	3,6
	99984
	99985
	99985
	99986
	99986
	99987
	99987
	99988
	99988
	99989

	3,7
	99989
	99990
	99990
	99990
	99991
	99991
	99992
	99992
	99992
	99992

	3,8
	99993
	99993
	99993
	99994
	99994
	99994
	99994
	99995
	99995
	99995

	3,9
	99995
	99995
	99996
	99996
	99996
	99996
	99996
	99996
	99997
	99997

	4,0
	99997
	99998
	99999
	99999
	99999
	-
	-
	-
	-
	-


Функция распределения нормированного нормального распределения.
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6. Критерии согласия.

  При изложении в предыдущих пунктах методов проверки гипотез всегда были известны две гипотезы: основная и конкурирующая. Однако не всегда есть основания высказывать конкурирующую гипотезу в явном виде. Часто под конкурирующей гипотезой подразумевается то, что просто не выполнена основная. В отличие от рассмотренных ранее схем конкурирующая гипотеза здесь в явном виде не высказывается и задача ставится так: согласуются ли результаты наблюдений с высказанным предположением.

  В настоящем пункте описаны именно критерии согласия. С помощью оценок функции распределения и плотности можно проверить гипотезы о том, насколько хорошо выборочные данные согласуются с теоретическими выводами о функции распределения или плотности распределения. Однако часто вид функции распределения или плотность известны, но неизвестны конкретные значения входящих в них параметров. В этом случае можно проверять гипотезы о параметрах, но вопрос о согласии с плотностью распределения может остаться открытым.      

  1. Критерий согласия относительно коэффициента корреляции.

  Пусть ранее было установлено, что значение коэффициента корреляции ρ=0,72. Последние п=12 наблюдений за теми же двумя параметрами дали следующий результат: 
[image: image659.wmf].
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 Согласуется ли новое значение (0,63) оценки коэффициента корреляции с предыдущим (0,72), которое считается точным? В соответствии с 3.2 воспользуемся наилучшими доверительными интервалами для ρ:
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  Воспользуемся нормальностью распределения z-преобразования Фишера для коэффициента корреляции и вычислим стандартное отклонение. Имеем


[image: image661.wmf],

6225

,

0

)

2075

,

0

(

3

9

/

1

9489

,

0

7414

,

0

0

-

=

-

=

-

=

-

=

z

Mz

z

z

s


где 
[image: image662.wmf].
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 Полученное отклонение 
[image: image663.wmf]0
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 меньше 
[image: image664.wmf],
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 поэтому полученные данные согласуются с полученными ранее. Поправка к Mz, равная ρ/2[(n-1)], даёт ошибку во втором знаке после запятой, поэтому её можно было бы не вычислять.
  2. Критерий согласия для плотности распределения.

  Рассмотрим более сложную ситуацию. Пусть имеем выборку объёма п для проверки определённого закона распределения ƒ(х,θ), параметры которого 
[image: image665.wmf])
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 неизвестны. Все данные разбиты на т групп по 
[image: image666.wmf],
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 в каждой так, что в группу попадают те выборочные значения 
[image: image667.wmf]i
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, которые накрываются одним из т непересекающихся интервалов 
[image: image668.wmf].
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 В каждом из интервалов подсчитаем вероятности
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где 
[image: image670.wmf]1
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 и 
[image: image671.wmf]i
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 - концы i – го интервала 
[image: image672.wmf]).
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  Для того чтобы 
[image: image673.wmf])
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 были известны, вместо параметров θ поставим их эффективные оценки 
[image: image674.wmf]q
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. Теперь можно сравнить наблюдаемые частоты 
[image: image675.wmf]i
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 попадая в каждый интервал с ожидаемыми 
[image: image676.wmf])
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. В качестве меры отклонения наблюдаемых частот от гипотетических возьмём сумму
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которая мала при хорошем согласии. Если 
[image: image678.wmf])
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 - гладкие по θ функции и число интервалов 
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, то распределение случайной величины 
[image: image680.wmf]2
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 при п→∞ сходится к распределению χ² с т-k-1 степенями свободы.

  Для больших п следует выбирать интервалы так, чтобы в каждом из них было 10 наблюдений или более, а в качестве оценок 
[image: image681.wmf]q

ˆ

 - такие, которые минимизируют сумму (4.6.1).

  Рассмотрим следующий пример. Среди п=224 уволившихся работников крупного предприятия были и рабочие, и служащие, причём служащих на предприятии 40%. Следует проверить, что время непрерывной работы а данном предприятии от поступления на него до увольнения и рабочих и служащих распределено по показательному закону. В таблице на стр. 87 приведены данные, необходимые для получения критерия χ² для смеси двух показательных распределений.

  Полученную по данным таблицы сумму 
[image: image682.wmf]68
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 следует сравнить с критической границей 
[image: image683.wmf],
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 отвечающей уровню значимости критерия α. Так как по выборке оценивались два параметра закона распределения смеси 
[image: image684.wmf]),
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 то число степеней свободы равно m-k-1=10-2-1=7, поэтому при α=0,05 квантиль является критическим значением и 
[image: image685.wmf].
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 Это критическое значение больше наблюдаемого 
[image: image686.wmf],
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 поэтому гипотезу о согласии показательного закона для стажа непрерывной работы на предприятии с эмпирическими данными можно принять.
  Рассмотрим, наконец, ситуацию, когда закон распределения только формируется. Но для предполагаемого закона сделаны k независимых выборок объёмом 
[image: image687.wmf]j
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 каждая, j=1, 2, …, k. Данные каждой выборки сгруппированы в т одинаковых групп (интервалов). Частота попадания объектов j-й выборки i-ю группу 
[image: image688.wmf]ij
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. Общее число объектов в группе 
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 а число объектов в выборке 
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  Для проверки гипотезы однородности всех выборок вычисляют статистику:
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	Интервалы 
	Частота 
	Разности частот

	
	Ожидаемая 
	Наблюдаемая 
	

	0 - 150
	61,9
	57
	-4,9

	150 – 300
	41,5
	47
	+5,5

	300 - 450
	28,3
	33
	+4,7

	450 - 600
	19,9
	21
	+1,1

	600 - 750
	14,3
	15
	+0,7

	750 - 900
	10,7
	9
	-1,7

	900 - 1200
	14,9
	11
	-3,9

	1200 – 2000
	21,5
	17
	-4,5

	2000 - 3000
	13,9
	15
	+1,1

	3000 - 9000
	17,1
	19
	+1,9
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  При справедливости предположения о совпадении законов распределения всех выборок и 
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 так, что 
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, распределение статистики 
[image: image693.wmf]2
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 хорошо изучено и сходится к распределению χ² с (k-1)(m-1) степенями свободы. Более подробно эта схема дисперсионного анализа рассматривается позже.

  3. Общая схема проверки гипотез.

  Хотя, как было показано ранее, критерии проверки гипотез очень разнообразны, их общность логической схемы. В общих чертах эта схема сводится к пяти шагам.

  1 шаг. Исходя из содержательных экономических соображений формулируют основную гипотезу Н.
  2 шаг. Задаются величиной уровня значимости критерия α, т. е. вероятностью отвергнуть основную гипотезу Н, когда она верна. Этот уровень, как правило, выбирается следующим образом. Если гипотеза очень правдоподобна и нужны веские аргументы, чтобы её отвергнуть (в данном случае – сильно несогласованные с гипотезой статистические данные), то уровень значимости выбирают очень малым, например 0,05, 0,01 или даже 0,005 и меньше. При наличии столь же правдоподобной альтернативы К уровень значимости следует выбирать равным вероятности ошибки второго рода (отвергнуть конкурирующую гипотезу К, когда она верна).

  3 шаг. Выбирают некоторую функцию – статистику ψ от результатов (будущих) наблюдений 
[image: image694.wmf]п
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 - и при обеих гипотезах (основной и конкурирующей) находят законы её распределения 
[image: image695.wmf])
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. Это самый сложный этап теоретической (математической) точки зрения.

  4 шаг. С помощью закона распределения F на основе выбранного уровня значимости (шаг 2) область возможных значений статистики разбивают на две или три части с помощью квантилей и процентных точек распределения 
[image: image696.wmf]y

F

 (на две части – при односторонней альтернативе, на три – при двусторонней). В последнем случае должны быть области неправдоподобно малых уклонений статистики и области неправдоподобно больших статистики ψ.
  5 шаг. Делают выборку 
[image: image697.wmf])
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 и по её результатам вычисляют статистику ψ (шаг 3). Выясняют, в какую из областей попадает значение 
[image: image698.wmf])
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. Если величина ψ находится в области, где правдоподобна гипотеза Н, то считают, что эксперимент не противоречит основной гипотезе Н, т. е. она принимается. Этому выводу всегда соответствуют вероятности ошибок α и β (α=β, где две гипотезы априори одинаково правдоподобны).
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V Корреляционный и регрессионный анализ.

  Корреляционный анализ и регрессионный анализ являются смежными разделами математической статистики и предназначены для изучения по выборочным данным статистической зависимости ряда величин; некоторые из них являются случайными. При статистической зависимости величины не связаны функционально, но как случайные величины заданы совместным распределением вероятностей. Исследование взаимозависимости случайных величин приводит к теории корреляции как разделу теории вероятностей и корреляционному анализу как разделу математической статистики. Исследование зависимости случайной величины от ряда неслучайных и случайных величин приводит к моделям регрессии и регрессионному анализу на базе выборочных данных.теория вероятностей и математическая статистика представляют лишь инструмент для изучения статистической зависимости, но не ставят своей целью установление причинной связи. Представления и гипотезы о причинной связи должны быть привнесены из некоторой другой теории, которая позволяет содержательно объяснить изучаемое явление. Формально корреляционная модель взаимосвязи системы случайных величин 
[image: image699.wmf])
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 может быть представлена в следующем виде: Х=f(X, Z), где Z – набор внешних случайных величин, оказывающих влияние на изучаемые случайные величины. Примером корреляционной связи является статистическая взаимосвязь между отдельными частями человеческого тела (длиной руки и длиной ноги, весом  ростом человека и т. п.), обусловленная их взаимосвязью и влиянием определённых первичных факторов, связанных прежде всего с наследственностью.

  В случае же одномерной (парной и множественной) регрессии, которая является основным предметом статистического изучения настоящего пункта, одна случайная величина (зависимая переменная Y) зависит от ряда неслучайных факторов, которые представлены независимыми переменными 
[image: image700.wmf]),
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 и от набора случайных величин Z: Y=f(x, Z).
  Примером регрессионной зависимости служит зависимость между урожайностью определённой сельскохозяйственной культуры и влияющими на неё природным и экономическим факторами. Здесь из внестатических соображений ясно, что дожди влияют на урожай, а не наоборот. Следовательно, надо изучать зависимость урожайности от дождей и других природно – экономических факторов.

  Первая часть настоящего пункта посвящён корреляционному анализу как инструменту исследования на основе выборочных данных статистической взаимозависимости. В остальных частях приводятся основные сведения по исследованию зависимости результирующих экономических показателей от детерминированных природно – экономических факторов с помощью регрессионного анализа.
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1. Введение в корреляционный анализ.

1. Парная корреляция.
  Корреляционная зависимость двух случайных величин задаётся моделью

Х=Х(Y, Z),     Y=Y(X, Z)

где Z – набор внешних случайных факторов.

  Парная корреляция занимается изучением характеристик взаимосвязи двух случайных величин. Основой получения этих характеристик служат совместное распределение случайных величин
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  Основные корреляционные характеристики уже были приведены ранее. Это коэффициент парной корреляции
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линии регрессии y по х и х по y (линии условных математических ожиданий)
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а также линии условных дисперсий, которые характеризуют, насколько точно линии регрессии передают изменение одной случайной величины при изменении другой,
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  Средние из условных дисперсий характеризуют точность прогноза одной случайной величины с помощью другой на всём диапазоне изменения последней:
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  Точные (или приближённые) прямолинейные регрессии
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задаются следующими коэффициентами:
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Если случайные величины Х и Y независимы, то ρ=0, все условные математические ожидания и дисперсии не зависят от фиксированного значения другой случайной величины и совпадают с безусловными:
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  В случае нелинейных регрессий степень концентрации распределения вблизи линии регрессии показывает корреляционное отношение
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  Как видно, корреляционное отношение меняется в пределах от 0 до 1, оно равно единице тогда и только тогда, когда 
[image: image710.wmf],

0

2

/

=

X

Y

s

 т. е. всё распределение сосредоточено на кривой регрессии (имеет место функциональная зависимость). Это отношение равно нулю тогда и только тогда, когда линия регрессии y по х представляет собой горизонтальную прямую линию, проходящую через центр распределения, т. е. если Y и Х некоррелируемы. Можно доказать, что во всех случаях 
[image: image711.wmf].

,

2

/

2

2

/

2

Y

X

X

Y

h

r

h

r

£

£

 
2. Множественная корреляция.

  При изучении корреляционной зависимости между более чем двумя случайными величинами 
[image: image712.wmf]k
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 с заданным совместным распределением используют множественные и частные коэффициенты корреляции и корреляционные отношения.

  Применение полных коэффициентов парной корреляции при множественной корреляции для изучения связи двух случайных величин может привести к неправильным выводам. Если коэффициент парной корреляции между двумя случайными величинами уменьшается или становится близким к нулю при других фиксированных случайных величинах, то можно сказать, что взаимосвязь этих случайных величин в значительной мере (или определяющим образом) имеет место благодаря третьим факторам. Если же при фиксации третьих факторов степень взаимозависимости двух случайных величин возрастает, то это означает, что эти факторы «маскировали» истинную взаимозависимость двух случайных величин.

  Частный коэффициент корреляции – это мера линейной зависимости между двумя случайными величинами из некоторой совокупности случайных величин 
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[image: image714.wmf],

)

)(

(

2

1

2

2

1

1

)

,...,

3

(

2

,

1

12

DY

DY

MY

Y

MY

Y

M

k

-

-

=

=

·

·

r

r

                            (5.1.6)

где 
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)

,...,

3

(

2

*

2

*

)

,...,

3

(

1

*

1

*

2

2

2

*

1

1

1

,

,

,

k

k

X

X

X

X

a

X

X

Y

X

X

Y

·

·

=

=

-

=

-

=

 - наилучшие линейные приближения величин 
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 коэффициенты которых определяются из следующих соотношений:
91


[image: image718.wmf].

)

(

min

,

)

(

min

3

2

0

2

3

2

0

1

å

å

=

=

-

-

-

-

k

i

i

i

k

i

i

i

X

X

M

X

X

M

a

a

a

a

a

a


  Частный коэффициент выражается через элементы корреляционной матрицы 
[image: image719.wmf],
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  Здесь 
[image: image721.wmf]ij
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 - алгебраическое дополнение элемента 
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 в корреляционной матрице.

  Выше было показано, как по различиям между полным и частным коэффициентами корреляции можно судить о зависимости 
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 между собой и от других случайных величин. Если случайные величины 
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 попарно некоррелируемы, т. е. 
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 то и все частные коэффициенты корреляции равны нулю.

  Множественный коэффициент корреляции служит мерой линейной зависимости между случайной величиной 
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 и некоторым другим набором случайных величин 
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 определяется как обычный коэффициент парной корреляции между 
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  При k=2 множественный коэффициент корреляции совпадает с обычным коэффициентом корреляции.

  Множественный коэффициент корреляции выражается через элементы корреляционной матрицы следующим образом:


[image: image735.wmf],

det

1

11

)

,...,

2

(

1

2

1

R

R

k

-

=

=

·

·

r

r

                                     (5.1.8)

где 
[image: image736.wmf]R
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 - определитель матрицы R; 
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 -алгебраическое дополнение элемента 
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 с вероятностью единица равна линейной комбинации случайных величин 
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 не коррелирована ни с одной из случайных величин 
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  Для вычисления множественного коэффициента корреляции можно также использовать следующую формулу, которая лучше поддаётся интерпретации, чем формула (5.1.8):
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  Именно это выражение оправдывает назначение коэффициента множественной корреляции как показателя тесноты линейной связи. В самом деле, чем лучше приближается случайная величина 
[image: image747.wmf]1
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 линейными комбинациями случайных величин 
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 тем ближе модуль этого коэффициента к единице; чем хуже линейное приближение, тем этот коэффициент ближе к нулю.

 Совокупность методов оценки корреляционных характеристик и проверка статистических гипотез о них по выборочным данным называется корреляционным анализом. В корреляционном анализе используют следующие основные приёмы:

1) построение корреляционного поля (двумерных и трёхмерных сечений пространства, если речь идёт о многомерном пространстве значений случайных величин 
[image: image749.wmf]k
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) и составление корреляционной таблицы;
2) построение выборочных корреляционных отношений;

3) проверку статистических гипотез о значимости вязи.

  Некоторые из этих приёмов уже были рассмотрены ранее, поэтому приведём лишь основные результаты, касающиеся методов и приёмов корреляционного анализа.

3. Анализ парной корреляции.

  При изучении по выборке 
[image: image750.wmf])
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 корреляционной зависимости двух случайных величин общую картину их взаимной изменчивости можно получить изобразив на координатной плоскости все выборочные точки. Это изображение называется корреляционным полем. На рисунке (стр. 94) приведено корреляционное поле, отражающее зависимость между ростом и весом человека.

  Если выборка небольшая, как это имеет место в примере 5.1 (рис. на стр. 94), то оценки корреляционных характеристик вычисляют непосредственно по выборочным данным с помощью следующих формул:

     оценки первых моментов
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     оценки вторых моментов
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  По этим оценкам, в свою очередь, определяются оценки коэффициента парной корреляции и приближённых линейных регрессий:
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                (5.1.13)
  В качестве примера рассмотрим расчёт корреляционных характеристик парной зависимости между длиной руки и длиной ноги наугад взятого студента – первокурсника. 
○ Пример 5.1. Исходные данные приведены в таблице (стр. 96). Для расчёта корреляционных характеристик воспользуемся формулами (5.1.10) - (5.1.12).

  Используя таблицу, прежде всего находим среднеарифметические выборочных значений. Имеем
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  Вычислив отклонения от средних, одноимённые отклонения возведём в квадрат, разноимённые – перемножим. Суммируя, имеем:
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  Используя приведённые выше суммы, получаем:
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  Теперь можно определить эмпирический коэффициент корреляции и оценки коэффициентов приближённой прямолинейной регрессии:


[image: image758.wmf].
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  Соответствующие прямолинейные регрессии изображены на рис. на стр. 94.●
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	Номер

наблюдения
	Рост, см
	Вес, см

	
	
[image: image759.wmf]j

х


	
[image: image760.wmf]x

х

j

-


	
[image: image761.wmf]j

y


	
[image: image762.wmf]y

y

j

-



	1
	165
	-9,7
	72,9
	9,9

	2
	171
	-3,7
	48,4
	-14,6

	3
	182
	7,3
	66,3
	3,6

	4
	165
	-9,7
	64,1
	1,1

	5
	183
	8,3
	62,7
	-0,3

	6
	180
	5,3
	76,0
	13

	7
	183
	8,3
	72,8
	9,8

	8
	166
	-8,7
	50,6
	-12,4

	9
	173
	-1,7
	52,3
	-10,7

	10
	184
	9,3
	68,6
	5,6

	11
	168
	-6,7
	52,6
	-10,4

	12
	164
	9,3
	72,8
	9,8

	13
	170
	-4,7
	61,6
	-1,4

	14
	174
	-0,7
	66,8
	3,8

	15
	172
	-2,7
	56,5
	-6,5

	Ʃ
	2620
	
	945
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  Если выборочных данных много, то их объединяют в корреляционную таблицу, в каждой клетке которой указывают число попавших в неё выборочных данных 
[image: image763.wmf]km

n

. Клетке таблицы соответствует на корреляционном поле прямоугольник с координатами центра:
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где 
[image: image765.wmf]y
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 - число равных интервалов длины ∆х,∆y, на которые разбиты области выборочных значений случайных величин X, Y.

  При использовании данных корреляционной таблицы формулы (5.1.10) и (5.1.11) принимают следующий вид (они отличаются от предыдущих на погрешность округления, возникшую в результате замены координат каждой выборочной точки координатами центра прямоугольника, в который эта точка попала):
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где 
[image: image767.wmf].
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  По данным корреляционной таблицы можно построить эмпирические линии регрессии:
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  Если линии эмпирической регрессии заметно отклоняются от линейной формы, то в качестве меры связи необходимо использовать выборочные корреляционные отношения
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  Величину 
[image: image770.wmf]2
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 используют в качестве индикатора отклонения регрессии от линейной.
  Проверка гипотезы о значимости связи основывается на распределениях выборочных корреляционных характеристик. В том случае, если совместное распределение случайных величин X, Y нормальное, выборочный коэффициент корреляции значимо отличается от нуля, если
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где 
[image: image772.wmf])
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 - критическое значение распределения Стьюдента с п-2 степенями свободы, соответствующее уровню значимости р.

  Если связь значима, то для истинного коэффициента корреляции имеет место следующий приближённый доверительный интервал (при больших выборках):
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где 
[image: image774.wmf]p

u

 - критическая граница для нормального распределения, соответствующая уровню значимости р.

4. Анализ множественной корреляции.

  В случае множественной корреляции основой статистического анализа служит  матрица выборочных значений 
[image: image775.wmf];
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 п – объём выборки, k – число рассматриваемых случайных величин. Для анализа парной зависимости могут быть использованы формулы, приведённые выше для анализа парных корреляций. Однако парная зависимость осложнена влиянием других случайных величин. Поэтому наряду с корреляционной матрицей, состоящей из коэффициентов парных корреляций, и с другими характеристиками парной корреляции необходимо использовать и выборочные характеристики множественной корреляции – частные и множественные коэффициенты корреляции.
  Выборочную оценку коэффициента частной корреляции случайных величин 
[image: image776.wmf],
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 если исключено влияние остальных случайных величин 
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 можно получить с помощью следующего выражения [аналога выражения (5.1.7)]:
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где 
[image: image779.wmf]ij

R

ˆ

 - алгебраическое дополнение элемента 
[image: image780.wmf]ij

r

ˆ

 выборочной корреляционной матрицы 
[image: image781.wmf]R

ˆ

.
  Сравнивая выборочный полный и частный коэффициенты парной корреляции 
[image: image782.wmf]ij
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ˆ

 и 
[image: image783.wmf]·
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, можно делать выводы о том, насколько взаимозависимость между величинами 
[image: image784.wmf]j
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 вызвана их собственной взаимосвязью и зависимостью каждой из них от других случайных величин (разные варианты таких выводов были даны в начале настоящего пункта).

  В качестве выборочной оценки коэффициента множественной корреляции используют выражение
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где 
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 -полная выборочная дисперсия случайной величины 
[image: image787.wmf];
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[image: image789.wmf]1
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 - наилучшие линейные приближения выборочных значений 
[image: image790.wmf]1
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 выборочными значениями 
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  Здесь 
[image: image793.wmf]k

a

a

a

ˆ

,...,

ˆ

,

ˆ

2

0

 определены методом наименьших квадратов:
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  Подробнее определение оценок коэффициентов линейной регрессии и их свойства рассмотрены в последующих пунктах.

  Чем ближе значение выборочного коэффициента множественной корреляции к 1, тем лучше приближается случайная величина линейными комбинациями случайных величин 
[image: image795.wmf].
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2. Регрессионные модели как инструмент анализа и прогнозирования экономических явлений.
  Для описания, анализа и прогнозирования явлений и процессов в экономике применяют математические модели в форме уравнений или функций. Модель экономического объекта (или производственного процесса), отражая основные его свойства и абстрагируясь от второстепенных, позволяет судить о его поведении в определённых конкретных условиях.

  В случае применения регрессионных моделей результат действия экономической системы или объекта в виде одного или нескольких выходных показателей представляется как функция влияющих на него факторов. Некоторые из этих факторов оказывают существенное влияние на результат, другие – весьма незначительное. Как правило, существенных факторов немного, в то время как несущественных достаточно большое число, поэтому последними полностью пренебрегать нельзя. Как известно из политэкономии, источником любого богатства является труд (прошлый или настоящий). Поэтому к числу основных факторов при изучении экономического объекта относят обычно настоящий труд (или трудовые ресурсы в той или иной мере), прошлый труд (энергия, сырьё, материалы, оборудование, здания, сооружения и т. д.). Вместе с тем труд прилагается при определённом состоянии внешней среды, т. е. при определённых природных условиях, поэтому соответствующие факторы также должны найти отражение в модели.

  В процессе производства и распределения продукции имеют место массовые многократно повторяющиеся события, например многократное изготовление одинаковых деталей, узлов, машин в крупносерийном производстве, многократно повторяющиеся акты продажи в продовольственных и промтоварных магазинах. Несмотря на динамизм экономики и её отдельных частей, на протяжении относительно небольших временных периодов и в пределах относительных экономических подсистем имеет место стабильность в условиях совершения массовых событий. По крайней мере (особенно при прогнозировании), подразумевается возможность многократного повторения производственной ситуации, быть может, при других значениях существенных и несущественных факторов, однако при относительно стабильном комплексе внешних условий.

  Таким образом, приходим к следующей теоретико – вероятностной схеме. Результирующий показатель у является функцией существенных 
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  Исходя из предположения эволюторности (несмотря на инерциальность поведения экономических систем, особенно больших, возможны и резкие изменения в связи с достижениями научно – технического прогресса 
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(например, появление новой технологии), в новых условиях надо рассматривать другую функцию) поведения экономической системы на относительно небольшом временном интервале и при сравнительно малых изменениях переменных, с помощью разложения в ряд Тейлора получаем:
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где о(∆) – бесконечно малая величина большего порядка малости, чем ∆; 
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 - набор значений факторов, в окрестностях которого изучается поведение экономического объекта.

  В случае независимости случайных факторов, их относительной малости (в смысле влияния на результат) и достаточно большом числе, согласно центральной предельной теореме теории вероятностей, получаем, что случайная составляющая
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распределена по закону, близкому к нормальному с параметрами 
[image: image803.wmf].
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 Если эти предположения нарушаются, то возможно образование другого распределения.

  Детерминированная составляющая регрессионной модели
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при небольших изменениях независимых переменных (значений существенных детерминированных факторов) является линейной функцией. Если интервалы изменения независимых переменных увеличиваются, то в случае несущественной нелинейности функции следует рассмотреть её разложение в ряд Тейлора более высокого порядка:
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  Введя новые переменные 
[image: image806.wmf],
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 вновь получим линейную детерминированную составляющую регрессионной модели


[image: image807.wmf]].
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  В принципе с помощью полиномов можно с высокой степенью приближения описать любую достаточно «гладкую» (эволюторную) функцию, однако это связано с появлением большого числа коэффициентов, которые надо определять на основании нового объёма исходных данных. Поэтому в случае невозможности линеаризировать функцию (разлагая в ряд или преобразуя) при небольшом числе коэффициентов используют методы нелинейного оценивания. Здесь в основном рассматриваются методы линейного оценивания. Приведено введение в методы нелинейного оценивания. 
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3. Парная линейная регрессия.

  В этом случае имеется только один детерминированный фактор х и линейная регрессионная модель записывается следующим образом:

[image: image808.wmf];
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где 
[image: image810.wmf])
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 - детерминированная составляющая; 
[image: image811.wmf])
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 - значение детерминированной составляющей в стандартной точке; 
[image: image812.wmf]1

a

 - теоретический коэффициент регрессии, показывающий, насколько изменится детерминированная составляющая, если фактор изменится на единицу; ε – случайная составляющая с независимыми значениями, 
[image: image813.wmf].
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  Оценка параметров регрессии 
[image: image814.wmf]1
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 в условиях конкретной ситуации проводится по статистической совокупности, которая рассматривается в качестве выборки:
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где п – число единиц совокупности (наблюдений) или объём выборки.

  Как будет показано далее, удобнее всего в качестве стандартной точки выбирать среднее арифметическое выборочных значений 
[image: image816.wmf]x
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при этом


[image: image819.wmf].
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  Для того чтобы определить два коэффициента регрессии по правилам детерминированной математики, необходимы два уравнения, однако в условиях вероятностной ситуации этого недостаточно, так как требуются дополнительные уравнения для определения главных характеристик случайной составляющей. В данном случае имеется п уравнений (п>2)
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где 
[image: image821.wmf]j
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 - реализация случайной составляющей, или те же п уравнений, но записанных в другой форме:
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  Статистические оценки 
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 параметров регрессии 
[image: image824.wmf]1
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 выбираются таким образом, чтобы эмпирические значения детерминированной составляющей 
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 как можно ближе приближались к фактическим значениям результирующего признака 
[image: image826.wmf]j
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. В качестве меры близости обычно
выбирают сумму квадратов отклонений, реже – сумму модулей отклонений.
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  Выбор той или иной формы меры близости определяется статистическими свойствами случайной составляющей. Так, если случайная составляющая имеет нормальное распределение, то оценки, обладающие наилучшими свойствами, получают с помощью метода наименьших квадратов (МНК).

  При распределении случайной составляющей по закону Лапласа (случайная величина Х имеет распределение Лапласа, если её плотность равна 
[image: image827.wmf],
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 где α, β – параметры) следует использовать метод минимальных отклонений, а в случае равномерного распределения – критерий минимизации максимальных отклонений.

  Наиболее прост и в определённом смысле наиболее универсален метод наименьших квадратов, который и используется ниже для расчётов. Прежде всего составим сумму квадратов отклонений как функцию возможных, но не известных параметров 
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0

,

a

a

:

[image: image829.wmf].

)

(

)

,

(

1

2

1

0

1

0

å

=

-

-

=

n

j

j

j

x

y

Q

a

a

a

a

                                     (5.3.7)

  Для минимизации функции необходимо приравнять нулю частные производные по параметрам. Имеем

[image: image830.wmf].
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  Получаем следующую систему из двух уравнений, которая называется системой нормальных уравнений:
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  Из первого уравнения получаем


[image: image832.wmf].
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  Подставляя это значение во второе уравнение, определяем оценку и другого коэффициента:
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  Перейдя к стандартным обозначениям, имеем
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  Эмпирическая линия регрессии имеет уравнение


[image: image835.wmf]),
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т. е. проходит через точку с координатами 
[image: image836.wmf]).
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  Полученные с помощью метода наименьших квадратов оценки параметров регрессии являются несмещёнными и состоятельными. В самом деле, представим каждую из этих оценок в виде суммы детерминированной и случайной составляющих:


[image: image837.wmf].
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  Так как 
[image: image838.wmf],
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 т. е. оценки не смещены.

  Эти оценки имеют следующие дисперсии и ковариацию:


[image: image840.wmf].
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  Следовательно, первая оценка всегда состоятельна, а вторая состоятельна в том случае, когда 
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  Можно также показать, что рассматриваемые оценки являются эффективными (т. е. имеющими минимальную дисперсию) в классе линейных несмещённых оценок.

  Построим теперь несмещённую оценку дисперсии случайной составляющей. Оценками реализации случайной составляющей 
[image: image843.wmf]j

e

 служат отклонения фактических значений 
[image: image844.wmf]j
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 от выравненных 
[image: image845.wmf];
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 обозначим эти отклонения через 
[image: image846.wmf].
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  Оценки коэффициентов регрессии не смещены и 
[image: image848.wmf]0
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 поэтому 
[image: image849.wmf].
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 Представляется естественным строить оценку дисперсии на базе суммы квадратов отклонений 
[image: image850.wmf].
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  Определим теперь коэффициент при этой сумме, при которой оценка дисперсии является несмещённой. Согласно (5.3.13), имеем
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поэтому 
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и окончательно


[image: image853.wmf]).
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  Таким образом, получена следующая несмещённая оценка дисперсии случайной составляющей:
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 При проверке гипотез и построении доверительных интервалов для параметров регрессии и всего уравнения в целом необходимо знать распределения соответствующих величин. Если случайные составляющие 
[image: image855.wmf]j

e

 распределены нормально, то оценки параметров регрессии и детерминированной составляющей, являющиеся линейными функциями 
[image: image856.wmf]j

e

, i = 1, …, п, также распределены нормально (в общем случае при достаточно слабых ограничениях на 
[image: image857.wmf]j
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 и 
[image: image858.wmf]j
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, j=1, …, п, МНК – оценки параметров регрессии и детерминированной составляющей являются асимптотически нормальными и эффективными). При этом сумма квадратов отклонений 
[image: image859.wmf]å
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 распределена по закону 
[image: image860.wmf]2

c

 с п-2 степенями свободы. Поэтому при построении доверительных интервалов следует воспользоваться распределением Стьюдента с п-2 степенями свободы.

  Используя (5.3.13), получаем следующие доверительные интервалы для параметров регрессии:
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где 
[image: image862.wmf]p

t

 - критическая граница распределения Стьюдента с п-2 степенями свободы, соответствующая уровню значимости р. 

  В действительности может оказаться, что фактор х не влияет на результирующий признак, что эквивалентно 
[image: image863.wmf]0
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, однако при этом выборочный коэффициент 
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, вообще говоря, отличен от нуля. Для проверки  существенности отклонения 
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 от нуля служит критерий значимости. Рассматривается гипотеза 
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 Затем рассчитывается эмпирическая значимость
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которая сравнивается с теоретической значимостью 
[image: image869.wmf]p
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 то с вероятностью ошибки р принимается гипотеза 
[image: image871.wmf]0

H

, в противном случае, т. е. при 
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 принимается гипотеза 
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 фактор х исключается из модели и тем самым принимается, что наилучшее описание системы наблюдений – с помощью среднего арифметического 
[image: image875.wmf].
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  В качестве меры того, насколько хорошо регрессия описывает данную систему наблюдений, служит коэффициент детерминации, при этом за базу сравнения принято описание с помощью среднего арифметического. Составляющая следующие суммы квадратов отклонений:
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 - выравненных значений от среднего арифметического фактических значений
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при этом имеет место равенство
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поскольку
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а последняя сумма равна нулю:
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  Коэффициент детерминации есть отношение объяснённой части вариации ко всей вариации в целом, поэтому из (5.3.17) имеем
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  Таким образом, чем «ближе» этот коэффициент к 1, тем лучше описание, разумеется если при этом модель методически правильна.

  Сами расчёты и проверка достоверности полученных оценок коэффициентов регрессии не являются самоцелью, это лишь необходимый промежуточный этап. Основное – это использование модели для анализа и прогноза поведения изучаемого экономического явления. Прогноз осуществляется подстановкой значения фактора х в оценку детерминированной составляющей:
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  Это точечная оценка детерминированной составляющей 
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 необходимо найти дисперсию точечной оценки 
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последнее равенство верно, поскольку
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  Окончательно получаем следующий доверительный интервал для прогностического значения 
[image: image889.wmf]x
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 детерминированной составляющей:
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  Рассмотрим конкретный пример расчёта параметров парной регрессии и прогноза по полученному уравнению эмпирической регрессии.
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○ Пример 5.1. Исследуем зависимость розничного товарооборота (млн. руб.) магазинов от среднесписочного числа работников. Товарооборот как результирующий признак обозначим через у, а среднесписочное число работников (чел.) как независимую переменную (фактор) – через х. На объём товарооборота влияют факторы (объём основных фондов, их структура, площади торговых залов и подсобных помещений, расположение магазинов по отношению к потокам покупателей и др.). Предположим, что в исследуемой группе магазинов значения этих последних факторов примерно одинаковы, поэтому влияние различия их значений на изменении объёма товарооборота сказывается незначительно. В таблице (стр. 110) во втором и третьем столбцах приведены значения объёмов розничного товарооборота и среднесписочного числа работников, а в следующих столбцах приведены значения расчётных величин, необходимых для определения оценок коэффициентов регрессии и дисперсии случайной составляющей (
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  Найдя по итогам второй и третьей колонок средние 
[image: image892.wmf],
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 последовательно заполняем 4 – 8-й столбцы и подводим итоги по этим столбцам. Теперь можно определять эмпирические коэффициенты регрессии. По формулам (5.3.10) находим следующие точечные оценки коэффициентов регрессии:
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  Значение нулевого коэффициента 
[image: image894.wmf]0
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 представляет собой ординату эмпирической линии регрессии в точке 
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 а коэффициент регрессии 
[image: image896.wmf]019
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 - угловой коэффициент этой прямой линии. На рисунке (стр. 111) изображены система соединённых штриховой линией точек наблюдений и прямая эмпирической регрессии. Если не учитывать, что мы имеем не теоретическую, а эмпирическую линию регрессии (которая действительно является приближением теоретической линии регрессии), то коэффициент 
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 показывает, что увеличение среднесписочной численности на одного человека приводит к увеличению объёма товарооборота в среднем на 19,24 тыс. руб. Это своего рода эмпирический норматив приростной эффективности использования работников данной группы магазинов. Если увеличение численности на одного работника приводит к меньшему росту объёма товарооборота, то приём его на работу необоснован.

  Теперь можно вычислить выравненные значения (значения ординат эмпирической линии регрессии)
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	Порядковый
Номер

Магазина
	х
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	∆х
	∆у
	(∆х)²
	∆у·∆х
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	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11

	1
	73
	0,5
	-40
	-0,7
	1600
	28
	0,49
	0,43
	0,07
	0,0049

	2
	85
	0,7
	-28
	-0,5
	784
	14
	0,25
	0,661
	0,039
	0,0015

	3
	102
	0,9
	-11
	-0,3
	121
	3,3
	0,09
	0,998
	-0,088
	0,0077

	4
	115
	1,1
	2
	-0,1
	4
	-0,2
	0,01
	1,239
	-0,139
	0,0193

	5
	122
	1,4
	9
	0,2
	81
	1,8
	0,04
	1,373
	0,027
	0,0007

	6
	126
	1,4
	13
	0,2
	169
	2,6
	0,04
	1,45
	-0,05
	0,0025

	7
	134
	1,7
	21
	0,5
	441
	10,5
	0,25
	1,604
	0,096
	0,0092

	8
	147
	1,9
	34
	0,7
	1156
	23,8
	0,49
	1,854
	0,046
	0,0021

	Итого
	904
	9,6
	0
	0
	4356
	83,8
	1,66
	1,199
	0,001
	0,0479
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и заполнить 9, 10 и 11-й столбцы. Итог 11-го столбца, в свою очередь, позволяет получить оценку дисперсии случайной составляющей:
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  Знание дисперсии случайной составляющей позволяет проверить статистические гипотезы о параметрах регрессии и уравнении в целом, а также строить интервальные оценки параметров регрессии и прогноза по уравнению регрессии.

  Для проверки гипотезы о том, значимо ли отличается от нуля выборочный коэффициент 
[image: image903.wmf]1
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, находим, согласно (5.3.17), эмпирическую значимость коэффициента
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которую теперь надо сравнить с теоретическим значением 
[image: image905.wmf]),
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 найденным из таблицы распределения Стьюдента. Выбираем уровень значимости равным 5% (т. е. с вероятностью 0,05 мы допускаем отклонение гипотезы 
[image: image906.wmf],
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 когда она на самом деле верна); тогда по таблице находим 
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 Эмпирическая значимость (14,198) существенно больше теоретической (2,447), поэтому 
[image: image908.wmf]1
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 значимо отличается от нуля, т. е. принимаем гипотезу 
[image: image909.wmf].
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  Этот же вывод подтверждается и высоким значением коэффициента детерминации
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который показывает, что в исследуемой ситуации 97,1% общей вариабельности розничного товарооборота объясняется изменениями числа работников, в то время как на все остальные факторы приходится лишь 2,9% вариабельности. Этот статистический вывод не абсолютен. Допустим, что в магазинах исследуемого типа стало больше работников, при этом предельная эффективность работника упадёт, а на первый план выходит влияние других факторов. По – видимому, это прежде всего доля дефицитных товаров в ассортименте и комплекс всех факторов, который характеризует культуру обслуживания.
  Построим интервальные оценки параметров регрессии 
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 Здесь середины интервалов являются точечными оценками коэффициентов регрессии, которые уже рассчитаны: 
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[image: image914.wmf].
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 При выборе уровня значимости 5% 
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 только найти стандартные ошибки коэффициентов регрессии. Согласно (5.3.14), имеем
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заменяя σ на 
[image: image917.wmf],
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 получаем
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  Отсюда окончательно получаем, что с вероятностью 0,95 истинные значения параметров лежат в пределах
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  Найденные отклонения фактических значений от выравненных (столбец 10) позволяют провести сравнительный анализ работы различных магазинов рассматриваемой группы. Прежде всего необходимо обратить внимание на магазины с отрицательным отклонением (3, 4, 6-й). Особенно велико отклонение 4-го магазина. В реальной ситуации необходимо внимательно обследовать эти магазины и установить причины отклонения фактического значения товарооборота от выравненного («нормативного» значения). В данной ситуации это может быть расположение магазина в стороне от основных потоков покупателей, плохое снабжение товарами повышенного спроса, устаревшее оборудование, неудовлетворённый кадровый состав и т. п. При чисто статистическом анализе при сделанных выше предположениях и на основе имеющихся данных приходим к выводу, что в этих магазинах, по – видимому, имеются резервы в организации труда работников. Напротив, в магазинах 1, 2, 5, 7, 8 работники используются эффективнее статистического норматива, но может оказаться, что эти магазины объективно находятся в лучших условиях.

 Полученное уравнение регрессии может быть использовано для прогноза. В частности, пусть намечается открытие магазина такого же типа с численностью работников х=140 чел., тогда достаточно обоснованный план товарооборота следует установить по уравнению регрессии
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  С точки зрения принятой теоретической схемы полученный прогноз является лишь точечной оценкой истинной детерминированной составляющей 
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поэтому получаем следующий доверительный интервал для теоретического значения прогноза:
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4. Множественная линейная регрессия.

  В случае линейной множественной регрессии модель имеет следующий вид:
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или
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где 
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 - детерминированная составляющая, зависящая от факторов
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[image: image934.wmf])
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 - значение детерминированной составляющей в стандартной точке 
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[image: image937.wmf]i
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 - коэффициент регрессии при i  - м факторе, показывающий, насколько изменится детерминированная составляющая, если i – й фактор изменится на единицу; ε – случайная составляющая с независимыми значениями, Мε=0, Dε=σ². Оценка параметров регрессии 
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 осуществляется по выборочным значениям результирующего признака и факторов 
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 При наличии конкретной выборки целесообразно, как было показано ранее, в качестве стандартной выбрать точку, координатами которой служат средние арифметические выборочных значений факторов 
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  При изучении множественной регрессии используется тот же подход, что и при изучении парной регрессии. Прежде всего определим оценки метода наименьших квадратов:
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  Таким образом, для определения (k+1) – й оценки параметров регрессии получена система k+1 нормального уравнения
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  Если выразить 
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 из первого уравнения
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и подставить в другие нормальные уравнения, то для определения оценок остальных k параметров получим следующую систему из k уравнений:
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или [в обозначениях (5.4.3)]
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  Все дальнейшие расчёты и построения удобнее выполнять в матричной форме. Введём следующие матричные обозначения (слева от обозначения матрицы указаны её размеры):
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 - вектор – столбец выборочных значений результирующего признака и центрированных значений;
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- матрица значений факторов, включая единичный столбец, отвечающий свободному члену; 
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 - матрица центрированных значений факторов;
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 - матрица нормальных уравнений в центрированной форме;
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 - матрица, обратная к матрице нормальных уравнений;


[image: image953.wmf][

]

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

=

´

+

k

k

a

a

a

a

M

1

0

,

1

)

1

(


 - вектор – столбец всех параметров регрессии;
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 - вектор – столбец параметров регрессии с начальным параметром 
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 - вектор – столбец отклонений фактических от выравненных значений;
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 - вектор – столбец выборочных реализаций случайной составляющей с ковариационной матрицей 
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матрица (п×п), а штрих здесь и далее означает транспортирование. В матричном виде модель в форме (5.4.2) записывается так:
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система нормальных уравнений имеет вид
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а в форме (5.4.4) – в виде
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и система нормальных уравнений такова:
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  Из (5.4.10) получаем решение нормальных уравнений в форме 
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  Используя (5.4.9), разложим оценки на детерминированную и случайную составляющие. Имеем
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  В первом равенстве воспользовались тем свойством, что
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  Как видно из (5.4.12), оценки параметров регрессии являются несмещёнными. Кроме того, оценка 
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поскольку 
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  Оценка 
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и поэтому состоятельна.

  Найдём теперь ковариационную матрицу оценок остальных параметров регрессии:
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  Из (5.4.15), в частности, вытекает, что
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и, следовательно, оценка состоятельна при 
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 В частности, если наблюдения факторов расположены таким образом, что матрица нормальных уравнений диагональна, то 
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  Рассмотрим теперь сумму квадратов отклонений 
[image: image980.wmf]j
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 фактических значений от выравненных значений. Имеем в форме (5.4.1), используя (5.4.8),

[image: image981.wmf],

)

(

)

(

)

(

ˆ

ˆ

/

1

/

/

1

/

e

e

e

e

a

e

a

a

e

a

H

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

Y

Y

e

=

-

=

=

+

-

+

=

-

+

=

-

=

-

-


где 
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  Матрица Н симметрична и обладает следующим свойством:
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поэтому получаем


[image: image984.wmf].

)

ˆ

(

2

/

/

/

/

1

2

1

2

e

e

e

e

e

e

H

M

H

M

H

H

M

e

Me

e

M

y

y

M

n

j

j

n

j

j

j

=

=

=

=

=

-

å

å

=

=


  Так как 
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где tr(H) – сумма диагональных элементов матрицы Н. Так как
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то окончательно получаем
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и тем самым
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является несмещённой оценкой дисперсии случайной составляющей, а величина 
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 если случайная составляющая нормальна, распределена по закону χ² с n-k-1 степенями свободы.

  Последний факт и соотношения (5.4.16) позволяют проверять гипотезы о значимости выборочных коэффициентов регрессии. Если расчётная значимость коэффициента
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меньше по модулю теоретической значимости 
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ошибки, равной р. Теоретическая значимость – критическая граница распределения Стьюдента с n-k-1 степенями свободы. Если выборочный коэффициент 
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 оказался незначимым, то соответствующий фактор выводится из модели. В ряде работающих программных систем на ЭВМ принят следующий алгоритм последовательного исключения факторов из модели. На каждом этапе рассчитываются эмпирические значимости всех коэффициентов регрессии 
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 Эти значимости ранжируются по значениям их модулей, и если минимальное значение меньше теоретической значимости, то соответствующий фактор выводится из модели и расчёты повторяются. Как только все факторы оказались значимыми, то расчёты завершаются.

  Качество всей модели в целом определяется по критерию Фишера: если
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то уравнение в целом незначимо, в противном случае – значимо. Здесь 
[image: image999.wmf])
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 - критическая граница распределения Фишера с k, n-k-1 степенями свободы, соответствующая уровню значимости р.

  Аналогично парной регрессии может быть рассчитан коэффициент детерминации как доля объяснённой вариации в общей вариации:
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  Знание распределений и дисперсий оценок параметров регрессии позволяет построить доверительные интервалы для их теоретических значений:
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  Наибольший интерес представляет использование модели регрессии для прогноза. Точечный прогноз получаем постановкой прогностических значений факторов в уравнение эмпирической регрессии
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  Чтобы получить доверительный интервал для теоретической детерминированной составляющей, необходимо найти дисперсию точечного прогноза:
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      (5.4.21)

  Здесь мы использовали формулы (5.4.13), (5.4.16).

  Из (5.4.11) получаем следующий доверительный интервал для детерминированной составляющей:
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  В матричной форме легко получить оценки параметров регрессии и в том случае, когда значения случайной составляющей являются зависимыми, т. е. 
[image: image1005.wmf].
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 Введя новые переменные 
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сводим задачу к предыдущей, поэтому имеем


[image: image1007.wmf].

)

(

,

)

(

ˆ

1

1

/

ˆ

1

/

1

1

/

-

-

-

-

-

G

=

G

G

G

=

X

X

X

X

X

e

a

e

e

a


  В частности, в случае пространственно – временной выборки случайную составляющую естественно представить как сумму двух компонент
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[image: image1009.wmf]
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  Обратная матрица также имеет блочно – диагональную структуру:
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  Метод максимума правдоподобия (ММП) приводит к следующим оценкам:
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где 
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  Если выборочные значения факторов приближённо ортогональны, то можно вывести следующие формулы для дисперсий оценок МНК и ММП:
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где 
[image: image1015.wmf],
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 откуда видно, что оценка ММП, учитывающая структуру ковариационной матрицы, более эффективна, чем оценка метода наименьших квадратов. В целом обе эти оценки асимптотически эффективны. Можно также показать, что оценки, полученные по пространственной выборке осреднением данных по времени, менее точны, чем приведённые выше, поэтому использование пространственно – временных выборок расширяет возможности пространственных выборок.
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5. Особенности практического применения регрессионных моделей.

  Регрессионная модель, как и всякая другая математическая модель, отражая основные свойства изучаемого экономического явления или объекта, не в состоянии полностью воспроизвести его поведение. Но даже то, что исследователь наметил отразить, трудно сделать в условиях реальной экономической ситуации. Всё дело в том, что в распоряжении исследователя имеются данные о фактической траектории экономического объекта либо совокупности участков траекторий ряда сходны объектов. При этом значения факторов, не расположены так, чтобы оценки параметров регрессии оказались самыми точными и чтобы исследователь получил ответ на вопросы о влиянии всех интересующих его факторов отдельно и во взаимодействии на результирующий признак. Последнего можно добить только в условиях контролируемого (планируемого) эксперимента, когда значения факторов можно выбирать по усмотрению исследователя, но при этом, разумеется, нельзя полностью воспроизвести условия реальной экономической ситуации.
  Например, при изучении влияния минеральных удобрений на урожайность по фактическим значениям урожайности конкретной сельскохозяйственной культуры и фактическим дозам внесения минеральных удобрений под эту культуру на единицу площади в рамках определённой совокупности сходных хозяйств может оказаться, что коэффициент регрессии по этому фактору незначим, а это при прямолинейной трактовке служит основанием для вывода: минеральные удобрения не влияют на урожайность. На самом деле это, конечно, совсем не так. Более тщательное изучение всех условий, формирующих результирующий показатель и значения факторов, поможет выяснить обстоятельства неправильного вывода. Так, может оказаться, что во всех этих хозяйствах внесение минеральных удобрений находится примерно на одинаковом уровне и практически не сказывается на вариабельности результирующего признака. Могут быть и другие особенности, например с увеличением внесения удобрений на единицу площади в меньшей степени соблюдаются агротехнические условия внесения и т. п.

  Итак, необходимо, чтобы в условиях конкретной выборки каждый из введённых в модель факторов обладал достаточной вариабельностью (в смысле влияния на результат). Это можно выяснить, исключая данный фактор из модели и сравнивая полученные до и после исключения коэффициенты детерминации и F – отношения (не забывая при этом о возможном взаимодействии исключённого фактора с другими). Существенность влияния фактора в конкретных условиях определяется также его значимостью.
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Следующим осложняющим обстоятельством является мультиколлинеарность факторов, т. е. такое расположение их выборочных значений, при котором последние близко прилегают к некоторой гиперплоскости в пространстве факторов. Применительно к нормальным уравнениям это означает, что их определитель близок к нулю и поэтому уравнения практически нельзя решить. Наиболее распространённые в таких случаях следующие приёмы: исключение одного из двух сильно связанных с факторов, переход от первоначальных факторов к их главным компонентам, число которых может быть меньше, затем возвращение к первоначальным факторам. Другим приёмом является так называемая гребневая регрессия с получения ридж – оценок. Суть приёма состоит в усилении обусловленности матрицы нормальных уравнений добавлением неотрицательных чисел к её диагональным элементам 
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                                             (5.5.1)
при этом, естественно, оценки получают смещение, однако появляется возможность более устойчивого их определения.

  Особым случаем мультиколлинеарности при использовании временных выборок является наличие в составе переменных линейных или нелинейных трендов. В этом случае теория рекомендует сначала выделить и исключить тренды, а затем определить параметры регрессии по остаткам, при этом используется следующая теоретико – вероятностная схема:
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                          (5.5.2)

  В этой схеме y(t), xi(t) – регулярные функции времени, т. е. тренды зависимой и независимых переменных, а 
[image: image1018.wmf]ti
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 - отклонения от трендов. В условиях прогноза по тренду приходится считать эти отклонения выборочными значениями случайных величин, однако при рассмотрении регрессии в остатках отклонения от трендов независимых переменных рассматриваются как детерминированные, а отклонение от тренда зависимой переменной расчленяется на детерминированную (регрессию по остаткам независимых переменных) и случайную составляющие.

  Игнорирование наличия трендов в зависимой и независимой переменных на результирующий признак, что получило название ложной корреляции. В качестве примера явно выделим ложную корреляцию в случае парной регрессии по динамическим рядам зависимой и независимой переменных, содержащих тренды:


[image: image1019.wmf],

,

,

,

,

t

t

t

t

t

t

t

t

r

r

r

r

t

x

t

y

x

y

x

h

x

h

q

q

×

+

=

                                        (5.5.3)
где 
[image: image1020.wmf]t
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 - эмпирические коэффициенты корреляции первоначальных переменных и их отклонений от трендов; 
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 - эмпирические коэффициенты корреляции перемещения со временем; 
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- доли вариации остатков в общей вариации зависимой и независимой переменных.
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  Как видно из формулы (5.5.3), эмпирический коэффициент корреляции переменных распадается на произведение эмпирических коэффициентов корреляции переменных по времени (ложная корреляция) и на часть, обусловленную истинной корреляцией в форме эмпирического коэффициента корреляции остатков.

  Наиболее часто в практических исследованиях возникает вопрос: сколько надо наблюдений для надёжного определения параметров регрессии? Однозначного ответа на этот вопрос нет. Выше было показано, что очень многое зависит от расположения выборочных значений факторов. Далее в этом пункте подробнее будут рассмотрены осложняющие обстоятельства, связанные со случайной составляющей. Будем предполагать, что случайная составляющая удовлетворяет стандартным условиям, сформулированным ранее, а матрица нормальных уравнений достаточно обусловлена. Последнее означает, что можно перейти от первоначальных к ортогональным факторам, например к главным компонентам в том же количестве. Далее будем считать, что это уже сделано.

  Выбор числа наблюдений определяется требованиями к точности и надёжности оценок параметров, что аккумулируется в конечном счёте в размере доверительного интервала прогноза. Таким образом, из требований к точности прогноза и вытекает требование на число наблюдений. Обозначим требуемый размер половины доверительного интервала через 
[image: image1023.wmf]s
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 - оценка дисперсий случайной составляющей. Достижение этой желаемой точности определяется как объём выборки, так и расположением прогностических значений факторов. Чем более разнесены последние от средних выборочных значений, тем меньше точность прогноза. Выберем определённые уровни отклонения, пропорциональные отклонениям выборочных факторов:
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  При указанных условиях необходимый объём выборки, согласно (5.4.21), при ортогональности выборочных значений факторов определяется из следующего соотношения:
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[image: image1028.wmf].

1

1

2

2

2

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

å

=

k

i

i

p

h

t

n

q

                                                  (5.5.4)
  Из формулы (5.5.1), в частности, вытекает, что при h=1, 
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 на каждый фактор должно приходиться по четыре наблюдения, а при сохранении тех же требований к точности прогноза, но при увеличении в два раза отклонений прогностических значений от среднего арифметического фактических значений факторов, т. е. при 
[image: image1030.wmf],
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 i=1,…,k, - по 16 наблюдений.

  Самым большим препятствием к применению регрессии является ограниченность исходной информации, при этом наряду с указанными выше затрудняющими обстоятельствами (мультиколлинеарность, зависимость остатков, небольшой объём выборки и т. п.) ценность информации может снизиться за счёт её «засоренности», т. е. проявления новых обстоятельств, которые ранее не были учтены.

  Резко отклоняющиеся наблюдения могут быть результатом действия большого числа сравнительно малых случайных факторов, которые в достаточно редких случаях приводят к большим отклонениям, либо это действительно случайные один или несколько выбросов, которые можно исключить как аномальные. Однако при наличии не менее трёх аномальных отклонений на несколько десятков наблюдений мы склонны приписать это наличию одного или нескольких неучтённых факторов, которые проявляются только для аномальных наблюдений.

  В таком случае приходим к следующей теоретико – вероятностной схеме:
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где 
[image: image1032.wmf]j

x

 - случайная составляющая, отражающая влияние неучтенных факторов, которые проявляются только для аномальных отклонений: 
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[image: image1034.wmf]j

e

 - обычная случайная составляющая; 
[image: image1035.wmf].
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  Таким образом, согласно такой схеме, имеет место система неравноточных наблюдений, при использовании которой каждое наблюдение должно входить в расчёт обратно пропорционально своей дисперсии, т. е. аномальные отклонения войдут с меньшим весом, обычные – существенно большим.

  Перенумеруем наблюдения таким образом, чтобы первые 
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 из них были обычными: 
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 и обозначим через
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  Тогда «взвешенные» средние выражаются через средние обычных и аномальных наблюдений так:
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[image: image1041.wmf].
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  Коэффициенты нормальных уравнений и их правые части имеют вид


[image: image1042.wmf].
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  Следовательно, средние и коэффициенты регрессии таким образом выражаются через соответствующие величины, рассчитанные по обычным наблюдениям, при этом учитываются поправки, отвечающие аномальным наблюдениям:


[image: image1043.wmf]).
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  Например, согласно этому правилу, два сильно отклоняющихся аномальных наблюдения с приблизительно равными значениями независимых переменных следует заменить одним наблюдением с теми же значениями независимых переменных и с значением зависимой переменной, равной полусумме соответствующих значений объединяемых наблюдений.

  Подобную же процедуру реализует робастное оценивание, при котором наблюдения с меньшими отклонениями берутся с большим весом, с большими отклонениями – с меньшим.
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VI Элементы дисперсионного анализа

  Дисперсионным анализом называют статистический метод анализа результатов, зависящих от действия качественных факторов. Дисперсионный анализ может быть использован для выявления совместного влияния экономических факторов, не поддающихся количественному измерению, на изучаемый экономический показатель. Суть метода состоит в том, что общая вариация результирующего показателя расчленяется на части, соответствующие раздельному и совместному влиянию, аккумулирующую влияние всех неучтённых факторов. Статистическое изучение этих частей позволяет сделать выводы о том, действительно ли оказывается влияние на результирующий показатель той или иной качественный фактор.

  Например, в качестве фактора может быть рассмотрена организация производства на различных производственных участках, оснащённых примерно одинаковым оборудованием. Тогда различия  выпуске продукции в расчёте на одного работающего определяются различиями в способах организации производства на разных участках.
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1. Однофакторный дисперсионный анализ.
  В этом случае исследуется наличие или отсутствие влияния на результирующий признак одного качественного фактора. В основе однофакторного анализа. В основе однофакторного анализа лежит следующая теоретико – вероятностная схема:
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где 
[image: image1045.wmf]ji
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 - случайные величины, представляющие результирующий признак, 
[image: image1046.wmf]i
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 - среднее (математическое ожидание) результирующего признака при i – м значении качественного фактора (например, 
[image: image1047.wmf]I

i

а

i

,...,

1

,

=

, - средние размеры изделии, выпускаемых I различными экземплярами одного и того же вида оборудования); 
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 - случайные нормально распределённые отклонения результирующего признака от средних, 
[image: image1049.wmf];
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[image: image1050.wmf]2

s

e

=

ji

D

 (например, отклонения от средних размеров, в том числе отклонения физико – химических свойств заготовок от номинала, биения, вибрации механической части оборудования, вариации параметров электрической части оборудования, погрешности в работе электронной управляющей части и т. п.); 
[image: image1051.wmf]i
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 - число наблюдений при i – м значении качественного фактора; 
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  Среднее можно представить в следующем виде:
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где 
[image: image1054.wmf]å
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 - общее (генеральное) среднее; 
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[image: image1056.wmf],
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 - главные эффекты фактора.
  В результате осуществления выборочного эксперимента получим I групп выборочных значений результирующего признака 
[image: image1057.wmf].
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 По указанной выборке необходимо проверить справедливость гипотезы 
[image: image1058.wmf],
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 или 
[image: image1059.wmf],
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 т. е. что качественный фактор не влияет на результирующий признак (например, все I экземпляров оборудования не различаются по систематическим смещениям размеров изделий).

  Введём следующие обозначения для общего и групповых выборочных средних:
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  Согласно теории вероятностей, выборочные групповые средние являются несмещёнными 
[image: image1061.wmf])
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 оценками средних 
[image: image1063.wmf].
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Если, согласно гипотезе 
[image: image1064.wmf],
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 все средние 
[image: image1065.wmf]i
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 одинаковы, то общее выборочное среднее 
[image: image1066.wmf]y

 не должно статистически отличаться от групповых 
[image: image1067.wmf].
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 В противном случае отличие должно быть статистически значимым. 

  Представим полную сумму квадратов отклонений результирующего признака от общего признака от общего среднего в форме двух сумм квадратов отклонений. Имеем
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  Стоящий внутри двойной суммы квадрат 
[image: image1069.wmf]2
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 приводит при раскрытии к трём двойным суммам, которые сводятся к двум крайним, так как промежуточная сумма обращается в нуль, т. е.
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  Из оставшихся двух сумм одна 
[image: image1072.wmf]å
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 представляет собой сумму квадратов отклонений между группами, т. е. вариацию, обусловленную качественным фактором, а другая - 
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 - сумму квадратов отклонений внутри групп, т. е. остаточную вариацию, обусловленную случайными отклонениями от групповых средних.
  Из теории вероятностей следует, что 
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 имеет распределение 
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 степенями свободы; следовательно, 
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 независимы и 
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 имеет распределение 
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 степенью свободы.
  Итак, в случае справедливости гипотезы 
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имеет распределение Фишера с 
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 степенями свободы. Если эта гипотеза верна, то 
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 являются состоятельными оценками одного и того же общего математического ожидания и, следовательно, близки между 
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собой, поэтому 
[image: image1085.wmf]2
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 мала. Если же гипотеза  
[image: image1086.wmf]0
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 неверна, т. е. 
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 различны, то 
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 и Y сближаются с разными математическими ожиданиями, при этом 
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 должна принимать большие значения.

  Таким образом, для проверки гипотезы 
[image: image1091.wmf]0
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 получаем следующий статистический критерий: если 
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 то гипотеза 
[image: image1093.wmf]0
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 принимается, в противном случае – отвергается.

  В этом критерии α – ошибка первого рода, т. е. вероятность отвергнуть гипотезу 
[image: image1094.wmf]0
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, когда она верна, равна
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  Итак, если гипотеза 
[image: image1096.wmf]0
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 отвергнута, то принимаем решение, что изучаемый качественный фактор влияет на результирующий признак, причём оценкой теоретических средних 
[image: image1097.wmf]i
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 служат выборочные групповые средние 
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 а несмещённой оценкой дисперсии случайной составляющей, т. е. отклонений от групповых теоретических средних, служит
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○ Пример 6.1. Рассмотрим выборочное обследование производительности труда рабочих одинаковых профессий на четырёх однотипных заводах разных городов. Производительность выражена в относительных величинах по отношению к базовой, принятой за единицу. Требуется установить, существенно ли различаются производительности труда рабочих рассматриваемых профессий на четырёх заводах. Исходные данные приведены в таблице (стр. 132).

  Таким образом, для проверки влияния на производительность труда одного качественного фактора (организации труда) имеем четыре группы наблюдений: 
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  Для проверки основной гипотезы 
[image: image1102.wmf]0
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 (качественный признак влияния не оказывает) прежде всего найдём групповые средние (с точностью до тысячных долей):
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и общее групповое среднее
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	Порядковый номер
	Заводы
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	1,4
	1,05

	3
	1,21
	1,28
	1,28
	1,24

	4
	1,09
	1,27
	1,28
	1,22

	5
	1,03
	1,24
	1,06
	

	6
	1,01
	1,08
	
	

	7
	1,09
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	0,157
	0,0246
	0,138
	0,0190
	0,148
	0,0219
	0,075
	0,0056

	2
	0,127
	0,0161
	0,038
	0,0014
	0,108
	0,0117
	-0,145
	0,0210

	3
	0,067
	0,0045
	0,018
	0,0003
	-0,012
	0,0001
	-0,045
	0,0020

	4
	-0,053
	0,0028
	0,008
	0,0001
	-0,012
	0,0001
	0,025
	0,0006

	5
	-0,113
	0,0128
	-0,022
	0,0005
	-0,232
	0,0538
	-
	-

	6
	-0,133
	0,0177
	-0,162
	0,0262
	-
	-
	-
	-

	7
	-0,053
	0,0028
	-
	-
	-
	-
	-
	-

	Ʃ
	-0,001
	0,00685
	0,018
	0,0475
	0
	0,0876
	0
	0,0292
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	1
	0,081
	0,0066
	0,181
	0,0328
	0,221
	0,0488
	0,051
	0,0026

	2
	0,051
	0,0026
	0,081
	0,0066
	0,181
	0,0328
	-0,169
	0,0286

	3
	-0,009
	0,0001
	0,061
	0,0037
	0,061
	0,0037
	0,021
	0,0004

	4
	-0,110
	0,0121
	0,051
	0,0026
	0,061
	0,0037
	-0,001
	0

	5
	-0,189
	0,0357
	0,021
	0,0004
	-0,159
	0,0253
	-
	

	6
	-0,209
	0,0437
	-0,139
	0,0193
	-
	-
	-
	

	7
	-0,129
	0,0166
	-
	-
	-
	-
	-
	

	Ʃ
	-0,514
	0,1174
	0,256
	0,0654
	0,365
	0,1143
	-0,096
	0,0316
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  В таблицах (на стр. 133 и 134) приведены результаты расчётов отклонений от групповых и общего средних, квадратов отклонений и их сумм. Суммы отклонений в таблице (стр. 133) должны быть равны нулю, небольшое отличие от расчётных значений от нуля – результат округления.

  В таблице (стр. 134) суммы отклонений по столбцам уже, вообще говоря, не должны быть равны нулю, только сумма итоговых отклонений по столбцам должна быть нулевой. В настоящем примере 
[image: image1125.wmf],
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 т. е. эта сумма действительно близка к нулю (отличие за счёт округления).
  Теперь вычислим суммы квадратов отклонений, необходимые для выполнения дисперсионного анализа. Из таблицы (стр. 133) находим сумму квадратов отклонений внутри групп (т. е. остаточную вариацию)
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  Далее определяем сумму квадратов отклонений между группами (т. е. вариацию, обусловленную качественным фактором):


[image: image1127.wmf].
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  И наконец, из таблицы (стр. 134) находим сумму квадратов отклонений от общей средней (т. е. полную вариацию):
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  Теперь можно построить таблицу дисперсионного анализа.

	Компонента
Вариации
	Сумма
Квадратов
	Число степеней
Свободы
	Средний
Квадрат

	Между
Заводами
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	0,0320

	Внутри 
Заводов
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	0,0129

	Полная
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	21
	0,0157


  Из этой таблицы находим расчётное F – отношение:


[image: image1132.wmf];
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сравниваем его с табличным 
[image: image1133.wmf],
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 определённым при 5% - ном уровне значимости.
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  Так как 
[image: image1134.wmf]),
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 то гипотеза о влиянии уровня организации производства на роизводительность труда отвергается. Иными словами, можно считать, что производительность труда рабочих изучаемой профессии на всех четырёх заводах одинакова. Если бы в результате статистического анализа было принято противоположное решение, то следовало бы исследовать отдельно, какие попарно заводы отличаются по производительности труда, выявить причины этого отклонения. Если причины отклонения устранить в сложившихся условиях нельзя, то на разных заводах должны быть использованы различные нормы выработки для рабочих данной профессии. ●
136

2. Двухфакторный дисперсионный анализ.

  В этом случае теоретико – вероятностная схема имеет следующий вид:
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где 
[image: image1136.wmf]jik

Y

 - случайные величины, представляющие результирующий признак; 
[image: image1137.wmf]ik

a

 - среднее значение результирующего признака при i – м значения первого качественного фактора и k – м значении второго качественного фактора; 
[image: image1138.wmf]jik

e

 - независимые нормально распределённые случайные величины, представляющие собой отклонения результирующего признака от соответствующих средних; 
[image: image1139.wmf]ik
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 - число наблюдений в (i, k) – ячейке.

  Среднее можно представить в следующем виде:
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где 
[image: image1141.wmf]å
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 - общее (генеральное) среднее;
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 - главные эффекты первого качественного фактора;
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 - главные эффекты второго качественного фактора;
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 - эффекты взаимодействия.

  Дисперсионный анализ позволяет оценить эффекты отдельных факторов и их взаимодействий, а также проверить некоторые гипотезы о них. Далее без доказательства приведём результаты полного дисперсионного анализа, т. е. при наличии хотя бы одного наблюдения в каждой ячейке.

Оценки эффектов.
  Наилучшими оценками эффектов являются МНК – оценки:
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  Общая вариация результирующего признака расчленяется на составляющие при 
[image: image1146.wmf]N
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[image: image1147.wmf],
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которые представляют собой соответственно вариации, обусловленные первым, вторым признаком, их взаимодействием, а также остаточную вариацию.
Проверка гипотез.
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,...,

1

;

,...,

1

,

0

:

;

,...,

2

,

1

,

0

:

;

,...,

2

,

1

,

0

:

K

k

I

i

H

K

k

H

I

i

H

ik

AB

k

B

i

A

=

=

=

=

=

=

=

g

b

a


  Если 
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  Если 
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  Если 
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 отвергается.

  С помощью гипотез в дисперсионном анализе можно получить полезные выводы. Например, убедившись в отсутствии взаимодействия, можно говорить об аддитивности влияния факторов, а в такой ситуации на основе сравнения главных эффектов какого – то признака уже можно определённо сулить о том, какое из его значений наиболее предпочтительно, и т. п.

  В случае частичного заполнения клеток таблицы возможны различные неполные разновидности дисперсионного анализа.
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3. Понятие о ковариационном анализе.
  Ковариационный анализ занимается изучением теоретико – вероятностных моделей, в которых присутствуют как качественные, так и количественные признаки, т. е. ковариационный анализ объединяет регрессионные и дисперсионные методы. Ниже рассмотрим для простоты только аппарат однофакторного ковариационного анализа с одной независимой переменной.

  В этом случае ковариационная модель имеет следующий вид: 
[image: image1155.wmf],
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 - случайные величины, представляющие значения результирующего признака; 
[image: image1157.wmf]ji
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 - значения независимой переменной; 
[image: image1158.wmf]ji
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 - значения случайной составляющей, которые являются независимыми случайно распределёнными случайными величинами с 
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 i, I – номер значения качественного признака и общее их число; j, 
[image: image1160.wmf]i
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 - номер наблюдения внутри i – й группы и общее их число; 
[image: image1161.wmf]i
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 - главные эффекты качественного признака; γ – регрессинный коэффициент. Ковариационный анализ позволяет находить точечные и интервальные оценки параметров модели 
[image: image1162.wmf]),
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 проверять различные гипотезы о них и о модели в целом. Пусть имеется выборка 
[image: image1163.wmf].
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  Введём следующие обозначения:
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 - общее среднее, 
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 - частное среднее для группы i;


[image: image1167.wmf].

~

,

,

,

;

,

;

,

2

2

2

,

,

2

,

2

2

,

2

2

,

2

2

,

2

xx

yx

yy

xx

yx

yy

j

i

ji

ji

xy

i

i

i

i

j

i

ji

ji

xy

j

i

ji

xx

i

i

i

j

i

ji

xx

j

i

ji

yy

i

i

i

j

i

ji

yy

M

M

M

S

m

m

m

S

xy

n

y

x

M

y

x

n

y

x

m

x

n

x

M

x

n

x

m

y

n

y

M

y

n

y

m

-

=

-

=

-

=

-

=

-

=

-

=

-

=

-

=

å

å

å

å

å

å

å

å

å


Точечные оценки:
коэффициента регрессии


[image: image1168.wmf];
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главных эффектов
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дисперсии случайной составляющей


[image: image1170.wmf].
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Проверка гипотез:

о коэффициенте регрессии


[image: image1171.wmf].
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  Если 
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  о влиянии качественного фактора
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  Если 
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VII Анализ временных рядов

  В общем случае временной ряд содержит как детерминированную, так и случайную составляющие; для простоты далее будем считать их аддитивными:
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где 
[image: image1176.wmf]t
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 - значения временного ряда; 
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 - детерминированная составляющая; 
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 - значения детерминированных факторов, влияющих на детерминированную составляющую в момент t; 
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 - случайная составляющая, 
[image: image1180.wmf];
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 Т – длина ряда.
  Математическая статистика занимается анализом и прогнозом временных рядов, содержащих случайную составляющую.

  В экономике роль детерминированной составляющей играет, например, результирующий показатель, представляющий собой объём производства, обусловленный общей тенденцией экономического роста, научно – тезническим прогрессом и затратами экономических ресурсов. На этот результат кроме экономических факторов могут оказывать долговременное влияние, поддающееся предсказанию, и некоторые природные факторы. Например, солнечная активность оказывает влияние на урожайность сельскохозяйственных культур с периодичностью 11,2 года. Случайная же составляющая аккумулирует влияние множества не включённых в детерминированную составляющую факторов, каждый из которых отдельно оказывает незначительное воздействие на результат.

  Основная задача анализа временных рядов состоит в выделении на основе знания отрезка временного ряда 
[image: image1181.wmf]}
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 детерминированной и случайной составляющих, можно решать задачи прогноза будущих значений как самого временного ряда, так и его составляющих.

1. Трендовые модели.
  Под трендом (в узком смысле) понимается детерминированная составляющая, зависящая только от времени. Тогда временной ряд представляется следующей теоретико – вероятностной схемой:
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где f(t) – тренд; 
[image: image1183.wmf]t
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 - случайная составляющая, 
[image: image1184.wmf].
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  Если тренд линеен относительно своих параметров, а случайная составляющая имеет известную матрицу ковариаций, то задача сводится к задаче множественной регрессии, описанной ранее. В самом деле, в таком случае соотношение (7.1.1) принимает следующую формулу:
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где 
[image: image1186.wmf])
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 - полностью известные функции времени.

  Например, в случае полиномиального тренда соотношение (7.1.2) имеет вид
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  Обозначив 
[image: image1188.wmf])
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 придём к обычной модели множественной регрессии, линейной относительно параметров
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или в матричной форме
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где 


[image: image1192.wmf].
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  Приведём общее решение, исходя из теории регрессионного анализа, рассмотренной ранее. Форма решения зависит от статистических характеристик случайной составляющей.

  Случайная составляющая с независимыми значениями.

  В этом случае ковариационная матрица случайной составляющей имеет вид
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наилучшие оценки коэффициентов тренда получаются по методу наименьших квадратов  имеют следующий вид:

1) оценка коэффициентов тренда
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                              (7.1.5)

2) оценка дисперсии случайной составляющей
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где 
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  Точечный прогноз детерминированной составляющей на глубину τ задаётся следующей формулой (в предположении, что случайная составляющая имеет нормальное распределение либо рассматривается достаточно длинный отрезок ряда):
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где 
[image: image1198.wmf])
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 - доверительная граница распределения Стьюдента с T-k-1 степенями свободы, соответствующая уровню значимости р; 


[image: image1199.wmf]).
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  Рассмотрим более подробно случай линейного тренда:


[image: image1200.wmf].
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  Формулы (6.1.5) – (6.1.8) принимают следующий вид:

1) оценка коэффициентов линейного тренда
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2) оценка дисперсии случайной составляющей
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где 
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3) точечный прогноз детерминированной составляющей
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4) интервальный прогноз детерминированной составляющей
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  Априорные предположения о форме тренда могут быть сформулированы в виде рабочей гипотезы. Например, в случае рабочей гипотезы о постоянстве годовых абсолютных приростов 
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 приходим к линейному тренду. Если же имеет место гипотеза постоянства темпов роста 
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 то получаем экспонентный тренд 
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 который в логарифмах сводится к линеному. Так как не всегда удаётся иметь дело с трендом, линейным относительно своих коэффициентов или сводимым к такому виду, то приходится использовать линейные методы оценивания, понятие о которых дано позже.

Значения случайной составляющей зависимы, матрица ковариаций известна.
  В этом случае задана известная ковариационная матрица случайной составляющей 
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 и наилучшие несмещённые точечные оценки коэффициентов тренда определяются методом максимального правдоподобия. В матричной форме эти оценки определяются следующими выражениями:
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  Точечный прогноз детерминированной составляющей на глубину τ осуществляется по следующей формуле:
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при этом 
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где
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  Проверка гипотез о значимости оценок коэффициентов тренда и всего уравнения тренда в целом может быть выполнена по формулам, приведённым в пункте 5.

Значения случайной составляющей зависимы, матрица ковариации неизвестна.
  Если ковариационная матрица неизвестна, но имеет специальную структуру, определяемую некоторым числом параметров, то для оценки конечного числа параметров (еоэффициенты тренда и параметры ковариационной матрицы) можно применять метод максимума правдоподобия.

  В общем случае, когда о структуре ковариационной матрицы ничего неизвестно, теория рекомендует применять итерационную, по крайней мере двушаговую, процедуру: на первом шаге с помощью метода наименьших квадратов определяют оценки коэффициентов тренда  
[image: image1216.wmf]a
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 и оценку ковариационной матрицы 
[image: image1217.wmf]G
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 по отклонениям, на втором шаге находят уточнённые оценки коэффициентов тренда по формулам (7.1.14), в которые вместо матрицы Г подставлена её оценка 
[image: image1218.wmf]G
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, что позволяет получить прогноз детерминированной составляющей на глубину τ по формуле (7.1.15).
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2. Выявление тренда в динамических рядах экономических показателей.

  При исследовании динамических рядов экономических показателей обычно выделяют следубщие четыреосновные составляющие: доловременную эволюторно изменяющуюся составляющую (многие исследователи имеено эту составляющую называют трендом); долговременные циклические колебания; кратковременные циклические колебания (сезонная составляющая); случайную составляющую. В нашем понимании первые три составляющие представляют собой трненд, т. е. детерминированную составляющую. Случайная составляющая образована в результате суперпозиции большого числа внешних факторов, не участвующих в формировании детерминированной составляющей и оказывающих каждый отдельно незначительное влияние на изменение значений показателя. В целом влияние этих факторов на изучаемый экономический показатель проявляется во времени его значений. 

  Долговременная эволюторно изменяющаяся составляющая является результатом действия факторов, которые приводят к постепенному изменению данного экономическго показателя. Так, в результате научно – технического прогресса, относительные показатели результативности и эффективности производства растут, а удельные расходы ресурсов на единицу полезного эффекта снижаются.

  Долговременная циклическая составляющая проявляется на протяжении длительного времени в результате действия факторов, обладающих большим последствием либо циклически изменяющихся со временем. Примером такого рода явлений служат капиталистические кризисы перепроизводства и структурные кризисы. Другой пример связан с природным фактором – солнечной активностью. Так, с большой степенью достоверности доказано, что изменение солнечной активности с периодичностью 11,2 года оказывает существенное влияние на развитие биологических объектов. Исследование длинных рядов урожайности сельскохозяйственных культур в районах устойчивого земледелия позволяет выявить долговременную циклическую составляющую с 11 – летним периодом и амплитудой 5 – 7% от среднегодовой крожайности.
  Сезонная циклическая составляющая легко просматривается в колебаниях продуктивности сельскохозяйственных животных в зависимости от времён года, а также в колебаниях розничного товарооборота по временам года.

  Эволюторно изменяющуюся долговременную составляющую можно достаточно хорошо представить отрезком ряда Тейлора; следовательно, эта составляющая во многих пракических случаях может рассматриваться как полиномиальный тренд. 
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  Что касается долговременной и сезонной циклических составляющих, то обе они являются периодическими функциями, которые достаточно хорошо могут быть прндставлены отрезками ряда Фурье; следовательно, эти составляющие могут рассматриваться как тригонометрический тенд.

  Ниже на простых примерах демонстрируется техника расчёта оценок коэффициентов полиномиального и тригонометрического трендов и их использования для прогнозирования будущих значений детерминированной составляющей. Оценка коэффициентов одновременно присутствующих эврлюторной и циклической составляющих – несколько более сложная задача, но она полностью укладывается в схему расчётов, приведённую ранее. Если амплитуда циклической составляющей эволюторно изменяется, т. е. имеет место мультипликативное предствление детерминированной составляющей в форме произведения эволюторной функции на периодическую, то для анализа и прогнозирования можно воспользоваться методом сезонного экспоненциального сглаживания, который рассмотрен ранее.

Полиномиальный тренд.
  Схема расчётов, приведённая ранее для тренда, представляющего собой линейную комбинацию некоторого набора функций 
[image: image1219.wmf]),
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 в случае полиномиального тренда выглядит следующим образом. Роль функции 
[image: image1220.wmf])
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 играют степени времени, т. е. 
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  Исходную модель временного ряда 
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можно записать в матричной форме


[image: image1224.wmf],
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где в качестве Х используется матрица, столбцами которой служат значения времени в различной степени:
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1

1

2

2

2

1

1

1

1

1

2

2

2

÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

=

k

k

k

T

T

T

t

t

t

Х

L

L

L

L

L

L

L

L

L


  Остальные обозначения совпадают с (7.1.4).

  Матрица коэффициентов нормальных уравнений имеет вид
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т. е. её элементы являются суммами натуральных чисел в целой степени, 
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которые могут быть заранее рассчитаны, протабулированы и использованы для любого исходного ряда. Правые части нормальных уравнений необходимо подсчитывать для каждого ряда
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причём для оценки свободного члена используется формула
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в которой коэффициенты при оценках 
[image: image1229.wmf]i
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также могут быть заранее протабулированы.

  Прогноз на глубину τ осуществляется по формуле

[image: image1231.wmf].
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  Доверительный интервал для детерминированной составляющей записывается в следующей форме:
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где


[image: image1233.wmf].
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○ Пример 7.1. В качестве примера исследуем динамический ряд среднегодовых удоев молока (кг) от одной коровы в колхозах, совхозах и межхозяйственных предприятиях Эстонской ССР за 1961 – 1985 гг. (длина ряда – 25 лет). Для расчётов используем формулы полиномиального тренда при k=1, т. е. примем гипотезу линейного тренда, состоящую в примерном постоянстве по годам среднегодовых приростов удоев молока от одной коровы. Формулы для линейного тренда (7.1.9) – (7.1.13) приведены ранее. Расчёты по аналогичным формулам парной регрессии уже проводились в примере, рассмотренном в пункте 5 (1), поэтому аналогичные расчёты роведены с меньшей подробностью. Исходные и расчётные данные приведены в таблице (стр. 149).

  Прежде всего по формуле (7.1.9) находим оценки коэффициентов линейного тренда, используя исходные данные таблицы (стр. 149). Имеем:
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	Годы
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  Теперь рассчитываем выравненные значения 
[image: image1241.wmf]t
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 (с точностью до 1 кг) и заполняем столбцы 
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 таблицы на стр. 149.

  По найденной сумме квадратов отклонений 
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 теперь можно получить оценку дисперсии случайной составляющей
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  Найдём расчётную значимость коэффициента линейного тренда
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которая существенно превышает табличную значимость 
[image: image1247.wmf]069
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 при 5% - ном уровне значимости (5% - ном риске), т. е. коэффициент линейного тренда существенно отличается от нуля, и, следовательно, тренд действительно имеет место.

  Теперь можно найти прогностические значения тренда среднегодовых удоев молока от одной коровы на 1986 – 1990 гг.:
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  Построим доверительный интервал для теоретического тренда удойности за 1987 г., т. е. при пронозе на два года вперёд:
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  Так как 
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то окончательно получаем доверительный интервал
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размах которого равен 302, т. е. достаточно велик и составляет 7,5% по отношению к значению середины интервала. Вместе с тем его размах вполне приемлим для практических прогнозов значений долговременной тенденции удойности на несколько лет вперёд.

  Более углубленный анализ динамического ряда удойности совместно с динамическими рядами экономических факторов, оказывающих на удойность решающее влияние, показывает, что коледлемость удойности воеруг тренда главным образом обусловлена колеблемостью урожайности кормовых культур. И это полностью соответствует действительности, поскольку именно обеспеченность кормами оказывает решающее воздействие на продуктивность животных. Практически синхронная колеблемость вокруг своих трендов рядов динамики удойностей и урожайности зерновых хорошо видна на рисунке (стр. 152), на котором точки отсчёта масштаба выбраны таким образом, чтобы тренды исходили из одной точки, а размахи рядов были примерно одинаковы. Фактические и выравненные значения ряда урожайности зерновых показаны штриховой линией, а для удойности коров – сплошными линиями.
  Синхронное изменение значений двух рядов, обусловленное решающей зависимостью продуктивности коров от обеспеченности кормами, приводит к мысли о возможности прогнозирования удойности от тренда по отклонениям урожайности от своего тренда. Это имело бы большое практическое значение для более достоверного предвидения производства животноводческой продукции, если бы имелись надёжные методы прогнозирования отклонений значений урожайности от тренда в зависимости от вариации погодных условий. Однако к настоящему времени надёжных методоав прогноза урожайности сельскохозяйственных культур в зависимости от метеорологических условий и их прогноза на длительный срок пока нет. Существующие методы дают недостаточно достоверные прогнозы урожайности. Поэтому для прогноза удойности пока наиболее рактически доступным является метод выделения тренда, прогноз остатков станет осуществим в будущем.

  Что касается выявления тренда урожайности зарновых (ц/га), то результаты соответствующих расчётов приведены в таблицах на стр. 153:
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  Итак, стандартные ошибки досмтаточно высоки, поэтому размахи доверительного интервала прогноза по тренду составят ±3,4,…,±4,3, что весьма значительно. Тем не менее эти прогнозы можно использовать на практике в предположении, что сохранится сложившаяся долговременная тенденция изменения значений данного показателя. Если тенденция изменится под влиянием определённого фактора, то отклонение от прогноза по тенденции можно будет рассматривать как суперпозицию результата влияния нового фактора и случайной составляющей.
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	Годы
	Значения

Урожайности
	Отклонения 
[image: image1254.wmf]t
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	Фактические 
[image: image1255.wmf]t
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	Выравненные 
[image: image1256.wmf]t
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	1960
	13,3
	11,67
	1,63

	1961
	12,2
	13,36
	-1,16

	1962
	12,4
	14,6
	-2,2

	1963
	12,4
	15,62
	-3,22

	1964
	16,4
	16,53
	-0,13

	1965
	22,0
	17,34
	4,66

	1966
	17,2
	18,1
	-0,9

	1967
	21,8
	18,81
	2,99

	1968
	22,4
	19,49
	2,91

	1969
	24,8
	20,13
	4,67

	1970
	21,3
	20,76
	0,54

	1971
	26,7
	21,36
	5,34

	1972
	17,9
	21,95
	-5,05

	1973
	19,5
	22,52
	-3,02

	1974
	30,1
	23,08
	7,02

	1975
	26,7
	23,63
	3,07

	1976
	31,0
	24,17
	6,83

	1977
	28,4
	24,71
	3,69

	1978
	20,0
	25,24
	-5,24

	1979
	24,7
	25,76
	-1,06

	1980
	26,9
	26,27
	0,63

	1981
	21,3
	26,79
	-5,49

	1982
	28,6
	27,3
	1,3

	1983
	27,7
	27,8
	-0,1

	1984
	30,0
	28,3
	1,7

	1985
	22,9
	28,8
	-5,9


	Годы
	Прогноз
	Стандартная

Ошибка прогноза

	1986
	29,8
	1,69

	1987
	30,4
	1,32

	1988
	31,0
	1,9

	1989
	31,5
	2,02

	1990
	32,1
	2,11


153

  Возвращаясь к примеру 7.1 и анализируя рисунок (стр. 152), видим, что в последнее десятилетие годовой прирост урожайности снизился, поэтому возможно улучшить результат выбором тренда, более всего отвечающим реальной ситуации.

  В таблице приведены результаты расчётов по различным трендам, линейным относительно двух параметров. Как видим, наименьшая из рассмотренных сумм квадратов отклонений у логарифмического тренда, который характеризуется постепенным падением абсолютных приростов, что отвечает сформулированной выше гипотезе:
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	Формула

тренда
	Значения коэффициентов
	Остаточная сумма квадратов отклонений

	
	А
	В
	

	A+Bt
	14,6
	0,56
	392

	
[image: image1258.wmf]Bt

Ae


	14,5
	0,029
	448

	A+B/t
	24,9
	-18,3
	512

	1/(A+Bt)
	0,069
	-0,0015
	581

	A+Blnt
	9,27
	5,5
	328
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	3,2
	-0,97
	463

	Экспоненциальное сглаживание 
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	29,68
	0,6427
	439


  Этот тренд даёт более осторожный прогноз по сравнению с прогнозом по линейному тренду, что видно из следующей таблицы.

	Годы
	Прогноз по линейному тренду
	Прогноз по логарифмическому тренду
	Экспоненциальное сглаживание

	1986
	29,8
	27,4
	30,3

	1987
	30,4
	27,6
	31,0

	1988
	31,0
	27,8
	31,6

	1989
	31,5
	28,0
	32,3

	1990
	32,1
	28,1
	32,9


  В этих таблицах приводятся коэффициенты прогнозирующего полинома и прогнозы тенденции этого же ряда на те же годы, полученные методом экспоненциального сглаживания. ●

Тригонометрическая регрессия.
  Снова рассмотрим модель, содержащую детерминированную и случайную составляющие:
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где 
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 раз, т. е. всего h раз, поэтому в точное разложение функции в точках t=1,…,T достаточно включить т членов, которые дают точное представление функции в точках t=1,…,m, а все остальные значения повторяют первые т значений.

  Функции 
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причём этот период укладывается в общей длине ряда 
[image: image1268.wmf]j
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 раз, т. е. целое число раз, если j – целое. Теперь подберём т таких функций с наименьшими периодами. Прежде всего в разложение необходимо включить константу, т. е. в число функций времени войдёт 
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 Затем последовательно будем включать пары тригонометрических функций 
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 при j=1, 2, …, причём каждому j соответствует пара функций с периодом 
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 мы включим т-1 функцию. Таким образом, осталось включить ещё одну функцию с 
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  Окончательно получаем следующее представление периодического тренда:
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Например, при рассмотрении ежемесячных данных, имеющих сезонный характер (т. е. период т=12), достаточно включить в разложение 12 членов, т. е. 
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и разложение принимает вид


[image: image1279.wmf].

)

1

(

12

2

sin

12

2

cos

)

,

(

5

1

11

2

1

2

0

å

=

-

-

+

ú

û

ù

ê

ë

é

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

j

t

j

j

t

j

t

j

t

f

a

p

a

p

a

a

a

       (7.2.2)

  Теперь воспользуемся методом наименьших квадратов для оценки параметров 
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 получившейся теоретико – вероятностной схемы
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      (7.2.3)

  Нормальные уравнения в терминах функции времени 
[image: image1282.wmf])
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 запишутся следующим образом:
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 - и в данном случае распадутся на т отдельных уравнений, содержащих только одно неизвестное, что вытекает из ортогональности рассматриваемых тригонометрических функций.

  Рассмотрим оценку для свободного члена
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  Согласно нормальному распределению,
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  Рассмотрим внедиагональные члены матрицы нормальных уравнений (7.2.4). Выше было показано, что


[image: image1287.wmf].

0

)

(

)

(

)

(

1

1

0

=

=

å

å

=

=

T

t

i

T

t

i

t

t

t

j

j

j


156
  При условии, что 0<i<l≤m-1, внедиагональные коэффициенты обращаются в нуль; действительно,
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  Коэффициенты при единственном неизвестном в каждом из нормальных уравнений также определяются по формулам
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  Окончательно получаем
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  Таким образом, точечные оценки тренда определяются выражением
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а оценка дисперсии случайной составляющей
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(7.2.7)

  Построение доверительных интервалов для параметров не вызывает затруднений, поскольку легко находятся дисперсии их точечных оценок:
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  Вследствие некоррелируемости оценок параметров легко определяется дисперсия точечной оценки тренда:
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○ Пример 7.2. Используем формулы тригонометрического тренда для выделения тренда в динамическом ряде помесячных удоев от одной коровы. Для примера использованы данные - рекомендации по оперативному прогнозированию сельскохозяйственного производства. Из них выбраны только данные за годы, которые характеризуются почти одинаковым среднегодовым удоем; это означает, что отсутствует смещение, отличающее один год от другого и имеют место только сезонные циклические колебания. В таблице (стр. 159) и далее используется обозначение
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  Используя данные таблицы, получаем
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  Легко также найти
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  Остальные коэффициенты найдём следующим образом:
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	Месяц
	Годы
	Всего
	Среднее 
[image: image1298.wmf]t
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	1975
	1978
	1983
	
	

	Январь
	140
	143
	133
	416
	138,7

	Февраль
	147
	148
	135
	430
	143,3

	Март
	196
	196
	183
	575
	191,7

	Апрель
	210
	208
	203
	624
	208

	Май
	259
	240
	254
	753
	251

	Июнь
	288
	290
	294
	872
	290,7

	Июль
	271
	278
	276
	825
	275

	Август
	244
	245
	264
	743
	247,7

	Сентябрь
	190
	195
	196
	681
	193,7

	Октябрь
	136
	136
	144
	416
	138,7

	Ноябрь
	104
	110
	115
	329
	109,7

	Декабрь
	116
	120
	124
	360
	120

	Итого
	2301
	2309
	2311
	6921
	2307

	Среднее
	191,8
	192,4
	192,6
	576,8
	192,2
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  Исходные данные для расчёта приведены в таблице (стр. 161).

  На основе данных этой таблицы получаем значения оценок остальных коэффициентов, которые помещаем в таблице (стр. 162). Как видно из таблицы (стр. 162), наибольшее значение амплитуды у первой гармоники с периодом 
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 причём это значение на порядок выше амплитуд остальных гармоник, поэтому в практических случаях можно ограничиться одной гармоникой
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или двумя гармониками
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  Более точные результаты получаются при включении всех шести гармоник:
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  В следующей таблице на стр. 162 приведены фактические значения ряда и их оценка по первой гармонике, а также по первой и второй гармоникам. Добавление всех остальных гармоник приводит к весьма незначительному улучшению результата. ●
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	Оценка коэффициентов

	
	j=1
	j=2
	j=3
	j=4
	j=5
	j=6

	
[image: image1316.wmf]1

2

ˆ

-

j

a


	82,8
	-2,9
	0,5
	6,7
	-2,9
	-1,6

	
[image: image1317.wmf]j

2

ˆ

a


	-5,0
	13,7
	1,2
	-7,2
	5,2
	-

	Амплитуда 


[image: image1318.wmf]2

2

2

1

2

ˆ

ˆ

j

j

j

a

a

r

+

=

-


	83
	14
	1,3
	9,8
	5,9
	1,6

	Период 
[image: image1319.wmf]j

m

j

/

12

=


	12
	6
	4
	3
	2,5
	2


	Месяц
	Фактические 
[image: image1320.wmf]t

a


	Расчётные по первой гармонике
	Расчётные по первой и второй гармоникам
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	Январь
	138,7
	118
	20,7
	128,5
	10,2

	Февраль
	143,3
	146,5
	-3,2
	159,9
	-16,6

	Март
	191,7
	187,2
	4,5
	190,1
	1,6

	Апрель
	208
	229,3
	-21,3
	218,8
	-10,8

	Май
	251
	261,4
	-10,4
	248
	3

	Июнь
	290,7
	275
	15,7
	272,1
	18,6

	Июль
	275
	266,4
	8,6
	276,9
	-1,9

	Сентябрь
	193,7
	197,2
	-3,5
	200,1
	-6,4

	Октябрь
	138,7
	155,1
	-16,4
	144,6
	-5,9

	Ноябрь
	109,7
	123
	-13,3
	109,6
	0,1

	Декабрь
	120
	109,4
	10,6
	106,5
	13,5

	Сумма модулей отклонений фактических от расчётных значений
	
	
	137,7
	
	89,4
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3. Нелинейные тренды.

  В том случае, когда тренд нелинеен относительно коэффициентов и его невозможно линеаризировать, применяют нелинейные методы оценки коэффициентов, основанные на интернациональных процедурах, на каждом шаге которых используются алгоритмы линейных оценок. В настоящем пункте дано общее представление о нелинейном оценивании на примере метода Ньютона – Гаусса.

  В случае тренда, нелинейного относительно параметров, имеет место следующая теоретико – вероятностная схема:
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где 
[image: image1326.wmf])
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 - тренд, нелинейный относительно вектора параметров 
[image: image1327.wmf]);
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[image: image1328.wmf]t
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 - случайная составляющая с 
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 причём для простоты будем предполагать, что её значения независимы.

  Рассмотрим сумму квадратов отклонений известного отрезка ряда 
[image: image1330.wmf]t

y

, t=1,…,T  от тренда 


[image: image1331.wmf].
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  Для минимизации суммы квадратов отклонений необходимо приравнять нулю производные по параметрам:
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  Если 
[image: image1333.wmf]i
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 линейно независимы как функции времени, то матрица Х имеет ранг k:
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  Для исследования движения к точке экстремума необходимо рассмотреть и вторые производные:
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  Исследование проведём при следующих предположениях, которые сознательно сформулированы не очень строго (чтобы было можно только изложить суть метода):
1) нелинейный тренд имеет относительно невысокий порядок нелинейности, иными словами, вторые производные имеют не очень большие по модулю значения;

2) точка 
[image: image1336.wmf],
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 с которой начато исследование, находится вблизи точки минимума 
[image: image1337.wmf]),
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  Исходя из этих предположений, рассмотрим разложение тренда в 
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окрестности некоторой точки 
[image: image1339.wmf])
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причём вследствие предположений 1)-2) вторые производные в разложении отсутствуют.

  Последовательность точек 
[image: image1341.wmf])
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, l=0,1,2,…, будем строить таким образом, чтобы она сходилась к 
[image: image1342.wmf]*
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. Введём следующие обозначения:
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  Тогда имеем
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где величина 
[image: image1345.wmf]e
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 вобрала в себя и остаточные члены разложения каждой временной компоненты f(α), при этом по – прежнему считаем, что 
[image: image1346.wmf].
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  Если предыдущая точка 
[image: image1347.wmf])

(

l

a

 уже каким – то образом определена, то будем искать последующую точку 
[image: image1348.wmf])
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 с помощью метода наименьших квадратов, рассматривая в качестве исходной модели (в матричном виде) следующим образом преобразованное выражение (7.3.4):
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  Выражение (6.3.5) представляет собой модель тренда, линейного относительно коэффициентов 
[image: image1350.wmf],
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 причём наблюдаемыми значениями ряда являются 
[image: image1351.wmf]),
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 а значениями функций времени при параметрах регрессии - 
[image: image1352.wmf].
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 Применяя метод наименьших квадратов к оценке параметров линейной модели (7.3.5), получаем
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обозначив полученную оценку 
[image: image1354.wmf]a
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 через 
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  Таким образом, начиная с некоторой точки 
[image: image1357.wmf]0
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 рекуррентным образом получаем последовательность точек 
[image: image1358.wmf],...,
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 таким образом, что каждая последующая точка получается из предыдущей с помощью метода наименьших квадратов для линейного относительно коэффициентов тренда. Можно доказать, что указанная последовательность в предположениях 1)-2) сходится к точке минимума
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4. Экспоненциальное сглаживание.

  В случае линейных и нелинейных временных трендов, рассмотренных ранее, необходимо было постулировать форму тренда с точностью до параметров перед началом экспериментального исследования на основе известного отрезка 
[image: image1360.wmf],
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 t=1,…,T, временного ряда. Метод экспоненциального сглаживания позволяет анализировать временной ряд и получать прогноз без предварительного задания формы тренда. Требуется лишь, чтобы в области исследования тренд изменялся достаточно постепенно, эволюторно.

  В основе экспоненциального сглаживания лежит следующая теоретико – вероятностная схема:
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,

0

,

)

(

2

s

e

e

e

=

=

+

=

t

t

t

t

D

M

t

f

y

                               (7.4.1)
  Для простоты далее будем предполагать, что значения случайной составляющей в разные моменты времени некоррелированы, т. е.
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  Из первоначального временного ряда 
[image: image1364.wmf]t
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 сглаженный ряд 
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 можно получить с помощью следующего линейного оператора сглаживания:

[image: image1366.wmf]),

(

)

1

(

)

(

1

y

S

y

y

S

t

t

t

-

-

+

=

a

a

                                        (7.4.2)

где α – константа сглаживания, 0<α≤1. Если применить оператор сглаживания последовательно ко всем значениям отрезка ряда, то получим
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при этом в последнем равенстве сглаженное значение 
[image: image1368.wmf])
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 заменим на первое известное значение ряда. Таким образом, в случае экспоненциального сглаживания наблюдения входят в обработку не  одинаковыми, а с экспоненциально убывающими весами, т. е. настоящие наблюдения как бы воспринимаются с большим доверием, чем прошлые. Напомним, что и в методе скользящих средних имеет место неравенство весов: наблюдения, попавшие в отрезок осреднения, входят с равными весами, а остальные наблюдения – с нулевыми весами.

  Так как веса экспоненциально убывают, то при достаточно большой длине ряда его прошлые значения входят с быстро стремящимися к нулю (по мере удаления) весами, поэтому условно ряд можно считать бесконечным, расширив за пределы самых удалённых значений. В этом случае оператор сглаживания запишется в следующем виде:
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  Оператор сглаживания как в первоначальной, так и в унифицированной форме линеен, поэтому, применяя его к отдельным составным частям теоретико – вероятностной схемы, можно в результате сложения получить результат сглаживания всего исходного ряда.
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  Применим оператор к случайной составляющей, тогда имеем

[image: image1370.wmf].
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  Найдём теперь дисперсию сглаженных значений случайной составляющей, воспользовавшись независимостью её значений в различные моменты времени:


[image: image1371.wmf].
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  Отсюда следует, что в результате сглаживания дисперсия случайной составляющей, вообще говоря, уменьшается, поскольку 
[image: image1372.wmf],
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 так как α≤2-α, т. е. действительно имеет место сглаживание. «Выступающие» значения детерминированной составляющей также сглаживаются, т. е. сглаживанию действительно подвергается временной ряд в целом.

  Оператор сглаживания можно вновь применить к уже сглаженным значениям; в результате получим оператор сглаживания второго порядка, последующее сглаживание даёт оператор третьего порядка и т. д.:


[image: image1373.wmf]).
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  Применяя несколько раз оператор сглаживания, а также подбирая соответствующим образом константу сглаживания, можно практически полностью исключить случайную составляющую, в результате останется только преобразованная детерминированная составляющая.

  Возникает вопрос: как же всё – таки построить прогноз? Из изложенного выше следует, что пока имеет место такая же ситуация, как и в случае метода скользящих средних: можно аналитически выделить в преобразованном виде детерминированную составляющую, однако нет аналитической формулы для получения её прогностических значений.

  В случае экспоненциального сглаживания (в отличие от метода скользящих средних) имеются аналитические выражения для прогноза. Теорема Брауна, являющаяся фундаментальной в методе экспоненциального сглаживания, утверждает, что коэффициенты полиномов, по которым производится прогнозирование, определяются с помощью дисконтированного метода наименьших квадратов и аналитически выражаются через сглаженные значения ряда.

  Введём следующие обозначения для прогнозирующего полинома степени N, построенного в предположении, что значение ряда в момент t является последним:
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[image: image1374.wmf].
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  Таким образом, по этому полиному можно получить прогноз в точках (t+τ). Коэффициенты полинома должны быть определены так, чтобы прогноз был наиболее точным.

  Теорема Брауна. Коэффициенты прогнозирующих полиномов, определенные по дисконтированному методу наименьших квадратов


[image: image1375.wmf],

!

)

1

(

0

)

(

0

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

å

å

=

-

¥

=

n

i

i

t

i

s

t

s

s

s

i

a

y

a

a

                                      (7.4.7)
линейно выражаются через сглаженные значения ряда


[image: image1376.wmf]).
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□ Доказательство теоремы сопряжено с громоздкими выкладками, поэтому приведём его только для случая N=1. Имеем


[image: image1377.wmf].
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  Найдём оценки двух параметров прогнозирующего полинома с помощью дисконтированного метод наименьших квадратов (индекс t опущен, введено обозначение β=1-α). Получаем
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  Точку минимума, как обычно, находим из условия равенства нулю производных:
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откуда получаем следующие уравнения:
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  Так как 
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поэтому окончательно имеем 
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  В случае наиболее часто используемого квадратичного прогнозирующего полинома
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можно аналогично получить следующие выражения для оценок его коэффициентов:
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  (7.4.10)

  Для расчетов на ЭВМ применяют следующие рекуррентные формулы, эквивалентные (7.4.10):
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где 
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ˆ

2

1

ˆ

ˆ

ˆ

)

1

(

2

)

1

(

1

)

1

(

0

-

-

-

+

+

=

t

t

t

t

a

a

a

y


  Из этих формул видно, что при появлении нового наблюдения не обязательно хранить весь предыдущий отрезок временного ряда, надо лишь знать коэффициенты прогнозирующего полинома, найденные по этому отрезку.

  Для прогнозирования на глубину τ за пределы известного отрезка ряда используют прогнозирующий полином, найденный на основе всего ряда
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  В том случае, когда в окрестности точки. Т детерминированная составляющая близка  постоянной, применяют аппарат однократного экспоненциального сглаживания и прогноз определяется по формуле
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  Так как
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то получаем следующий доверительный интервал прогноза:


[image: image1391.wmf].
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  Если в окрестности точки Т детерминированная составляющая линейная, то применяют двойное экспоненциальное сглаживание и точечный прогноз осуществляют по формуле
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  В результате подсчётов можем получить 
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поэтому имеем следующий доверительный интервал для прогноза:
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  Если детерминированная составляющая – нелинейная в окрестности T, то применяют тройное экспоненциальное сглаживание и точечный прогноз определяется формулой
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2

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

2

)

(

2

)

(

1

)

(

0

t

t

t

T

T

T

T

a

a

a

y

+

+

=

+


  В том случае, если детерминированная составляющая кроме роста испытывает ещё и периодические колебания, т. е. в окрестности t может быть описана формулой
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где F(t) – периодическая функция с известным периодом М, то может быть применено сезонное экспоненциальное сглаживание, которое реализовано в ряде пакетов прикладных программ. Программная система по заданному периоду инициализации М производит первоначальную оценку периодической функции:
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  В дальнейшем производится взаимосвязанное сглаживание периодической функции и коэффициентов тренда по формулам (kM – число наблюдений):
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  Прогноз временного ряда на τ шагов вперёд осуществляется по формуле


[image: image1399.wmf]).
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  Оптимальные значения констант сглаживания α, β, γ выбирают по минимуму суммы квадратов отклонений прогноза (на один шаг) от действительных значений ряда.
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VIII Элементы многомерного статистического анализа.

  Сущность многомерного статистического анализа заключается в переходе от первоначальной системы, как правило, сильно коррелированных между собой экономических показателей, к новым, уже некоррелированным компонентам или факторам, число которых меньше и вариабельность которых исчерпывает всю или максимально возможную часть вариабельности исходных показателей.

  В данном пункте вначале изложены вероятностные основы моделей многомерных наблюдений, а затем приведены статистические задачи оценки параметров и проверки гипотез в многомерном анализе. Для простоты рассмотрены только линейные модели.
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1. Общие модели многомерного анализа.

  Начнём рассмотрение некоторых вопросов многомерного анализа со следующего примера.

○ Пример 8.1. При индивидуальном пошиве одежды закройщик измеряет у каждого человека  много параметров, в частности размах рук, длину предплечья, длину ноги, окружность груди, бёдер и т. п. При промышленном изготовлении одежды её размеры характеризуются всего двумя параметрами: ростом h и размером s. Возникает вопрос: возможно ли и если да, то, как обосновать замену набора многих параметров всего двумя?

  Обозначив размах рук 
[image: image1400.wmf],
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 длину предплечья - 
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 окружность груди - 
[image: image1403.wmf]4
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 и т. д., получим k – мерный вектор – столбец параметров (признаков) 
[image: image1404.wmf]).
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где 
[image: image1406.wmf]i

a

 - средняя величина i – го параметра для всех людей; h и s – основные (общие) отклонения от средних значений из – за индивидуальных значений роста и размера каждого конкретного человека; 
[image: image1407.wmf]i

d

 - характерные для каждого человека особенности, не объяснимые ростом и размером; 
[image: image1408.wmf]i

b

 и 
[image: image1409.wmf]i

c

 - степень влияния роста и размера, которые иногда называют нагрузками наблюдений (замеров) на общие (рост и размер) факторы. Величины 
[image: image1410.wmf]i
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, 
[image: image1411.wmf]i
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, 
[image: image1412.wmf]i
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 и 
[image: image1413.wmf]2
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 - неизвестные постоянные.

 Из соотношений (8.1.1) видно, что общи факторы можно без ограничения общности считать нормированными и центрированными. Так как рост и размер (характеристики каждого человека) – случайные величины, то центрирование всех факторов означает, что 
[image: image1414.wmf],
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 а нормирование – что 
[image: image1415.wmf].
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 Покажем, что центрирование и нормирование всех факторов (общих и характерных) действительно не ограничивают общности.

  Пусть 
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 а Mh и Ms равны нулю. Тогда 
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Но в этом случае место неизвестного 
[image: image1418.wmf]i
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 появляется другая, также неизвестная величина 
[image: image1419.wmf].
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 Поэтому если неизвестная величина 
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 то следует определять 
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 а при известной или неизвестной величине 
[image: image1422.wmf]i
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 всё равно следует определять 
[image: image1423.wmf],
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 равное теперь 
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 где ненулевое среднее значение 
[image: image1425.wmf]i
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 входит как составная часть в неизвестную величину 
[image: image1426.wmf].
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 Аналогично, среднее значение факторов s и h, если они не равны нулю, войдут в качестве составных частей в неизвестное среднее 
[image: image1427.wmf].
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Рассмотрим теперь нормирование. Из свойств дисперсии следует, что


[image: image1428.wmf]).
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  Таким образом, величина дисперсии наблюдения 
[image: image1429.wmf]i

X

 складывается из дисперсий факторов и их связей – коэффициентов корреляции. Из нормирования факторов следует, что  
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 Если какая – либо из дисперсий, например 
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было бы получено более сложное выражение
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содержащее то же количество переменных, поскольку и 
[image: image1436.wmf]i
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 и 
[image: image1437.wmf]h
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 неизвестны.

  Так как вначале всегда стремятся упростить модель, в которую уже вошли неизвестные коэффициенты 
[image: image1438.wmf]i
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, 
[image: image1439.wmf]i
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 (или 
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), 
[image: image1441.wmf]i
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 и 
[image: image1442.wmf]i
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, то кроме нормирования фактов предполагают ещё некоррелированность между собой всех фактов. При выполнении последнего предположения некоторые параметры становятся известными: 
[image: image1443.wmf],
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 а выражение для дисперсий значительно упрощается и принимает вид


[image: image1444.wmf].
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  Чтобы упростить соотношения относительно 
[image: image1445.wmf]),
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 предполагается ещё и некоррелированность характерных факторов 
[image: image1446.wmf]i
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 между собой. В этом случае
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  Таким образом, при предположении и нормированности, некоррелированности и центрированности всех факторов (общих и характерных) параметрами модели являются лишь величины 
[image: image1448.wmf]i
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, 
[image: image1449.wmf]i

b

, 
[image: image1450.wmf]i
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 и 
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, i=1,2,…,k. В результате замены 
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 равной случайной величиной 
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 вместо модели (8.1.1) будем иметь
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○ Пример 8.2. Рассмотрим миграцию населения некоторой страны, разбитой на несколько регионов. Пусть наблюдается численность приезжающих из всех регионов в какой – либо фиксированный регион. Пусть 
[image: image1455.wmf]i

X

 - число (поток) людей, приехавших в этот регион из региона i в течение некоторого периода времени, например года; 
[image: image1456.wmf]1

X

 - поток из региона 1; 
[image: image1457.wmf]2

X

 - поток из региона 2 и т. д. Если всего k регионов, то наблюдается k величин 
[image: image1458.wmf].
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 Потоки обусловлены различными факторами, которые обычно разбивают на несколько групп: а) природно – климатические; б) экономические. Таким образом, потоки являются функциями многих факторов. ●
173

  Экономические и социальные факторы в стране бывают различными или общими для всех регионов. Климатические факторы для малых стран могут быть общими, а для больших – иногда даже характерными.

  На основе приведённых примеров можно построить общую модель многомерного анализа. Обозначим исходные показатели (признаки) 
[image: image1459.wmf]k
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 (каждый признак 
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 - случайная величина), вектор признаков 
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 будем считать вектор – столбцом. Пусть, далее,  
[image: image1462.wmf]m
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 - общие факторы, F – вектор – столбец всех общих факторов. Действие всех характерных факторов (центрированных и нормированных) на каждое наблюдение сводим к одному. Тогда характерных факторов будет столько, сколько наблюдений. Вектор – столбец, составленный из этих характерных факторов, обозначим через 
[image: image1463.wmf].
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 Нагрузки общих факторов f на i – е наблюдение, или просто факторные нагрузки, обозначим вектор – строкой  
[image: image1464.wmf]).
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 Из этих строк образуем матрицу размера k×m нагрузок на общие факторы:
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  Диагональную матрицу размера k×k нагрузок на характерные факторы, которые иногда называют специфическими или частными, обозначим через


[image: image1466.wmf].

0

0

0

0

0

0

2

1

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

=

k

V

u

u

u

L

L

L


  Таким образом, каждый признак 
[image: image1467.wmf]i
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 можно представить в виде
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а вектор признаков – в следующем виде:

X=a+AF+Vε.                                             (8.1.3)
  При этом, как и ранее, предполагаем, что 
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[image: image1470.wmf]ij
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 - символ Кронекера, т. е. 
[image: image1471.wmf]1
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 и 
[image: image1472.wmf]0
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 при i≠j. Ковариационная матрица вектора, составленного из всех факторов (общих и характерных), является единичной размера (m+k)×(m+k).
  Модель многомерных наблюдений (8.1.3) можно упростить, обозначив через Z разность X-a. Теперь MZ=0, но остаётся не решённым вопрос, всегда ли можно, наблюдая реализации X, перейти к наблюдениям Z. Далее будет показано, что такой переход возможен, поэтому иногда рассматривают более простую модель
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которая аналогична (8.1.3).
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  В экономических исследованиях компоненты вектора Х, а также Z выражаются в разных единицах. Например, характеристики предприятия представляют собой число занятых, основные фонды и т. д. Поэтому нагрузки на факторы 
[image: image1474.wmf]ij
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 - размерные величины, что вызывает иногда трудности в трактовке их сумм квадратов и произведений. Чтобы избежать этих затруднений, можно центрированные величины Z ещё и нормировать, т. е. разделить на среднее квадратическое отклонение и рассматривать новые показатели (признаки)


которые теперь безразмерны, так же как и факторы.

  Если значения 
[image: image1475.wmf]i
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 и 
[image: image1476.wmf]i

s

 известны, то предлагаемый переход от 
[image: image1477.wmf]i
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 к 
[image: image1478.wmf]i

Z

 и 
[image: image1479.wmf]i

Y

 не вызывает затруднения, а нагрузки на факторы безразмерны. Поэтому возможно определить, какая часть разброса, измеряемого дисперсией, приходится на общие факторы, а какая – на характерные. Так как результаты экономических наблюдений, как правило, сильно зависят друг от друга, то выяснение вопроса, можно ли объяснить их меньшим числом общих для всех наблюдений факторов, является очень актуальным.
  Рассмотрим далее разновидности моделей многомерных наблюдений, считая, пока это возможно, что все признаки центрированы и нормированы. Хотя нормирование i – го признака и изменяет нагрузки на факторы, не будем пока изменять их обозначения, поскольку старые величины нагрузок (для ненормированных наблюдений) отличаются от новых лишь множителем 
[image: image1480.wmf].
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  Модель главных компонент можно получить из общей модели в том случае, когда: а) характерные факторы отсутствуют, т. е. V=0, и б) число общих факторов равно числу признаков (k=m).

  Модель факторного анализа состоит в том, что число общих факторов т меньше числа признаков, но у каждой компоненты многомерного признака может иметься характерная особенность (характерный фактор), т. е. диагональные элементы матрицы V неотрицательны.
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2. Модель и свойства главных компонент.

  Суть метода главных компонент состоит в замене первоначальных коррелированных признаков (показателей) тем же количеством преобразованных некоррелированных компонент (факторов). Ранее исходные признаки обозначались через 
[image: image1481.wmf],
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 Воспользуемся этими обозначениями. Линейная модель главных компонент для центрированных значений записывается в следующем виде:
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или в матричной форме

Z=AF, MF=0, MFF’=I
где 
[image: image1484.wmf]k
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 - центрированные, нормированные и некоррелированные факторы (компоненты).

  Чтобы определить матрицу нагрузок 
[image: image1485.wmf]ij
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, рассмотрим уравнение для собственных значений ковариационной матрицы Ʃ=MZZ’ первоначальных признаков (det Ʃ≠0)

Ʃl=λl,

где λ – собственное значение, а l=(
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)’ – собственный вектор – столбец, соответствующий собственному значению λ.

  Так как матрица Ʃ неотрицательно определена, то существует ровно k собственных неотрицательных чисел 
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 и соответствующих им собственных нормированных векторов 
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, ортогональных между собой, иными словами, имеют место следующие соотношения
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  Умножив обе части равенств (8.2.2) слева на 
[image: image1490.wmf]/
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  Рассмотрим теперь матрицу L, составленную из векторов 
[image: image1492.wmf]k
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 в порядке убывания соответствующих собственных значений:
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  Эта матрица на основании условий (8.2.2) ортогональная.

  Выполним теперь линейное преобразование над исходными признаками с помощью матрицы 
[image: image1494.wmf]1
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, обратной к L ортогональной матрице:
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тогда вектор 
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 новых признаков 
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 будет иметь некоррелированные компоненты. Действительно, найдём ковариационную матрицу новых признаков:
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  Используя соотношения (8.2.3), получаем
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где 
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  Таким образом, новые признаки (компоненты) 
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 некоррелированы и имеют дисперсии 
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 расположенные в порядке убывания.

  Ортогональное преобразование сохраняет расстояние, поэтому 
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  Итак, главные компоненты исчерпывают всю вариабельность исходных признаков, а вклад каждой компоненты в эту общую вариабельность представлен соответствующим собственным значением 
[image: image1505.wmf]i

l

 ковариационной матрицы Ʃ.

  Для перехода к модели (8.2.1), т. е. к таким ортогональным факторам F, что MF=0 и M(FF’)=I, следует изменить факторные нагрузки. Так как вместо факторов F должны быть взяты факторы 
[image: image1506.wmf],
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 - диагональная матрица с элементами 
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 на главной диагонали, то 
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 следовательно, и факторы, и факторные нагрузки легко вычислить. Из изложенного выше вытекает справедливость следующего утверждения для F.

  Теорема 8.1. Если ковариационная матрица Ʃ k – мерных наблюдений Z имеет ранг т, то модель главных компонент существует и факторы, и факторные нагрузки определяются однозначно:
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где столбцы матрицы L, т. е. 
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 - диагональная матрица размера т×т, где 
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Однозначность определения факторов и факторных нагрузок называют идентифицируемостью модели главных компонент. Рассмотрим фундаментальные свойства главных компонент.

1. Свойство наилучшей самовоспроизводимости.

  Это свойство показывает, насколько хорошо можно приближать многомерные наблюдения с помощью меньшего числа факторов.

  Рассмотрим исходные признаки 
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 и набор искусственных предсказывающих признаков 
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 Для каждого признака 
[image: image1519.wmf]i
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 рассмотрим предсказывающую линейную комбинацию 
[image: image1520.wmf]:
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  Таким образом, вектор – столбец Z будем приближённо заменять вектор – столбцом Bu, где В – матрица размера k×m, а и – вектор – столбец размера m×1.

  Матрицу В, т. е. все коэффициенты 
[image: image1522.wmf]im
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 линейных комбинаций из и, подберём так, чтобы «отклонения» этих линейных комбинаций из т предсказывающих признаков и от предсказуемых k признаков Z были минимальными. В качестве меры отклонения используем величины
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                               (8.2.4)

которые образуют неотрицательно определённую симметрическую матрицу ∆. Отклонения тем меньше, чем «ближе» матрица 
[image: image1524.wmf]ij
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 к матрице, состоящей из одних нулей.

  Существует несколько показателей f(∆) близости матрицы ∆ к 0, в частности: а) след матрицы 
[image: image1525.wmf];
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 б) евклидова норма матрицы, равная квадратному корню из суммы квадратов всех элементов ∆, т. е. 
[image: image1526.wmf];
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 в) определитель матрицы ∆, т. е. 
[image: image1527.wmf].
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 Все эти три показателя близости очень легко находятся, если известны собственные числа матрицы ∆.

  Известно, что минимум целого класса показателей близости, в том числе и 
[image: image1528.wmf]),
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 достигается тогда и только тогда, когда предсказывающие признаки 
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 являются функциями 
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следует использовать либо первые т главных компонент 
[image: image1532.wmf],
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 либо т первых факторов f модели (8.2.1).

○ Пример 8.3. Пусть k=3 и ковариационная матрица признаков Z равна Ʃ. Рассмотрим самовоспроизводительность, используя показатель близости 
[image: image1533.wmf])
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 и первую главную компоненту 
[image: image1534.wmf]1
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, т. е. т=1. В первую очередь следует определить матрицу В, которая в данном случае имеет размерность (3×1), т. е. является вектор – столбцом с компонентами 
[image: image1535.wmf].
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 Используя центрированность признаков и главных компонент, найдём
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[image: image1536.wmf]).
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 Минимум 
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 Поэтому относительная ошибка, если измерять её в долях дисперсии признаков 
[image: image1541.wmf]i
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, равна 
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 Используя выборочные данные получаем: 
[image: image1543.wmf]%

4

%,

2

%,

1

3

2

1

=

=

=

d

d

d

 - относительные ошибки воспроизводимости наблюдений 
[image: image1544.wmf]3
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 по первой, главной, компоненте. Точно такие же результаты имеют место для первого фактора 
[image: image1545.wmf]1

f

. ●

2. Свойство наименьшего искажения геометрической структуры.

  Так как выбор т из k главных компонент переводит наблюдение Z (точку в k – мерном пространстве) в точку в т – мерном пространстве (набор факторов 
[image: image1546.wmf]m
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), то из – за линейности преобразования признаков в факторы получаем, что это преобразование – проекция точки Z из k – мерного пространства в точку f из т – мерного пространства (т<k). Такие проекции обладают следующими свойствами.

1) Сумма квадратов расстояний от п k – мерных точек до пространства, натянутого на т (т<k) главных компонент (факторов f), наименьшая среди всех соответствующих сумм других подпространств размерности т, полученных с помощью линейного преобразования исходного k – мерного пространства и проходящих через «центр тяжести» системы из п точек.

2) Среди всех подпространств заданной размерности т (т<k), полученных из k – мерного пространства признаков с помощью произвольного их линейного преобразования, в пространстве, натянутом на первые т главных компонент (факторов f), меньше всего искажается сумма квадратов расстояний между всеми парами п выбранных k – мерных точек (п наборами по k признаков в каждом).
3) В пространстве, натянутом на т главных компонент (факторов f), среди всех подпространств заданной размерности m<k и полученных k – мерного пространства наблюдаемых признаков с помощью линейного преобразования, меньше всего искажаются: а) расстояния от любых п наблюдений (точек) до их общего «цента тяжести» и б) углы между любыми парами прямых, проходящих через все пары точек и «центр тяжести».

Мерой искажения геометрической структуры при проекции пространства признаков на пространство т главных компонент (факторов f) могут служить следующие величины:
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для 
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 и т. д.

  Соответственно мерой сохранения геометрической структуры служат величины 1-р(т) или 1-q(т) и т. д.

  В некоторых задачах проекция точек трёхмерного пространства на линию первой главной компоненты (фактора 
[image: image1550.wmf]1

f

) может давать искажение геометрической структуры, например, в 0,0136 (≈1,4%), если измерять искажение величиной р(1).

  В заключение отметим, что если все признаки 
[image: image1551.wmf]i
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 центрированы, то все геометрические картины особенно наглядны. На рисунке (стр. 181) изображены точки и эллипсоиды рассеивания в трёх ситемах координат: 
[image: image1552.wmf]).
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 Из этого рисунка следует, что линия первой главной компоненты – это линия ортогональной регрессии. На рисунке (стр. 182) изображён график сохранения геометрической структуры, если искажения мерить с помощью 
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 (k=10). Степень сохранения структуры измеряют также долей суммарной дисперсии, обусловленной первыми главными компонентами.

  Часто в экономических исследованиях приходится иметь дело не только с центрированными, но и с нормированными величинами. В этом случае вместо ковариационной матрицы во всех рассуждениях используют корреляционную матрицу. Следует учесть, что направления осей главных компонент (рисунок на стр. 181) не меняется при замене центрированных признаков на центрированные или нормированные, а изменяются лишь факторные нагрузки, так как все признаки при нормировке делят на среднеквадратические отклонения.
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3. Модель факторного анализа.

  Модель факторного анализа, как уже было отмечено, состоит в том, что все признаки выражаются через меньшее число факторов
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где все общие и характерные факторы 
[image: image1555.wmf]i
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 центрированы, независимы в совокупности между собой и имеют дисперсии, равные 1. 

  Таким образом, каждый объект описывается k признаками 
[image: image1556.wmf]i
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, которые зависят от общих для всех них факторов 
[image: image1557.wmf]m
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, присущих каждому объекту, и характерных 
[image: image1558.wmf]i
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 - разных для разных признаков. Отсюда следует, что связи признаков заключены в общих факторах. Это особенно хорошо видно из выражения для ковариационной матрицы
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или (в обычной записи)


[image: image1560.wmf].
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  Допустим, что известна только ковариационная матрица Ʃ. Тогда возникают следующие вопросы: 1) при каких ограничениях на Ʃ существуют такие матрицы А (размера k×m) и 
[image: image1561.wmf]2
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 - диагональная (размера k×k), что 
[image: image1562.wmf];
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 2) если матрицы А и 
[image: image1563.wmf]2
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 существуют, то при каких условиях на 

[image: image1564.wmf]®
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можно найти А и 
[image: image1565.wmf]2

V

 единственным образом. Ответ на второй вопрос соответствует задаче идентификации.

  Наконец, допустим, что все условия существования и единственности выполнены; тогда возникает ещё один вопрос: как найти А и 
[image: image1566.wmf]2

V

, зная лишь Ʃ, т. е. нужно ещё иметь алгоритм вычисления по Ʃ матриц А и V.

  Ответ на вопрос о существовании модели факторного анализа известен. Условия существования имеют достаточно сложный вид, поэтому здесь они не приводятся. Если удаётся каким – либо способом найти матрицы А и V, то вопрос о существовании модели решён.

  Что касается единственности (если у наблюдений, т. е. у общих и характерных факторов, имеются не только вторые моменты, но и моменты четвёртого порядка, то модель факторного анализа единственна, если она существует), то следует обратить внимание на следующее: факторы и 
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факторные нагрузки определяются не однозначно, а с точностью до произвольного ортогонального преобразования. Действительно, пусть L – ортогональная матрица размера т×т, т. е. LL’=I. Возьмём в модели факторного анализа

Z=AF+V
[image: image1567.wmf]e


вместо факторов f другие факторы g, которые, как и f, независимы и нормированы: g=L’F. Тогда при факторных нагрузках В=АL вид модели не изменяется, поскольку Z=Bg+V
[image: image1568.wmf]e

=ALL’F+V
[image: image1569.wmf]e

=AF+V
[image: image1570.wmf]e

, т. е. появляются другие факторы и другие факторные нагрузки, а первоначальные признаки не изменяются. Изменения в ковариационной матрице Ʃ невозможны, поскольку для факторов g матрица Ʃ=ВВ’+V, а из B=AL следует, что BB’=ALL’A’=AIA’=AA’, т. е. ковариационная матрица не изменилась.
  Итак, если найдены какие – либо факторные нагрузки А, то факторные нагрузки В=АL также допустимы, т. е. допустим целый класс нагрузок, связанных любыми ортогональными преобразованиями. Таким образом, в прямом смысле единственности нет. Но есть единственность (т. е. индентифицируемость) с точностью до ортогонального преобразования; следовательно, из всех ортогональных преобразований можно выбрать такое, для которого матрица факторных нагрузок имеет самую «простую структуру».
  Так как общие необходимые и достаточные условия идентифицируемости довольно сложны, то приведём более простые условия.

  Обозначим через 
[image: image1571.wmf]m
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 подматрицу ковариационной матрицы Ʃ, полученную в результате выбора т произвольных столбцов матрицы Ʃ и последующего исключения строк, содержащих диагональные элементы матрицы Ʃ. Таким образом, подматрица 
[image: image1572.wmf]m
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 состоит из k-т строк и т столбцов.

  Если все подматрицы 
[image: image1573.wmf]m

å

~

 матрицы Ʃ имеют ранг меньше т, то модель факторного анализа неидентифицируема при т общих факторах. Отсюда, в частности, следует, что при т>k/2 модель факторного анализа неидентифицируема.

  Если среди всех матриц 
[image: image1574.wmf]m
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 найдётся такая, что при исключении любой её строки остаётся подматрица ранга т, то модель факторного анализа с т общими факторами идентифицируема.

  Если модель факторного анализа  существует и идентифицируема, то тем не менее невозможно найти значение всех факторов. Это связано с тем, что при k признаках число всех факторов равно m+k (т общих, k характерных), в то время как имеется только k линейных уравнений. Однако можно найти средние значения и ковариационные матицы факторов для фиксированных признаков.

  Если же характерные факторы определять не нужно, то из k уравнений нужно найти т (т<k) неизвестных общих факторов. В этом случае определение общих факторов либо невозможно из – за несовместимости системы уравнений, либо сводится к модели регрессии с ошибками, которые
184 
имеют в общем случае разную точность, определяемую коэффициентами 
[image: image1575.wmf]i

V

 для i – го наблюдения. Таким образом, значения факторов не могут быть точно найдены по уравнениям модели факторного анализа.
  при описании модели главных компонент было отмечено свойство наилучшего приближения всей ковариационной или корреляционной матрицы k признаков с помощью первых т главных компонент. Для модели факторного анализа справедливо аналогичное свойство. Если рассматривать не все т факторов, которые полностью определяют всю ковариационную или корреляционную матрицу, а только m’<m из них, то эти m’ факторов можно выбрать так, чтобы ковариационная матрица для величин
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как можно меньше отклонялась от исходной, т. е. сумма
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была минимальной. Таким образом, модель факторного анализа предназначена для объяснения только связей между признаками, но не даёт объяснения их вариабельности.
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4. Статистика модели главных компонент.

  До сих пор рассматривался случай, когда и модель и ковариационная (корреляционная) матрица были известны. На практике же бывают известны лишь реализации наблюдений. Обозначим число этих известных наблюдений через п и, как обычно, будем предполагать, что все они не зависят друг от друга. Ранее при определении факторных нагрузок мы использовали известную ковариационную (корреляционную) матрицу, сейчас заменим её выборочной корреляционной или ковариационной матрицей [image: image1578.wmf]R
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 или [image: image1579.wmf]å
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.

  Обозначим выборочные наблюдения через [image: image1580.wmf],
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 - вектор – столбцы с компонентами [image: image1582.wmf]jl
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, т. е. [image: image1583.wmf].
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 Матрица Х состоит из п вектор – столбцов [image: image1584.wmf]l
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. Если сложить все столбцы матрицы Х (все многомерные наблюдения) и результат разделить на п, то получим вектор оценок математических ожиданий

[image: image1585.wmf].

)

,...,

,

(

1

,...,

1

,

1

1

/

2

1

/

1

1

2

1

1

1

k

n

l

kl

n

l

l

n

l

l

n

l

l

X

X

X

X

n

X

n

X

n

X

n

X

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

=

å

å

å

å

=

=

=

=


  Известно, что вектор [image: image1586.wmf]X

 - несмещённая состоятельная оценка неизвестного математического ожидания МХ, если, конечно, оно существует. Предположим, что существуют математические ожидания и вторые моменты компонент случайного вектора Х, реализации [image: image1587.wmf]l

X

 которого наблюдаются. Выборочные дисперсии компонент

[image: image1588.wmf]å
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в этом пункте удобно заменить на [image: image1589.wmf]ii
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, так как это диагональные элементы выборочной ковариационной матрицы [image: image1590.wmf]å
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. Остальные элементы матрицы Ʃ – это выборочные ковариации [image: image1591.wmf]å
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 образуют матрицу Ʃ размера k×n. Теперь матрица [image: image1595.wmf]/
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, а корреляционная матрица [image: image1596.wmf]D
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, где матрица D – диагональная с элементами [image: image1597.wmf]ii
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 на диагонали.

  На основании теоремы 2.1 о функциях от выборочных моментов можно сделать вывод, что выборочная ковариационная (корреляционная) матрица [image: image1598.wmf])

ˆ

(

ˆ

R

å

 является асимптотически несмещённой, нормальной и состоятельной оценкой ковариационной (корреляционной) матрицы [image: image1599.wmf])
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, если число наблюдений велико (п→∞), а размерность наблюдений не очень велика.

  Рассмотрим только методы, когда k/n мало (k/n→0), например k конечно, а п→∞, хотя имеются многочисленные результаты для случая больших k и п. В последнем случае рассматривается асимптотика Колмогорова, т. е. такие k и 
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п, что п→∞ и k/n→c, где с – постоянное значение или lim(k/n)=с, п→∞, при этом необходимо во всех оценках, критериях проверки гипотез и т. д. делать поправку на величину с. Если же с настолько мала, что этой поправкой можно пренебречь, то приходим к рассматриваемому случаю с=0 или k/n→0.

  В том случае, когда распределение наблюдений нормально, выборочная ковариационная матрица [image: image1600.wmf]å
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 - оценка метода максимального правдоподобия. Собственные числа [image: image1601.wmf]i
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 и собственные векторы [image: image1602.wmf]i

l
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 матрицы [image: image1603.wmf]å
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 - оценки максимального правдоподобия величин [image: image1604.wmf]i
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 и [image: image1605.wmf]i
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. Поэтому они обладают всеми качествами оценок максимального правдоподобия: асимптотической несмещённостью, асимптотической эффективностью и асимптотической нормальностью. Все эти свойства (кроме, возможно, эффективности) имеют и оценки метода моментов, поскольку [image: image1606.wmf]i
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 и [image: image1607.wmf]i
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 - функции от выборочных моментов.

  Из свойств модели главных компонент получаем оценки метода моментов (или метода максимального правдоподобия при нормальном распределении наблюдений) для нагрузок на факторы [image: image1608.wmf]i
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 и оценки факторов [image: image1609.wmf]i
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. Необходимо обратить внимание на следующий факт: так как выборочные нагрузки на факторы [image: image1610.wmf]i
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 и собственные векторы [image: image1611.wmf]i
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 - это оценки, то они имеют ошибки, которые непосредственно входят в погрешности как главных компонент, так и факторов [image: image1612.wmf]i

f

. Поэтому можно говорить лишь об оценках главных компонент и средних значений факторов.

  Известно, что:
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при п→∞ асимптотически нормальны со средним, равным 0, и дисперсией, равной [image: image1614.wmf]2
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, и не зависят от  других [image: image1615.wmf]j
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2) вектор
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при п→∞ имеет в пределе многомерное нормальное распределение с вектором средних значений 0 и с ковариационной матрицей, элементами которой являются 

[image: image1617.wmf].
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  При этом компоненты вектора [image: image1618.wmf]i

l

 не зависят от всех [image: image1619.wmf]i

l

ˆ

 и от компонент всех векторов [image: image1620.wmf]j

l

ˆ

, j≠i.

  Используя общий подход, можно на основе (8.4.1) получить доверительный интервал для [image: image1621.wmf]i

l

. Но если известно несколько доверительных интервалов, полученных разными методами, то при малых п (поскольку распределение наблюдений известно) лучше использовать самый большой из них – он даёт наиболее надёжные результаты.
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○ Пример 8.4. Допустим, что при обследовании 24 объектов, характеризуемых тремя признаками, получена матрица [image: image1622.wmf].
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 Найдём доверительный интервал для [image: image1623.wmf]3

l

. Так как п=24, то, выбрав вероятность ошибки равной 0,05, получаем [image: image1624.wmf]96
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  Рассмотрим гипотезу о равенстве t собственных чисел ковариационной матрицы [image: image1631.wmf]å
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 равны между собой. Известно, что при п→∞ и справедливости основной гипотезы статистика
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распределена по закону [image: image1635.wmf]1
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 степенями свободы. Отсюда следует, что гипотеза о равенстве t корней отвергается с вероятностью ошибки, равной α, если
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где [image: image1637.wmf])
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 - β – квантиль распределения [image: image1638.wmf]2
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 с k степенями свободы.

○ Пример 8.5. Проверим гипотезу о том, что [image: image1639.wmf]3
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, возникшую в примере 8.4. Пусть вероятность ошибки α=0,05; тогда при i=2, t=2, [image: image1640.wmf]5
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  Поскольку [image: image1642.wmf],
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 гипотезу о равенстве [image: image1643.wmf]2
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 и [image: image1644.wmf]3
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 следует принять. Но в этом случае нужен новый доверительный интервал для двух одинаковых собственных чисел [image: image1645.wmf]2
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 и [image: image1646.wmf]3

l
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  Доверительный интервал для t одинаковых собственных чисел ковариационной матрицы строится следующим образом. Пусть [image: image1647.wmf],
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 а α, как и прежде, вероятность ошибки первого рода; тогда доверительный интервал надёжности (1-α) для [image: image1648.wmf])
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○ Пример 8.6. Постоим доверительный интервал для [image: image1650.wmf]3
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 в условиях примеров 8.4 и 8.5, задавшись надёжностью 0,95, т. е. α=0,05. Так как t=2, [image: image1651.wmf]2
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  Полученное неравенство выполняется в среднем в 95 случаях из 100. ●

  Иногда по выборочной корреляционной матрице [image: image1654.wmf]R

ˆ

 можно высказать предположение о равенстве всех парных коэффициентов корреляции. Из такой гипотезы следует: а) равенство всех последних собственных значений; б) явный вид собственных векторов. Приведём статистику (критерий согласия) для проверки гипотезы о равенстве всех [image: image1655.wmf]r
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 по данным о выборочной корреляционной матрице [image: image1656.wmf].
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  Для проверки этой гипотезы вначале вычисляют средние коэффициенты корреляции по строкам (или столбцам) [image: image1657.wmf];
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 затем средние коэффициенты корреляции по всей матрице [image: image1658.wmf]å
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 и нормированную величину [image: image1659.wmf].

)

ˆ

1

)(

2

(

ˆ

)

ˆ

2

(

)

1

(

2

2

r

k

k

r

r

k

c

-

-

-

-

=

 Теперь возможно вычислить статистику критерия
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которая при п→∞ распределена как величина [image: image1661.wmf]2
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 с [image: image1662.wmf]2
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 степенями свободы. Поэтому гипотезу о равнокоррелированности всех наблюдений [image: image1663.wmf]r
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 α – уровень значимости.

○ Пример 8.7. Для выборочной корреляционной матрицы, полученной в условиях примера 8.4
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проверим гипотезу о равенстве всех коэффициентов корреляции. Получаем: [image: image1666.wmf],
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[image: image1667.wmf].
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  Отсюда имеем [image: image1668.wmf].
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  Задав уровень значимости критерия α=0,05 для [image: image1669.wmf]2
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 степеней свободы, из таблиц находим квантиль [image: image1670.wmf].
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 то гипотезу о равнокоррелированности всех трёх признаков можно считать согласующейся с имеющимися результатами обследования. Ошибка может иметь место в среднем в 5 случаях из 100. ●

  Кроме доверительных интервалов и критериев согласия в статистике главных компонент применяются критерии проверки независимости (некоррелированности) и равноточности всех наблюдений. Критерий некоррелированности основан на матрице [image: image1672.wmf]R

ˆ

, а критерий некоррелированности и равноточности – на [image: image1673.wmf].
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 Эти критерии строятся при фиксированном k и больших п. Имеется также и критерий проверки гипотезы о некоррелированности против гипотезы о равнокоррелированности наблюдений, построенных для любых п и любых k. Но последний критерий основан на знании самих наблюдений, а не их выборочной корреляционной или ковариационной матрицы. Кроме того, приходится предполагать, что сами наблюдения имеют многомерное нормальное распределение.
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5. Статистика модели факторного анализа.

  Вычислительная сторона факторного анализа сопряжена со значительными трудностями. Вычислительная часть факторного анализа состоит из двух задач. Первая задача – оценивание параметров модели факторного анализа. Вторая – определение такого поворота в пространстве факторов (ортогонального преобразования), чтобы выполнялись некоторые дополнительные свойства.

  Для решения первой задачи часто используют наиболее простые с вычислительной точки зрения ограничения на факторные нагрузки А. Приведём несколько примеров.

1. Решение для А и [image: image1674.wmf]2
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 системы

[image: image1675.wmf]2
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ищется среди таких матриц А и [image: image1676.wmf]2

V

, чтобы матрица А’VA была диагональной и её диагональные элементы были упорядочены в порядке убывания.

     2. Решение для А и [image: image1677.wmf]2

V

 выбираются из соображений диагональности матрицы АА’. При этом дополнительно предполагается, что диагональные элементы АА’ расположены в порядке убывания при возрастании номеров строк (столбцов).

      3.  Решение для А ищется среди всех А, имеющих вид

[image: image1678.wmf].
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  Последняя матрица хороша тем, что первый признак выражается через 1 – й фактор, второй – через1 - й и 2 – й факторы, третий – через 1, 2 и 3 – й и т. д. Лишь последние k-m-1 признаков выражаются через все факторы. Далее будет рассмотрен только первый случай. Решение выполняется по схеме, включающей вопросы минимизации некоторой неотрицательной функции от всех элементов матриц. Эта функция f является обобщением понятия «расстояние», когда имеются ввиду две матрицы, поэтому она зависит от двух матриц, например В и С. При В=С функция f(В, С) достигает минимума: f(В, В)=0; при В≠С функция f(В, С)>0. Функция f(В, С) может быть выражена через собственные значения обобщённой задачи о собственных векторах и числах с помощью строго соответствующей f функции g(λ).

  Прежде чем рассмотреть этапы расчёта оценок, напомним, что предполагается существование модели и её идентифицируемости, кроме того, считается известным число общих факторов т в факторной модели. Так 
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как матрица Ʃ точно не известна, а имеется лишь её оценка [image: image1679.wmf]å

ˆ

, то даже при известном числе факторов нельзя ожидать получения точного решения задачи факторного анализа, а можно лишь оценить это решение с той или иной степенью точности.

  Обобщенная задача о собственных векторах и числах состоит в следующем. Пусть заданы неотрицательно определённая матрица В и положительно определённая матрица С; тогда обобщённые собственные числа [image: image1680.wmf]i
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 удовлетворяют уравнению [image: image1681.wmf],
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 собственных векторов справедливо соотношение [image: image1683.wmf].
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 Для решения на ЭВМ задач об обобщённых собственных числах и векторах имеется соответствующее программное обеспечение.

  Итак, зная число общих факторов т и [image: image1684.wmf]å
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, требуется из системы [image: image1685.wmf]2
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 оценить А и [image: image1686.wmf]2
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.

     Этап 1. Выбираем метод оценивания, т. е. вид функции f(В, С) или, что то же самое, g(λ), где λ – решения уравнения

[image: image1687.wmf].
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     Этап 2. Находим оценку корреляционной матрицы [image: image1688.wmf]R

ˆ

 по результатам п наблюдений.

     Этап 3.  Находим диагональную матрицу [image: image1689.wmf]2
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 среди всех неотрицательно определённых матриц с диагональными элементами [image: image1690.wmf],
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 удовлетворяющую равенству

[image: image1691.wmf]).
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  Если бы матриц [image: image1692.wmf]2
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 было конечное число, то, подставляя в функцию [image: image1693.wmf])
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 приводной  той же [image: image1694.wmf]R

ˆ

 последовательно все матрицы [image: image1695.wmf]2

V

, можно было бы найти минимум. Но множество всех [image: image1696.wmf]2
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 бесконечно, поэтому для решения этой задачи используются методы математического программирования.

     Этап 4. Оценка [image: image1697.wmf]2
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 получается следующим образом. Пусть D – диагональная матрица, полученная из диагональных элементов [image: image1698.wmf]ii
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     Этап 5. По оценке [image: image1701.wmf]2
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 получим оценку [image: image1702.wmf]A
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где Н – матрица размера k×m, полученная из матрицы L размера k×k, состоящей из k собственных векторов [image: image1704.wmf]i
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 задачи [image: image1705.wmf],
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 следующим образом: матрицу L’ обращаем и из неё выбираем т первых столбцов.

  Отметим, что каждой функции g, а следовательно, и f, соответствует свой
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метод оценивания параметров факторов модели и, наоборот, каждому методу соответствует своя функция. Например, если известно, что все наблюдения нормальны, то параметры модели факторного анализа могут быть оценены методом максимального правдоподобия. Этому методу соответствует функция [image: image1706.wmf],
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○ Пример 8.8.  Рассмотрим матрицу коэффициентов корреляции восьми признаков, определяющих качество женской одежды. Матрица получена по выборке объёма п=305 (таблица).

	Признак
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	1. Рост
	1
	0,846
	0,805
	0,859
	0,473
	0,398
	0,301
	0,382

	2. Размах рук
	0,846
	1
	0,881
	0,826
	0,376
	0,326
	0,277
	0,415

	3. Длина предплечья
	0,805
	0,881
	1
	0,801
	0,380
	0,319
	0,237
	0,345

	4. Длина ног
	0,859
	0,826
	0,801
	1
	0,436
	0,329
	0,327
	0,365

	5. Вес
	0,473
	0,376
	0,380
	0,436
	1
	0,762
	0,730
	0,629

	6.Окружность бёдер
	0,398
	0,326
	0,319
	0,329
	0,762
	1
	0,583
	0,577

	7.Окружность груди
	0,301
	0,277
	0,237
	0,327
	0,730
	0,583
	1
	0,539

	8. Ширина груди
	0,382
	0,415
	0,345
	0,365
	0,629
	0,577
	0,539
	1


  Решение получено с помощью ЭВМ. Нагрузки на общие факторы, число которых т=2 и т=3, приведены в следующей таблице, там же даны значения составляющих частей дисперсий 
[image: image1707.wmf]2
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.

	Признак
	Число факторов

	
	т=2
	т=3

	
	
[image: image1708.wmf]1
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[image: image1711.wmf]1
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	1. Рост
	0,856
	-0,324
	0,162
	0,862
	-0,320
	0,164
	0,127

	2. Размах рук
	0,848
	-0,412
	0,111
	0,877
	-0,432
	-0,423
	0,002

	3. Длина предплечья
	0,808
	-0,409
	0,178
	0,808
	-0,388
	-0,051
	0,193

	4. Длина ног
	0,931
	-0,342
	0,192
	0,838
	-0,343
	0,180
	0,157

	5. Вес
	0,750
	0,571
	0,111
	0,748
	0,584
	0,090
	0,090

	6.Окружность бёдер
	0,631
	0,492
	0,360
	0,625
	0,499
	0,007
	0,360

	7.Окружность груди
	0,569
	0,510
	0,417
	0,569
	0,515
	-0,020
	0,411

	8. Ширина груди
	0,607
	0,351
	0,508
	6,003
	0,344
	-0,164
	0,491

	Сумма квадратов
	4,449
	1,510
	-
	4,481
	1,532
	0,156
	-
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  Факторы часто интерпретируют по нагрузкам. Так, первый фактор теснее всего связан с длиной рук, ног, размером рук и ростом, поэтому при маркировке одежды его называют ростом. Второй фактор в большей мере определяет вес, окружность бёдер, груди, поэтому его можно было бы назвать полнотой, но при маркировке одежды его называют размером.

  Из второй таблицы видно, что суммы квадратов нагрузок на характернее факторы (т. е. дисперсии) как при двух общих факторах, так и при трёх факторах слишком велики, чтобы этих факторов было достаточно для относительно точного описания фигуры.

  По последней строке можно судить о доле каждого общего фактора в разбросе (дисперсии) наблюдаемых признаков. Доля третьего фактора 0,156/8=0,02 слишком мала, чтобы его учитывать, в то время как доля первых двух составляет 5,949/8=0,745 (для т=2) и 6,013/8=0,752 (для т=3), т. е. очень велика. ●

  Возникает вопрос: сколькими же факторами следует ограничиться? Проверим гипотезу о том, что число общих факторов равно выбранному заранее числу т. Если бы корреляционная (или ковариационная) матрица была точно известна, то это можно сделать очень просто: найти решения для нагрузок на общие и характерные факторы, т. е. А и 
[image: image1715.wmf]2

V

. Это решение AA’+
[image: image1716.wmf]2
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 должно совпадать с заданной матрицей R или 
[image: image1717.wmf]å
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. Однако для 
[image: image1718.wmf]R
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 или 
[image: image1719.wmf]å
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 ожидать подобного же совпадения с AA’+
[image: image1720.wmf]2
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 не приходится, поэтому следует статистически оценить разность между 
[image: image1721.wmf]å
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 или 
[image: image1722.wmf]R
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 и 
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 и установить, насколько она значима.

  Так как 
[image: image1724.wmf]å
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 или 
[image: image1725.wmf]R
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 - функции выборочных моментов, а 
[image: image1726.wmf]2
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 - функции от 
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[image: image1728.wmf]R
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 также функции от моментов, поэтому к 
[image: image1730.wmf]2
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 применимы теоремы о функциях от моментов.

  Если же известно распределение для наблюдений, например оно нормальное, то 
[image: image1731.wmf]2
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 - это оценка максимального правдоподобия со всеми их свойствами. Используя эти факты, можно найти статистику для проверки гипотезы о том, что при заданном т оценки 
[image: image1732.wmf]2
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 достаточно хорошо описывают 
[image: image1733.wmf]å
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 или 
[image: image1734.wmf]R
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  Имеется два метода проверки гипотезы о числе общих факторов. Более точный основан на приращении информации при переходе от т факторов т+1 фактору, поэтому он требует очень больших вычислений.

  Известно, например, что менее качественный метод при малом числе наблюдений «завышает» число общих факторов, необходимых для оценки модели факторного анализа, а при большем числе наблюдений – «занижает» это число. Приведём лишь последний, более простой для понимания метод. 

  Для нормального распределения наблюдений известно, что величина
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асимптотически распределена при п→∞ по закону 
[image: image1736.wmf]2
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 с числом степеней свободы


[image: image1737.wmf]].
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○ Пример 8.9. Используем данные примера 8.8 для проверки гипотезы о числе общих факторов в факторной модели. Для этого выберем уровень значимости α=0,05 и α=0,01. Допустим, что общих факторов т=2. Из соотношения (8.5.2) найдём ω=8, а из таблицы границ распределения 
[image: image1738.wmf]2
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 найдём квантили 
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 Расчёты, проведённые по данным таблиц, дают 
[image: image1741.wmf].
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 то гипотезу о двух факторах следует отклонить, при этом вероятность неправильного отклонения гипотезы равна α.

  Аналогично можно поступить и при проверке гипотезы о числе общих факторов т=3. Результаты сведены в таблице.

	Число факторов
	Число степеней свободы
	Значение 
[image: image1743.wmf]2
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 при вероятности ошибки
	Результат вычисления 
[image: image1744.wmf]т
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	0,05
	0,01
	0,001
	

	2
	8
	15,507
	20,090
	26,125
	79,8

	3
	7
	14,067
	18,475
	24,322
	24,1


  Результаты, приведённые в таблице, показывают, что число общих факторов т=2 слишком маловероятно, поскольку 
[image: image1745.wmf]2

j

 слишком велико. Даже при λ=0,001 
[image: image1746.wmf].
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 Поэтому возможность характеризовать фигуру лишь двумя общими факторами очень маловероятна. Для числа общих факторов т=3 положение не столь ясное. Хотя при α=0,05 и α=0,01 
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 но при α=0,001 имеем 
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 т. е. гипотеза может быть принята. ●

  После проверки гипотезы о числе общих факторов и вычислении нагрузок на факторы можно оценить средние значения факторов. В отличие от метода главных компонент сами общие факторы оценить нельзя, поскольку матрица А, переводящая общие факторы в наблюдения, имеет ранг т, меньший k. Для оценок средних значений общих факторов существуют несколько методов. Рассмотрим один из них.

  Соотношения, связывающие оценки средних значений общих факторов f с оценками факторных нагрузок для каждого конкретного наблюдения 
[image: image1750.wmf]l
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где 
[image: image1752.wmf]å
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 - оценка ковариационной матрицы, полученная по всем 
[image: image1753.wmf]l
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, l=1,2,…,n, 
[image: image1754.wmf]A
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 - оценка матрицы факторных нагрузок, а 
[image: image1755.wmf]l
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 - вектор признаков объекта l.
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Заключение

  Работая над темой, я узнала основные понятия выборочного метода, оценку математического ожидания, оценку функции распределения, оценку плотности распределения, точечные оценки параметров распределения, метод моментов, метод максимального правдоподобия и другие методы оценивания, интервальные оценки параметров распределения, доверительный интервал для математического ожидания, общий подход к доверительному оцениванию,  примеры построения доверительных интервалов на основе общего подхода, свойства доверительных интервалов, интервальную оценку дисперсии по малой выборке, интервальную оценку математического ожидания по малой выборке, проверку гипотез, описание гипотез, критерии проверки гипотез и их свойства, методы построения критериев, проверку гипотез и доверительные интервалы, проверку гипотез о равенстве средних и дисперсий, критерии согласия, корреляционный и регрессионный анализ, введение в корреляционный анализ, регрессионные модели как инструмент анализа и прогнозирования экономических явлений, парную линейную регрессию, множественную линейную регрессию, особенности практического применения регрессионных моделей, элементы дисперсионного анализа, однофакторный дисперсионный анализ, двухфакторный дисперсионный анализ, понятие о ковариационном анализе, анализ временных рядов, трендовые модели, выявление тренда в динамических рядах экономических показателей, нелинейные тренды, экспоненциальное сглаживание, элементы многомерного статистического анализа, общие модели многомерного анализа, модель и свойства главных компонент, модель факторного анализа, статистику модели главных компонент, статистику модели факторного анализа. Я думаю, что есть необходимость овладевания методами математической статистики как инструментом статистического анализа и прогнозирования экономических явлений и процессов.
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