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Выводы
Введение.

Актуальность:

Векторы – одна из трудных тем в геометрии, но с помощью векторов можно решать большое количество задач, поэтому я решила поглубже познакомиться с данной темой. Школьный материал по векторам, где с помощью скалярного произведения находятся углы между векторами, прямыми, прямой и плоскостью, мне уже известен и я стала знакомиться с этой темой по другим источникам. Я выяснила, что количество задач, которые я могу решить, сильно возросло: так, изучив векторное и смешанное произведения  векторов, я уже смогу вычислить площади параллелограммов, треугольников, построенных на векторах и объёмы параллелепипедов и тетраэдров, также построенных на указанных векторах. Значит, для меня эта тема на сегодня актуальна.

Цель:

Целью моей работы является вопрос о применении векторов при решении геометрических задач на нахождение площадей и объёмов фигур и многогранников.

Задачи:

1) Найти нужную литературу и изучить её;

2) Ознакомиться с понятием векторного произведения, смешанного произведения и их свойствами;

3) Научиться решать задачи на нахождение площадей плоских фигур и объёмов геометрических тел с помощью векторов.

Глава I  Векторное произведение векторов и площади многоугольников.

1. Векторное произведение векторов.
Определение векторного произведения векторов.
Определение: Если ненулевые векторы 
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 неколлинерны, то векторным произведением  вектора 
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1. 
[image: image7.wmf];

sin

*

*

j

в

а

в

а

с

r

r

r

r

r

=

´

=


2. 
[image: image8.wmf];

,

в

с

а

с

r

r

r

r

^

^


3. 
[image: image9.wmf]с

r

направлен так, что тройка векторов 
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Определение: Тройка некомпланарных векторов называется правой, если выполнено одно из следующих трёх условий:
1. если после приведения всех трёх векторов к общему началу кратчайший поворот от 
[image: image12.wmf]а
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 к 
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 мы видим из конца вектора 
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 совершающимся против часовой стрелки (рис: а);

2. если, находясь внутри трёхгранного угла, определяемого приведёнными к общему началу векторами 
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, мы видим поворот от 
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 и от него к 
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совершающимся против часовой стрелки (рис: б);

3. если, будучи приведёнными к общему началу, векторы 
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 располагаются так, как могут быть расположены большой 
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 пальцы правой руки (рис: в).
   Для компланарных векторов понятие правой (левой) тройки смысла не имеет.

Если векторы 
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 коллинеарны, то по определению их векторное произведение полагают равным 
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 (нуль-вектору).

Свойства векторного произведения векторов.
· Длина векторного произведения неколлинеарных векторов 
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 и 
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 численно равна площади параллелограмма, построенного на приведённых к общему началу векторах 
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 и 
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 (свойство антиперестановочности сомножителей);
· 
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 (сочетательное свойство относительно числового (скалярного) множителя);
· 
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 (свойство распределительности векторного произведения относительно сложения векторов); 

· для любого вектора 
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 справедливо равенство: 
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2. Векторное произведение двух векторов в координатах.

1.2.1 Выражение векторного произведения в декартовых координатах.
Определение: Векторное произведение 
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 двух векторов 
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 и 
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 есть вектор, координаты которого можно найти, если известны координаты векторов сомножителей.

Из определения векторного произведения, учитывая, что векторы 
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 попарно взаимно перпендикулярны и являются единичными, имеем: 
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[image: image41.jpg]



Чтобы не ошибаться в знаках, полезно держать в уме следующую схему:

[image: image42.jpg]



Пользоваться ей надо так: если направление кратчайшего пути от первого вектора ко второму совпадает с направлением стрелки, то произведение равно третьему вектору, если не совпадает, то третий вектор берётся со знаком “-“ .
Теперь найдём координаты векторного произведения 
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, заданных в декартовом координатном базисе 
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1.2.2 Матрицы и определители второго порядка.
Определение: Таблица, составленная из четырёх чисел а, в, с и d называется квадратной матрицей второго порядка. Числа а, в, с и d, называют элементами матрицы.

Определение: Число а*d – в*с называется определителем или детерминантом матрицы и обозначается так: 

 Тогда координатами 
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 векторного произведения 
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 являются определители второго порядка, составленные из координат векторов – сомножителей.
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Или в виде разложения по базису:
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Определение: Таблица, у которой 2 строки (столбца) и 3 столбца (строки), называется прямоугольной матрицей.


[image: image56.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

2

1

2

1

2

1

2

2

2

1

1

1

z

z

y

y

x

x

z

y

x

z

y

x


В прямоугольной матрице число строк не равно числу столбцов.

Координаты 
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 векторного произведения 
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 составлены из элементов матрицы 
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, в первой строке которой записаны координаты первого, во второй – второго из перемноженных векторов. Причём первая координата векторного произведения равна определителю, составленному из второго и третьего столбцов этой матрицы, вторая координата векторного произведения – определителю, составленному из третьего и первого столбцов матрицы (1→2,3; 2→3,1; 3→1,2)
ГлаваII Смешанное произведение трёх векторов и объёмы многогранников.

1. Матрицы и определители третьего порядка.
2.1.1 Основные определения.

Определение: Таблица 
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, составленная из 9 чисел, называется квадратной матрицей третьего порядка. Числа 
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 называются элементами матрицы. 
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Определение: матрица, получившаяся из данной матрицы заменой строк столбцами, называется транспонированной матрицей по отношению к данной.

Квадратной матрице третьего порядка 
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 соответствует определитель – число, по определению равное 
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Правило, по которому вычисляется определитель третьего порядка, называется правилом треугольников и диагоналей.
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2.1.2 Свойства определителей третьего порядка.

Определители играют важную роль при исследованиях различных разделах математики, физики, экономики и многих других наук.

Рассмотрим свойства определителей третьего порядка, которые используются при изучении некоторых разделов векторной алгебры и геометрии.

Свойства:

1. Определитель транспонированной матрицы равен определителю исходной матрицы;

2. При перестановке местами двух строк (столбцов) местами, получится определитель противоположного знака;

3. Если 2 строки (столбца) определителя равны, то этот определитель равен нулю;

4. Общий множитель всех элементов какой-либо строки (столбца) можно вынести за знак определителя;

5. Если все элементы какой-либо строки (столбца) равны нулю, то сам определитель равен нулю;

6. Определитель, имеющий 2 пропорциональные строки (столбца), равен нулю;

7. Определитель, имеющий 2 одинаковые строки (столбца) ,равен нулю;

8. Если каждый элемент одной (данной) строки (столбца) определителя представлен в виде суммы двух определителей, у которых все строки (столбцы), кроме данной, прежние, в данной строке (столбце) первого определителя стоят первые, а во второй – вторые слагаемые.

9. Если к элементам одной строки определителя прибавить соответствующие элементы другой строки, умноженные на одно и то же число, то значение определителя не изменяется (то же верно и для столбцов);
10. Если одна строка (один столбец) определителя третьего порядка является линейной комбинацией остальных его строк (столбцов), то определитель равен нулю;

11. Если в определителе вычеркнуть строку и столбец, содержащие данный элемент, то получим определитель второго порядка, который называется алгебраическим дополнением данного элемента.
Вычисление определителя порядка выше третьего может быть основано на следующем свойстве определителей, которое называется разложением определителя по строке (столбцу):
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2. Смешанное произведение трёх векторов.
2.2.1 Определение смешанного произведения трёх векторов.

Определение: Смешанным произведением трёх векторов 
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Найдём численное значение смешанного произведения трёх векторов 
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, если эти векторы заданы своими координатами в декартовом прямоугольном базисе 
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Так как смешанное произведение трёх векторов равно определителю третьего порядка, то алгебраические и геометрические свойства можно доказать на основании свойств определителей.
2.2.2 Алгебраические свойства смешанного произведения трёх векторов.
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2.2.3 Геометрические свойства смешанного произведения трёх векторов.
1. 
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2. если 
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 – компланарны.
Смешанное произведение трёх векторов равно нулю ,если:
a) хоть один из перемножаемых векторов есть нуль-вектор;

b) два из перемножаемых векторов коллинеарны.
Условие компланарности равносильно тому, что один векторов является линейной комбинацией двух других векторов, что, в свою очередь, равносильно равенству нулю определителя третьего порядка, в строках которого записаны координаты данных компланарных векторов (вторая строка является линейной комбинацией первой и второй строк определителя).
2.2.4 Применение смешанного произведения.

1. проверка компланарности векторов: 
[image: image81.wmf]k
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Для того, чтобы данные векторы были компланарны, необходимо и достаточно равенство нулю их смешанного произведения. Так как векторы заданы своими координатами, то для равенства нулю их смешанного произведения необходимо и достаточно равенство нулю определителя третьего порядка, составленного из координат этих векторов:
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2. нахождение объема тетраэдра и параллелепипеда:

Найти объем тетраэдра РАВС, если Р(2;2;2), А(4;3;3), В(4;5;4), С(5;5;6).
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Объём параллелепипеда, построенного векторах 
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, где «+» берётся, когда определитель третьего порядка положителен, и 

«-» - если определитель отрицателен.
Глава III  Применение скалярного, векторного и смешанного произведений в решении задач.

1. Даны векторы 
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 Найти: 
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РЕШЕНИЕ: 
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2. Найти S параллелограмма, построенного на векторах 
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3. На векторах 
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, как на сторонах построен треугольник. Пользуясь векторным произведением векторов, найдите площадь и высоты треугольника.
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4. Найдите площадь треугольника АВС, если А(2;1;0), В(-3;-6;4), С(-2;4;1)


[image: image94.wmf]{

}

{

}

259

5

,

1

259

3

*

2

1

259

3

2331

1849

121

361

1

;

3

;

4

,

4

;

7

;

5

2

1

:

=

=

=

=

+

+

=

´

-

-

-

´

=

ABC

АВС

S

АС

АВ

АС

АВ

АС

АВ

S

РЕШЕНИЕ


5. Докажите, что площадь параллелограмма, построенного на диагоналях данного параллелограмма, вдвое больше площади этого параллелограмма.
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6. Дан параллелепипед 
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Аналогично находим площади граней 
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7. В треугольной призме 
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Выводы:

1. умножение векторов – не только скалярное, но также векторное и смешанное;

2. векторное произведение позволяет вычислять площади плоских фигур;

3. с помощью смешанного произведения можно находить объёмы многогранников;

4. мною решены задачи на нахождение площадей и объёмов, которые бы я смогла решить, только будучи студентом

5. для изучения сложного материала, выходящего за рамки школьной программы нужны базовые знания школьного материала, настойчивость, усердие, кропотливость и большое желание в познании нового.
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