МАТЕМАТИЧЕСКИЕ СОФИЗМЫ

Софизмы - это то же надувательство, 

только выполненное намного изящнее, 

за что мы его и любим.
Софистами в древней Греции называли философов-учителей, задачей которых было научить своих учеников «мыслить, говорить и делать». Будучи в большинстве случаев глубоко образованными людьми, они не столько передавали ученикам знания из различных областей науки, сколько стремились научить их владеть искусством словесных состязаний. Чтобы выйти победителем в словесном поединке, софисты часто пользовались тем, что противник недостаточно глубоко знает предмет, о котором идет речь, недостаточно внимателен и наблюдателен и поэтому не в состоянии отличить ложь от истины. В результате словесного поединка противник должен был согласиться с доводами софиста и признать себя побежденным, хотя истина, казалось, была на его стороне.

Аристотель называл софизмом «мнимые доказательства», в которых обоснованность заключения кажущаяся и обязана чисто субъективному впечатлению, вызванному недостаточностью логического или семантического анализа. Убедительность на первый взгляд многих софизмов, их «логичность» обычно связана с хорошо замаскированной ошибкой — семиотической: за счёт метафоричности речи, омонимии или полисемии слов, амфиболий и пр., нарушающих однозначность мысли и приводящих к смешению значений терминов, или же логической: подмена основной мысли (тезиса) доказательства, принятие ложных посылок за истинные, несоблюдение допустимых способов рассуждения (правил логического вывода), использование «неразрешённых» или даже «запрещённых» правил или действий, например деления на нуль в математических софизмах (Последнюю ошибку можно считать и семиотической, так как она связана с соглашением о «правильно построенных формулах»).

Вот один из древних софизмов («рогатый»), приписываемый Эвбулиду: «Что ты не терял, то имеешь. Рога ты не терял. Значит, у тебя рога». Здесь маскируется двусмысленность большей посылки. Если она мыслится универсальной: «Всё, что ты не терял…», то вывод логически безупречен, но неинтересен, поскольку очевидно, что большая посылка ложна; если же она мыслится частной, то заключение не следует логически. Последнее, однако, стало известно лишь после того, как Аристотель сформулировал логику.

А вот современный софизм, обосновывающий, что с возрастом «годы жизни» не только кажутся, но и на самом деле короче: «Каждый год вашей жизни — это её 1 / n часть, где n — число прожитых вами лет. Но n + 1 > n. Следовательно, 1 / (n + 1) < 1 / n».

Исторически с понятием «софизм» неизменно связывают идею о намеренной фальсификации, руководствуясь признанием Протагора, что задача софиста — представить наихудший аргумент как наилучший путём хитроумных уловок в речи, в рассуждении, заботясь не об истине, а об успехе в споре или о практической выгоде. (Известно, что сам Протагор оказался жертвой «софизма Эватла»). С этой же идеей обычно связывают и «критерий основания», сформулированный Протагором: мнение человека есть мера истины. Уже Платон заметил на то, что основание не должно заключаться в субъективной воле человека, иначе придётся признать законность противоречий (что, между прочим, и утверждали софисты), а поэтому любые суждения считать обоснованными. Эта мысль Платона была развита в аристотелевском «принципе непротиворечия» (см. Логический закон) и, уже в современной логике, — в истолкованиях и требовании доказательств «абсолютной» непротиворечивости. Перенесённая из области чистой логики в область «фактических истин», она породила особый «стиль мышления», игнорирующий диалектику «интервальных ситуаций», то есть таких ситуаций, в которых критерий Протагора, понятый, однако, более широко, как относительность истины к условиям и средствам её познания, оказывается весьма существенным. Именно поэтому многие рассуждения, приводящие к парадоксам и в остальном безупречные, квалифицируются как софизмы, хотя по существу они только демонстрируют интервальный характер связанных с ними гносеологических ситуаций. Так, софизм «куча» («Одно зерно — не куча. Если n зёрен не куча, то n + 1 зерно — тоже не куча. Следовательно, любое число зёрен — не куча») — это лишь один из «парадоксов транзитивности», возникающих в ситуации «неразличимости». Последняя служит типичным примером интервальной ситуации, в которой свойство транзитивности равенства при переходе от одного «интервала неразличимости» к другому, вообще говоря, не сохраняется, и поэтому принцип математической индукции в таких ситуациях неприменим. Стремление усматривать в этом свойственное опыту «нетерпимое противоречие», которое математическая мысль «преодолевает» в абстрактном понятии числового континуума (А. Пуанкаре), не обосновывается, однако, общим доказательством устранимости подобного рода ситуаций в сфере математического мышления и опыта. Достаточно сказать, что описание и практика применения столь важных в этой сфере «законов тождества» (равенства) так же, вообще говоря, как и в эмпирических науках, зависит от того, какой смысл вкладывают в выражение «один и тот же объект», какими средствами или критериями отождествления при этом пользуются. Другими словами, идёт ли речь о математических объектах или, к примеру, об объектах квантовой механики, ответы на вопрос о тождестве неустранимым образом связаны с интервальными ситуациями. При этом далеко не всегда тому или иному решению этого вопроса «внутри» интервала неразличимости можно противопоставить решение «над этим интервалом», то есть заменить абстракцию неразличимости абстракцией отождествления. А только в этом последнем случае и можно говорить о «преодолении» противоречия.

По-видимому, первыми, кто понял важность семиотического анализа софизмов, были сами софисты. Учение о речи, о правильном употреблении имён Продик считал важнейшим. Анализ и примеры софизмов часто встречаются в диалогах Платона. Аристотель написал специальную книгу «О софистических опровержениях», а математик Евклид — «Псевдарий» — своеобразный каталог софизмов в геометрических доказательствах.

 
В истории развития математики софизмы играли существенную роль. Они способствовали повышению строгости в математических рассуждениях и содействовали более глубокому уяснению понятий и методов математики. Роль софизмов в развитии математики сходна с той ролью, какую играли непреднамеренные ошибки в математических доказательствах, допускаемые даже выдающимися математиками. И.П. Павлов говорил, что «правильно понятая ошибка – это путь к открытию». Действительно, уяснение ошибок в математических рассуждениях часто содействовало развитию математики. Особенно поучительна в этом отношении история аксиомы Евклида о параллельных прямых. Формулируется эта аксиома, как известно, так: через данную точку, лежащую вне данной прямой, можно провести только одну прямую, параллельную данной. Эту аксиому на протяжении более чем двух тысяч лет пытались доказать, т.е. вывести из остальных аксиом геометрии, многие выдающиеся математики. Все эти попытки не увенчались успехом. Многочисленные «доказательства», какие были найдены, оказались ошибочными. И все же, несмотря на ошибочность этих доказательств, они принесли пользу развитию геометрии. Можно сказать, что эти «доказательства» подготовили одно из величайших открытий в области геометрии и всей математики – открытие новой неевклидовой геометрии. Честь этого открытия и разработки новой геометрии принадлежит великому русскому математику Н.И. Лобачевскому. Он и сам сначала пытался доказать аксиому о параллельных прямых, но вскоре понял, что этого сделать нельзя. Путь, идя которым Лобачевский установил невозможность доказательства аксиомы о параллельных, и привел его к открытию новой геометрии, которая теперь так и называется - геометрия Лобачевского. 

Можно было бы привести не один подобный пример из истории математики. Они убеждают в том, что преодоление ошибок в математических рассуждениях содействует развитию математики. 

Чем же полезны софизмы для изучающих математику? 

Разбор софизмов, прежде всего, развивает логическое мышление, т.е. прививает необходимые в жизни навыки правильного мышления. Обнаружить ошибку в софизме - это значит осознать ее, а осознание ошибки предупреждает повторение ее в других математических рассуждениях. Далее, что особенно важно, разбор софизмов помогает сознательному усвоению изучаемого материала, развивает наблюдательность, вдумчивость и критическое отношение к тому, что изучается. Математические софизмы заставляют внимательно и настороженно продвигаться вперед, тщательно следить за точностью формулировок, правильностью записей и чертежей, за допустимостью обобщений, за законностью выполняемых операций. Все это нужно и полезно. 

Геометрические софизмы 
1.  
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Докажем, что все треугольники –
равнобедренные.
Рассмотрим произвольный треугольник АВС (рис.). Проведем в нем биссектрису угла В и серединный перпендикуляр к стороне АС. Точку их пересечения обозначим через О. Из точки О опустим перпендикуляр ОД на сторону АВ и перпендикуляр ОЕ на сторону ВС. Очевидно, что
ОА=ОС и
ОД=ОЕ. Но тогда прямоугольные треугольники АОД и СОЕ равны по катету и гипотенузе.
Поэтому ÐДАО=ÐЕОС. В то же время ÐОАС=ÐОСА, так как треугольник АОС  -равнобедренный. Получаем: ÐВАС=ÐДАО+ÐОАС=ÐЕОС+ÐОСА=ÐВАС
Итак, угол ВАС равен углу ВСА, поэтому треугольник АВС- равнобедренный: АВ=ВС. Здесь ошибка в чертеже. Серединный перпендикуляр к стороне и биссектриса противоположного ей угла для неравнобедренного треугольника, пересекаются вне этого треугольника.

2.

[image: image21.jpg]И еще один пример софизма. Посмотрим на рисунок. Прямоугольники явно равносоставлены, но площадь одного равна 64 клеткам, а площадь другого- 65. И здесь ошибка в чертеже .Точки В, Е, F и D не лежат на одной прямой, а являются вершинами очень узкого параллелограмма, площадь которого равна площади одной клетки- той самой лишней клетки.

3.

Софизм равенства катета гипотенузе, или все треугольники равносторонние 
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Рассмотрим произвольный треугольник ABC. Проведем биссектрису угла B и серединный перпендикуляр к стороне AC; точку их пересечения назовем O. Опустим из нее перпендикуляры EO и OF на стороны AB и BC соответственно. 

Т.к. DO одновременно и высота и медиана треугольника AOC, то он равнобедренный и AO = OC. Т.к. BO - биссектриса, то, из равенства треугольников EBO и OBF (откуда EB = BF), EO = OF. Следовательно, треугольник AEO равен треугольнику FCO, т.е. AE = FC. Отсюда, т.к. AB = AE + EB и BC = BF + FC, AB = BC. Проведя такое же рассуждение для основания не AC, а, например, AB, получим, что BC = CA. 

Из этого следует, что все треугольники на свете - равносторонние. В частном случае, если треугольник прямоугольный, то катеты равны гипотенузе.
4. Раскрытие софизма о том, что сумма оснований произвольной трапеции равна нулю. 
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     Прежде всего, докажем лемму (не ссылаясь на то, что каждый двоечник её сам в состоянии доказать, сами её докажем)!!! 

Лемма: 

      Если имеется пропорция [image: image1.jpg]


, тогда справедлив следующий ряд равных соотношений: [image: image2.jpg]


, если только сумма P+Q не равняется нулю. (Обратите внимание на добавочку в формулировке леммы...) 

Доказательство:       Пусть отношение членов пропорции [image: image3.jpg]


, равно k.
Тогда справедливы следующие равенства: R=S*k
P=Q*k

Сложив эти равенста, будем иметь: R+S=(P+Q)*k
В случае, если сумма P+Q не равняется нулю, справедлив следующий ряд равных соотношений: [image: image4.jpg]


.
Что и требовалось доказать! 
Теперь приступим к опровержению "доказательства" "теоремы": 
Выполним ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ ПОСТРОЕНИЯ (см. рисунок ниже):
[image: image5.jpg]



Продлим верхнее основания трапеции влево на величину нижнего, получим точку F. Продлим верхнее основание вправо на величину верхнего, получим точку E. Проведём диагонали. Отрезки, на которые диагональ AC делят точки пересечения этой диагонали диагональю BD и отрезком EF обозначим через x,y и z: CH=x, HG=y, GA=z (КАК ПОКАЗАНО НА РИСУНКЕ). 

А теперь рассмотрим две пары подобных треугольников: 

Первая пара подобных треугольников даёт нам следующую пропорцию:
(x+y):z=a:b.
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Вторая пара подобных треугольников даёт нам следующую пропорцию:
(y+z):x=a:b.

Приравниваем левые части обеих пропорций и получаем: 

(x+y):z=(y+z):x 

  

Домножим в левой части делимое и делитель на (-1). Равенство остаётся истинным, т.к. U:V=(-U):(-V) 

(x+y):z=(-y-z):(-x) 

  

А теперь применим лемму: 
STOP !!! Вот здесь-то и следует вспомнить о том, что в формулировке леммы есть ограничение: сумма делителей в исходной пропорции не должна быть равна нулю!!!
Если мы ещё не доказали, что разность z-x не равна нулю, то нельзя пользоваться леммой!!!

      Вот мы и наши ошибку в "доказательстве"!
      Дальнейшее изложение "доказательства" можно оборвать, т.к. данный шаг "доказательства" содержит ошибку. 
Но попытаемся понять, можно ли дополнить "доказательство" "теоремы" и устранить ошибку.
      Посмотрим...
      Проверим, не равняется ли нулю сумма делителей исходной пропорции, т.е. не равняется ли нулю разность z-x:
      К полученным ранее двум пропорциям:

(x+y):z=a:b

и
(y+z):x=a:b

применим самое простейшее свойство: произведение крайних членов равно произведению внутренних.
Получим два равенства: (x+y)b=az и (y+z)b=ax после чего из одного равенства выразим [image: image6.jpg]


, а из другого равенства выразим [image: image7.jpg]



      Напомним, что их сумма равна нулю...

Итак, поехали:
Первое равенство: (x+y)b=az      

                                 bx+by=az
выразим [image: image8.jpg]


by=az-bx
Второе равенство: (y+z)b=ax
by+bz=ax
by=ax-bz
выразим [image: image9.jpg]


-by=bz-ax
      Напомним, что их сумма равна нулю...

Итак, поехали: by=az-bx
-by=bz-ax
az-bx+bz-ax=0
az+bz-ax-bx=0
(a+b)z-(a+b)x=0
(a+b)(z-x)=0

В этом случае должно выполняться хотя бы одно из равенств:

a+b=0

или

z-x=0 Однако же сумма a+b не может быть равна нулю по известным из школьного курса понятиям.

Мы ещё не опровергли школьную теорию, поэтому до того момента, как мы её опровергнем, мы обязаны ею пользоваться.
Значит, равна нулю разность z-x !!! 

      Значит, невозможно применить ранее доказанную лемму к "доказательству" "теоремы". 

Таким образом, мы не только нашли ошибку в "доказательстве", но и показали, что "доказательство" нельзя дополнить и устранить эту ошибку.

В процессе рассуждений эпизодически возникают ситуации, являющиеся критическими, то есть такими, от успешного разрешения которых зависит дальнейшее продвижение познания. Ситуации этого рода были обнаружены еще древними греками. Однако называли они их несколько иначе - софизмы, от греческого слова “софус”, что значит “разум”, то есть буквально размышлизмы (читай продукты голого размышления). Под этим термином и сейчас понимаются логически выверенные рассуждения, которые, однако, приводят к очевидно ошибочному выводу. Несколько позже был создан различительный термин “паралогизм”, назначение которого было развести между собой такие незаметные внешнему наблюдателю ошибочные рассуждения, созданные умышленно (софизмы) и нечаянно (паралогизмы). Но, несмотря на создание этого различения, до сих пор нет ясного понимания, к какой из этих категорий относятся произведения древнегреческих софистов. Но к какой бы категории они не относились, важность их значения в когнитологии нисколько не изменяется. Традиционное отношение к софизмам как к принадлежностям для дружеского застолья или веселой вечеринки с некоторым налетом интеллектуальности следует, на наш взгляд, на сегодняшний день пересмотреть. Конечно, наиболее существенный интерес для когнитологии представил бы тот случай, когда обсуждаемые ситуации возникают сами собой. И в тоже время для когнитологии не может не представлять интереса и тот случай, когда специально придуманные интеллектуальные “уловки” (каковыми спокон веков считаются софизмы) не встречают никаких возражений даже у достаточно образованной публики. Ниже мы постараемся уделить достаточно внимания этим вопросам.

Начнем анализ с софизма Рогоносца: 1) то, что ты не терял, у тебя есть; 2) ты не терял рогов; 3) следовательно, у тебя есть рога. Парадоксально! И эффектно, не правда ли? Однако после некоторого умственного напряжения становится ясно, что парадоксальность вывода в этом софизме происходит из-за 1-ой его посылки, которая представляет из себя неудачную попытку определения отношения “иметь”: если А не терял Б, то А имеет Б. Неочевидная ошибочность этого определения следует из его необратимости, то есть очевидной ошибочности его обращения: неверно, что если А имеет Б, то А не терял Б, так как чтобы что-то потерять, нужно сначала иметь это. Следовательно, правильная формулировка выглядит так: если А имел Б и А не имеет Б, то А потерял Б. На правильность этой формулировки указывает и ее обратимость. Если теперь из отрицания обращения этой посылки (если А не терял Б, то А имел Б и А имеет Б) исключить 1-ую часть правой части (А имел Б), то получится неправильная 1-ая посылка софизма Рогоносца. Более корректно она выглядела бы так: в некоторых случаях если А не терял Б, то А имеет Б (а именно в тех случаях, когда еще и А имел Б). “В некоторых случаях” и “в любом случае” - это, как нетрудно видеть, кванторы. Таким образом, кванторы имеют значение также и в высказываниях об отношениях, они вездесущи. Но вездесуще также и стремление опускать их, которое при некоторых дополнительных обстоятельствах порождает то ли умышленно, то ли нечаянно разнообразные то ли софизмы, то ли паралогизмы.

Посмотрим теперь, что добавит к нашим знаниям о природе софизмов анализ софизма о сидящем. Вот этот софизм: 1) сидящий встал; 2) кто встал, тот стоит; 3) следовательно, сидящий стоит. На первый взгляд замечаний к этому силлогизму (с точки зрения его внутреннего строения) нет и не предвидится. Очевидно только замечание к выводу силлгизма: “сидящий стоит” эквивалентно высказыванию “тот, кто сидит, стоит” или “А сидит и А стоит”. Точно так же 1-ая посылка “сидящий встал” преобразуется в “тот, кто сидит, встал” или “А сидит и А встал”. Итак, получается, что ошибка содержится в 1-ой посылке силлогизма, так как “А сидит” и “ А встал” не могут быть одновременно истинными. Правильно было бы “сидевший встал”. Именно в этом случае получаемый в результате вывод не вызывает замечаний: “сидевший стоит”. Следовательно, в данном софизме-паралогизме незаметное возникновение ошибочной посылки происходит из-за потери контроля за категорией времени причастия: как только сидящий встал, его больше уже нельзя называть сидящим, так как он при этом немедленно превращается в сидевшего. Но поскольку такая потеря контроля, по-видимому, естественна для естественного языка (как и потеря контроля за употреблением кванторов), то она и проходит, как правило, незамеченной не только для приемников, но и для источников высказывания.

Разобранный выше софизм о сидящем подсказал автору идею софизма о малом: 1) малый вырос; 2) кто вырос, тот большой; 3) следовательно, малый - большой. Нельзя не согласиться с тем, что этот софизм, хоть и обладает юмористическими свойствами, все же дает новые знания о софизмах. Парадоксальный вывод здесь получается не только вследствие потери контроля над формой времени отношения “расти”, но и вследствие потери контроля над взаимосвязью содержаний понятий “малый” и “расти”, которая состоит в том, что отношение “расти” определяется как превращение из малого в большое. Аналогичная связь между содержаниями понятий (“сидеть”, “вставать” и “стоять”) прослеживается и в предыдущем софизме - о сидящем.

Алгебраические софизмы в задачах.
1. Докажем,  что все числа равны между собой. Пусть а и в – произвольные числа и пусть а больше в, тогда существует такое положительное число с, что а= в + с. Умножим это равенство на а - в и преобразуем полученное равенство: а2-ав=ав+ас-в2-ав,
А2-ав-ас=ав-в2-вс, а(а –в -с)=в(а –в -с).
Разделив обе части полученного равенства на (а – в - с), получим, что а=в.
Ошибка здесь находится в самом конце, когда мы делили на число (а – в - с), которое равно нулю. Математический софизм. Докажем,  что все числа равны между собой. Пусть а и в – произвольные числа и пусть а больше в, тогда существует такое положительное число с, что а= в + с. Умножим это равенство на а - в и преобразуем полученное равенство: а2-ав=ав+ас-в2-ав, А2-ав-ас=ав-в2-вс,
а(а –в -с)=в(а –в -с).
Разделив обе части полученного равенства на (а – в - с), получим, что а=в.
Ошибка здесь находится в самом конце, когда мы делили на число (а – в - с), которое равно нулю.
     2.    4 р. = 40000к.

     Возьмем верное равенство: 2 р.=200к. Возведем его по частям в квадрат. мы получим: 
     4 р.=40000к. В чем ошибка?
    4р.=40 000к. Возведение в квадрат денег не имеет смысла. В квадрат возводятся
     числа, а не величины.

     3. 2*2 =5.Найдите ошибку в следующих рассуждениях.

     Имеем числовое равенство 4:4=5:5.Вынесем за скобки в каждой части его общий
     множитель. Получим 4( 1:1)= 5 ( 1:1)Числа в скобках равны, поэтому  4=5 или 2*2= 5.
     4. Любое число равно его половине. Возьмем два равных числа a и b, a=b. Обе части   равенства умножим на a и затем вычтем из произведений по b2. Получим: a2-b2=ab-b2, или ab-b2, или (a+b)(a-b)=b(a-b). Отсюда a+b=b, или a+a=a, так как b=a. Значит, 2a=a, или a=1/2a. Какая ошибка допущена в этих рассуждениях?    
      5. Любое число во второй степени есть единица. Пусть [image: image10.png]


. Отсюда [image: image11.png]=



. Вычитая по частям из первого равенства второе, получим [image: image12.png]x-r =y



или [image: image13.png]x-p=dr -



. Разложим правую часть последнего равенства на множители: [image: image14.png]W+ b - )= -



. Поделим обе части на [image: image15.png]


. Тогда [image: image16.png]


или [image: image17.png]


. А так как [image: image18.png]


, то [image: image19.png]


, или m2 = 1. Где допущена ошибка? 

     6. Любое число равно числу, в два раза большему его. Пусть а – любое число. Возьмем тождество: а2 - а2 = а2 - а2. В левой его части вынесем а за скобки, а правую часть разложим по формуле разности квадратов. Тогда получим: (а - а)а = (а - а)(а + а). Упростив это тождество, получим а = 2а. В чем здесь ошибка?
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