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Введение.

В этой работе мы рассматриваем понятие графа. В последнее время теория графов стала простым, доступным и мощным средством решения вопросов, относящихся к широкому кругу проблем. Это проблемы исследования автоматов, логических цепей, блок-схем программ, экономики и статистики 
Любой связный граф называется деревом, не имеющий циклов.  Деревья особенно часто возникают на практике при изображении различных иерархий. Например, популярны при изображении генеологического дерева.
Цель исследования:

познакомиться с историей возникновения графов;
познакомиться с основными понятиями графа, видами, элементами;

порешить задачи с помощью графов;

составить своё родословное дерево.
ТЕОРИЯ.

Понятие графа.

Слово «граф» в математике означает картинку, где нарисовано несколько точек, некоторые из которых соединены линиями. С дворянским титулом «граф» их связывает общее происхождение от латинского слова «графио» - пишу.

В математике определение графа дается так:

Графом называется конечное множество точек, некоторые из которых соединены линиями. Точки называются вершинами графа, а соединяющие линии – рёбрами. 

Примерами графов могут служить схемы авиалиний, метро, дорог, электросхемы, чертежи многоугольников. Использует графы и дворянство. Например, в генеалогическом дереве, вершины – члены рода, а связывающие их отрезки – отношения родственности.

Первая работа по теории графов принадлежит Леонарду Эйлеру (1736 год), хотя термин «граф» впервые ввел в 1936 году венгерский математик Денеш Кениг.

С помощью графов часто упрощалось решение задач, сформулированных в различных областях знаний: в автоматике, электронике, физике, химии и др. Помогают графы в решении математических и экономических задач.

Схема графа, состоящая из «изолированных» вершин, называется нулевым графом. 

Графы, в которых не построены все возможные ребра, называются неполными графами. (рис.3)

Графы, в которых построены все возможные ребра, называются полными графами. (рис.4)
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Степени вершин и подсчет числа ребер.

Количество рёбер, выходящих из вершины графа, называется степенью вершины. Вершина графа, имеющая нечётную степень, называется нечетной, а чётную степень – чётной. Если степени всех вершин графа равны, то граф называется однородным. Таким образом, любой полный граф — однородный.[image: image3.png]


рис.5
На рисунке 5 изображен граф с пятью вершинами. Степень вершины А обозначим Ст.А.
На рисунке: Ст.А = 1, Ст.Б = 2, Ст.В = 3, Ст.Г= 2, Ст.Д= 0.

Сформулируем некоторые закономерности, присущие определенным графам. 

Закономерность 1. 

Степени вершин полного графа одинаковы, и каждая из них на 1 меньше числа вершин этого графа.

Доказательство:

Эта закономерность очевидна уже после рассмотрения любого полного графа. Каждая вершина соединена ребром с каждой вершиной, кроме самой себя, т. е. из каждой вершины графа, имеющего n вершин, исходит n—1 ребро, что и требовалось доказать.
Закономерность 2. 

Сумма степеней вершин графа число четное, равное удвоенному числу ребер графа.

Эта закономерность справедлива не только для полного, но и для любого графа.                                                                                           Доказательство:

Действительно, каждое ребро графа связывает две вершины. Значит, если будем складывать число степеней всех вершин графа, то получим удвоенное число ребер 2R (R — число ребер графа), т. к. каждое ребро было подсчитано дважды, что и требовалось доказать.

ТЕОРЕМА. Число нечетных вершин любого графа четно.                                           Доказательство:

Рассмотрим произвольный граф Г. Пусть в этом графе число вершин, степень которых 1, равна К1; число вершин, степень которых 2, равно K2; ...; число вершин, степень которых n, равно Кn. Тогда сумму степеней вершин этого графа можно записать как
K1 + 2К2 + ЗК3 + ...+ nКn. 
С другой стороны: если число ребер графа R, то из закономерности 2 известно, что сумма степеней всех вершин графа равна 2R. Тогда можно записать равенство
K1 + 2К2 + ЗК3 + ... + nКn = 2R. (1) 
Выделим в левой части равенства сумму, равную числу нечетных вершин графа (К1 + К3 + ...):
K1 + 2К2 + ЗК3 + 4К4 + 5К5 + ... + nК = 2R, 
(К1 + К3 + К5 +...) + (2K2 + 2Х3 +4K4 + 4К5 + ...)=2R 
Вторая скобка- четное число как сумма четных чисел. Полученная сумма (2R) четное число. Отсюда (К1 + К3 + К5 +...)-четное число.

Заметим, что если полный граф имеет n вершин, то количество ребер будет равно n(n-1)/2.
Действительно, количество ребер в полном графе с n вершинами определяется как число неупорядоченных пар, составленных из всех n точек-ребер графа, т. е. как число сочетаний из n элементов по 2:
Граф, не являющийся полным, можно дополнить до полного с теми же вершинами, добавив недостающие ребра. Так, например, на рисунке 3 изображен неполный граф с пятью вершинами. На рисунке 4 ребра превращающие граф в полный граф изображены другим цветом, совокупность вершин графа с этими ребрами называется дополнением графа.
Эйлеровы графы.

Граф, который можно нарисовать, не отрывая карандаша от бумаги, называется эйлеровым. (рис.6)

Такими графы названы в честь учёного Леонарда Эйлера.
Закономерность 3 (вытекает из рассмотренной нами теоремы).
Невозможно начертить граф с нечетным числом нечетных вершин. 
Закономерность 4.

 Если все вершины графа четные, то можно не отрывая карандаш от бумаги («одним росчерком»), проводя по каждому ребру только один раз, начертить этот граф. Движение можно начать с любой вершины и закончить его в той же вершине. 
Закономерность 5.
 Граф, имеющий всего две нечетные вершины, можно начертить, не отрывая карандаш от бумаги, при этом движение нужно начать с одной из этих нечетных вершин и закончить во второй из них. 
Закономерность 6. 

Граф, имеющий более двух нечетных вершин, невозможно начертить «одним росчерком». 
Фигура (граф), которую можно начертить не отрывая карандаш от бумаги, называется уникурсальной.
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рис.6 (эйлеровы графы)

Связные графы.

Граф называется связным, если любые две его вершины могут быть соединены путем, т. е. последовательностью ребер, каждое следующее из которых начинается в конце предыдущего.

Граф называется несвязным, если это условие не выполняется.
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рис.7[image: image6.png]


рис.8

На рисунке 7, очевидно, изображен несвязный граф. Если, например, на рисунке между вершинами Д и Е провести ребро, то граф станет связным. (рис.8)
Такое ребро в теории графов (после удаления которого граф из связного превращается в несвязный) называется мостом.

Примерами мостов на рисунке 7 могли бы служить ребра ДЕ, A3, ВЖ и др., каждое из которых соединяло бы вершины «изолированных» частей графа.(рис.8)

Несвязный граф состоит из нескольких «кусков». Эти «куски» называются компонентами связности графа. Каждая компонента связности является, конечно, связным графом. Отметим, что связный граф имеет одну компоненту связности.

ТЕОРЕМА.

Граф является эйлеровым тогда и только тогда, когда он связен и имеет не более двух нечетных вершин.

Доказательство:

Рисуя граф каждую вершину, за исключением начальной и конечной, мы войдём столько же раз, сколько выйдем из неё. Поэтому степени всех вершин должны быть чётными, кроме двух, а значит, эйлеров граф имеет не более двух нечётных вершин.

Деревья.

Деревом называется любой связный граф, не имеющий циклов. Договорились считать «деревом» и всякий граф, состоящий из одной (изолированной) вершины. 

Циклом называется путь, в котором совпадают начало с концом.

Если все вершины цикла разные, то такой цикл называется элементарным (или простым) циклом. Если же цикл включает в себя все ребра графа по одному разу, то такой цикл называется Эйлеровой линией (рис.9а). В графе на рис.9б два цикла: 1-2-3-4-1 и 5-6-7-5.

Путем в графе от одной вершины к другой называется такая последовательность ребер, по которой можно проложить маршрут между этими вершинами.При этом никакое ребро маршрута не должно встречаться более одного раза. Вершина, от которой проложен маршрут, называется началом пути, вершина в конце маршрута — конец пути. 

Висячей вершиной называется вершина, из которой выходит ровно одно ребро. (рис.10)
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рис.9а;б

Свойство 1.

Для каждой пары вершин дерева существует единственный путь, их соединяющий. 
Этим свойством пользуются при нахождении всех предков в генеалогическом дереве,например, по мужской линии, любого человека, чья родословная представлена в виде генеалогического дерева, которое является «деревом» и в смысле теории графов.

Свойство 2.

Всякое ребро в дереве является мостом. 
Действительно, после удаления любого ребра дерева, оно «распадается» на два дерева. 
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рис.10 (кружком обведены висячие вершины)

Граф, в котором две любые вершины соединены ровно одним простым путём, является деревом.

Доказательство:

Очевидно, что данный граф связен. Предположим, что в нем есть цикл. Тогда любые две вершины этого цикла соединено крайней мере двумя простыми путями. Получили противоречие, а значит, наше предположение неверно.

*Дерево – это граф, в котором две любые вершины соединены ровно одним простым путём.

ЛЕММА (о висячей вершине)

В каждом дереве есть висячая вершина.

Доказательство:

Рассмотрим произвольную вершину дерева и пойдём по любому выходящему из неё ребру в другую вершину. Если из новой вершины больше рёбер не выходит, то мы остаёмся в ней, а противном случае, идём по любому другому ребру дальше. Понятно, что в этом путешествии мы никогда не сможем попасть в вершину, в которой уже побывали: это означало бы наличие цикла. Так как у графа конечное число вершин, то наше путешествие обязательно должно закончится. Но закончиться оно может только в висячей вершине. Лемма доказана.

ТЕОРЕМА.

В дереве число вершин на одну больше числа ребер.

Решение задач с помощью графов.

Дерево вариантов (граф-дерево).

.

Задача 1.При встрече каждый из друзей пожал руку другому (каждый пожал каждому). Сколько рукопожатий было сделано, если друзей было: 1)трое; 2)четверо; 3)пятеро?

Решение.

Задача решается с помощью полных графов.

1)Встретились трое:




1

2
3

Количество рукопожатий равно количеству рёбер, т.е.3.

2)Встретились четверо:

1
2


3
  4

Количество рёбер 6; возможно 6 рукопожатий.

3)Встретились пятеро:

  1


5
2


4
3

В графе 10 рёбер; возможно 10 рукопожатий.

Ответ: 1)3; 2)6; 3)10.

Задача 2. По окончании деловой встречи специалисты обменялись визитными карточками (каждый вручил свою карточку каждому). Сколько всего визитных карточек было роздано, если во встрече участвовали: 1) 3 человека; 2) 4 человека; 3) 5 человек?

Решение.

Используем полные направленные графы; стрелки на каждом ребре обозначают передаваемую визитную карточку.

1) Во встрече участвовали 3 человека:


1


2                    3

3 ребра 6 стрелок. Передано 6 визитных карточек.

2) Во встрече участвовали 4 человека:


1
2

 3
4


6 рёбер, 12 стрелок. Передано 12 визитных карточек.

3) Во встрече участвовали 5 человек.


 1


5

2

                                                        4               3

10 рёбер, 20 стрелок. Передано 20 визитных карточек.

Ответ: 1) 6; 2) 12; 3) 20.

Задача 3. В кафе предлагают два первых блюда: борщ, рассольник, а также четыре вторых блюда: гуляш, котлеты, сосиски, пельмени. Укажите все обеды из двух блюд, 

которые может заказать посетитель. Проиллюстрируйте ответ, построив дерево возможных вариантов.

Решение.

Чтобы указать все обеды из двух блюд, будем рассуждать так.  

Выберем одно первое блюдо (борщ) и будем добавлять к нему поочерёдно разные вторые

блюда, получим пары:

б - г, б – к, б – с, б – п. (4 пары).

Теперь в качестве первого блюда выберем рассольник и будем добавлять к нему поочерёдно разные вторые блюда:

р – г, р – к, р – с, р – п. (4пары).

Таким образом, всего есть 2 ∙ 4 = 8 вариантов обеда из двух блюд, которые может заказать посетитель.

Проиллюстрируем ответ, построив дерево возможных вариантов.

	Обеды


Первое блюдо


	Рассольник


	Борщ


                                               

	Гуляш

	1

	Котлеты

	2

	Сосиски

	3

	Пельмени

	4

	Гуляш

	5

	Котлеты

	6

	Сосиски

	7

	Пельмени

	8


Ответ: 8 разных обедов из двух блюд.

Замечание. В задаче осуществляются два выбора, но каждый выбор - из своего множества вариантов.  
Ответ: 6 сочетаний.

Родословное дерево Самушкова Валерия.
	Самушка –

Иван Михайлов




	Степан Иванов





	Филипп Степанов

1816



	Василий

1847



	Алексей Филиппов




	Яков Самушков





	Фёдор Самушков

1905


	Клим Самушков

1936



	АлександрСамушков

1966


	Валерий Самушков
1997
( автор работы)


Родословное дерево Хошкиной Марины.
	Филипп Ефимов
1813



	Назар Самуков

1859



	Тимофей Самуков




	Мария Самукова




	Людмила Хошкина

1957



	Марина Хошкина

1996 (автор работы)


Применяя, понятие графов мы показали свое родословие.
Заключение.
Мы малую часть узнали о графах и её применениях, хотим побольше узнать о них.. Мы знаем наши знания нужны будут в дальнейшем в учебе.
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