МОУ «СОШ №5»

Исследовательская работа на тему:

«Поверхность Мёбиуса»

Выполнил ученик 10 «А» класса: 

Таранов Александр
Учитель: Бурмистрова Татьяна Владимировна
Ступино 2008 г.
Содержание:
1. Введение.
2. Биография Августа Мёбиуса.
3. Лента Мёбиуса.
4. Топологические свойства ленты Мёбиуса.
5. Опыты с лентой.
6. Подобные объекты.
7. Практическое применение ленты Мёбиуса.
8. Заключение.
9. Список использованной литературы.
1. Введение.
Геометрия-слово греческое, в переводе на русский язык означает землемерие, изучает свойства фигур. Как и любая наука геометрия делится на разделы 

I Планиметрия (лат. слово, планум - поверхность, плоскость + метрия), раздел геометрии, изучающий свойства фигур на плоскости (треугольник, квадрат, круг, окружность и т.д.) 

2.Стереометрия (греч, стереос - пространство + метрия), раздел геометрии, изучающий свойства фигур в пространстве (шар, куб, параллелепипед и т.д.) З.Топология (гр. топос - место, местность + логия) является одним из самых

«молодых» разделов современной геометрии, в котором изучаются свойства

таких фигур, которые не изменяются при деформациях (растяжение, сжатие), не допускающих разрывов и склеивания.

Родоначальниками топологии были немецкий учёный Георг Кантор (1845-1918), Феликс Хаусдорф,  Павел Сергеевич Александров (1896-1982)
Как было сказано выше, что топология изучает свойства таких фигур, которые не изменяются при деформациях, не допускающих разрывов и склеивания. С точки зрения топологии баранка и кружка одно и тоже. Сжимая и растягивая кусок резины можно перейти от одной из этих фигур к другой. А вот баранка и шар - разные объекты; чтобы сделать отверстие, надо разорвать баранку. Примерами топологических фигур могут быть фигуры:
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Среди букв русского алфавита есть топологически одинаковые фигуры

А-Д, Г-С, С-П, Л-И, 3-Э, Т-У.

Примеры не равных фигур в топологии:
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Вторая фигура получается из первой путем склеивания точек  С 1 и Д 1, С 2 и Д 2  и растяжения отрезка АВ.  Топологические равенства отличаются от равенств в геометрии твёрдых фигур, где равенство фигур равносильна равенству изме​рении. В топологии фигуры не  имеют измерений. Самым известным объектом в топологии является лист Мёбиуса.

Таинственный и знаменитый лист Мёбиуса придумал в 1858 году немецкий

геометр Август Фернанд Мебиус (1790 - 1868), ученик «короля математиков» Гаусса. Мёбиус был первоначально астрономом, как Гаусс и многие другие из тех, кому математика обязана своим развитием. В те времена занятия матема​тикой не встречали поддержки, а астрономия давала достаточно денег, чтобы не думать о них, и оставляло время для собственных размышлений. И Мёбиус стал одни из крупнейших геометров XIX века. В возрасте 68 лет ему удалось сделать открытие поразительной красоты. Идея пришла ему в голову, когда служанка не правильно сшила ленту.
2. Биография Августа Мёбиуса.
Август Фердинанд Мёбиус (17.11.1790 – 26.9.1868), немецкий геометр и астроном, профессор Лейципгского университета. Родился в Шульпфорте. Некоторое время под руководством К. Гаусса изучал астрономию. С 1816 г. начал вести самостоятельные астрономические наблюдения в Плейсбургской обсерватории, в 1818 г. стал её директором, позже – профессором Лейпцигского университета. Известны труды по проективной геометрии. В частности, впервые ввел систему координат и аналитические методы исследования, установил существование односторонних поверхностей (листов Мёбиуса), многогранников, для которых неприменим «закон рёбер» и которые не имеют объёма. Мёбиус – один из основоположников теории геометрических преобразований, а также топологии, теории векторов и многомерной геометрии. Получил важные результаты в теории чисел (функция Мёбиуса).
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3. Лента Мёбиуса.
Лента Мёбиуса – бумажная лента, повёрнутая одним концом на пол-оборота (то есть на 180 градусов), и склеенная с его другим концом. Поверхность ленты Мёбиуса имеет только одну сторону. Это легко проверить, взяв карандаш и  закрашивая ленту в каком-нибудь направлении. Вскоре мы вернёмся в то место, откуда начали.

Лист Мёбиуса (другое название — Лента Мёбиуса) — топологический объект, простейшая односторонняя поверхность с краем. Попасть из одной точки этой поверхности в любую другую можно, не пересекая края. Лента Мёбиуса была обнаружена независимо немецкими математиками Августом Фердинандом Мёбиусом и Иоганном Бенедиктом Листингом в 1858г. Модель ленты Мёбиуса может легко быть сделана. Для этого надо взять достаточно вытянутую бумажную полоску и соединить концы полоски, предварительно перевернув один из них. В евклидовом пространстве существуют два типа полос Мёбиуса в зависимости от направления закручивания: правые и левые. 

          Лист Мёбиуса относится к числу «математических неожиданностей». Рассказывают, что открыть свой  «лист» Мёбиусу помогла служанка, сшившая однажды неправильно концы ленты. Как бы то ни было,  но в 1858 году лейпцигский профессор Август Фердинанд Мёбиус (1790 – 1868), ученик 
К.Ф. Гаусса,  астроном и геометр, послал в Парижскую академию наук работу, включавшую сведения об этом листе.  Семь лет он дожидался рассмотрения своей работы и, не дождавшись, опубликовал ее результаты. 
Одновременно с Мёбиусом изобрел этот лист и другой ученик К.Ф. Гаусса – Иоганн Бенедикт Листинг (1808 – 1882), профессор Геттингенского университета. Свою работу он опубликовал на три года раньше, чем Мёбиус, – в 1862 году. 
Что же поразило этих двух немецких профессоров? 

       А то, что у листа Мёбиуса всего одна сторона. Мы же привыкли к тому, что у всякой поверхности, с которой мы имеем дело  (лист бумаги, велосипедная или волейбольная камера), – две стороны. Убедиться в односторонности листа  Мёбиуса несложно: начните постепенно окрашивать его в какой-нибудь цвет, начиная с любого места, и по завершении работы, вы обнаружите, что весь он полностью окрашен. Вторая неожиданность поджидает нас в тот момент, когда мы попробуем разрезать лист Мёбиуса по его средней линии. «Нормальное» кольцо  при этом бы распалось на два куска, а лист Мёбиуса при этом превратиться в одно перекрученное кольцо.

Чтобы можно было демонстрировать это свойство многократно, удобно соорудить лист Мёбиуса из  разъемной застежки-«молнии». Еще удивительно то, что полученное кольцо уже двустороннее. 
Неожиданность номер три: граница у листа Мёбиуса одна, а не распадается на две части, как у обычного кольца. Заметим, что свойство односторонности не исчезает у поверхности, если ее гнуть, растягивать, сжимать, но не склеивать и не рвать. 





4. Топологические свойства ленты Мёбиуса.
        Односторонность – топологическое свойство листа Мёбиуса, характерное только для него.

        Непрерывность – с топологической точки зрения круг неотличим от квадрата, потому что их легко преобразовать один в другой, не нарушая непрерывность. На листе Мёбиуса любая точка может быть соединена с любой другой точкой. Разрывов нет – непрерывность полная.
        Связность – чтобы разделить квадрат на две части, нам потребуется только один разрез. Но вот чтобы располовинить кольцо, потребуется уже два разреза. Что касается листа Мёбиуса, то количество связей меняется в зависимости от смены количества оборотов ленты: если один оборот – двусвязен, если два оборота – односвязен, если три – двусвязен и т.д. Связность принято оценивать числом Бетти, или иногда пользуются эйлеровой характеристикой.

         Ориентированность – свойство, отсутствующее у листа Мёбиуса. Так, если бы человек смог путешествовать по всем изгибам листа Мёбиуса, то когда он вернулся бы в исходную точку, он превратился бы в своё зеркальное отражение.

          «Хроматический номер» - максимальное число областей, которые можно нарисовать на поверхности так, чтобы каждая из них имела общую границу со всеми другими. Хроматический номер листа Мёбиуса равен шести.
5. Опыты с лентой.
Чтобы изучить его свойства, я провёл несколько опытов, которые разделил на две группы:

I группа

Опыт № 1. Начал красить лист Мёбиуса,  не переворачивая его. 

Результат. Лист Мёбиуса закрасился полностью.

« Если кто-нибудь вздумает раскрасить только одну сторону поверхности мёбиусовой ленты, пусть сразу погрузит её всю в ведро с краской», - пишет Рихард Курант и Герберт Робинс в превосходной книге «Что такое математика?»

Опыт № 2. На внутреннюю сторону обычного кольца посадил бумажного Паука, а на наружную - бумажную муху, разрешил ползать как угодно, запретив перелазить через края кольца. 

Результат. Паук не сможет добраться до мухи.

Опыт № З. Посадил муху и паука на лист Мебиуса, разрешил ползать как угодно, не перелазив через края.

Результат. Паук догнал и съел муху.

Опыт №4. Вырезал из бумаги солдатика и отправил его вдоль пунктира,

идущего по середине листа Мебиуса.

Результат. Солдатик вернулся в то же место, от куда начал движение, но

в перевернутом виде.

II  группа опытов

связана с разрезанием листа Мебиуса, результаты я занёс в таблицу.

	№

опыта
	Описание опыта
	Результат

	1.
	Простое кольцо разрезал по середине вдоль.
	Получил два простых кольца, такой же длины, шириной в два раза уже.

	2.
	Лист Мёбиуса разрезал по середине вдоль.
	Получил 1 кольцо, длина которого в два раза больше, ширина в два раза уже, перекручено на 1 полный оборот.

	3.
	Лист Мёбиуса шириной 5 см. разрезал вдоль на расстоянии 1 см от края.
	Получил два сцепленных друг с другом кольца: 1. ширина 3 см. лист Мёбиуса длина = длине исходного. 2. Ширина 1 см. длина в два раза больше исходного перекручена на два полных оборота.


	4.
	Лист Мёбиуса шириной 5 см. разрезал вдоль на расстоянии 2 см от края.
	Получил два сцепленных друг с другом кольца: 1. кольцо – лист Мёбиуса шириной 1 см. длина = длине исходного. 2 кольцо -  ширина 2 см., в два раза длиннее исходного перекрученного на два полных оборота.

	5.
	Лист Мёбиуса шириной 5 см., разрезал вдоль на расстоянии 3 см., от края.
	Получил два сцепленных друг с другом кольца: кольцо – лист Мёбиуса шириной 1 см.. такой же длины. 2. кольцо – шириной 2 см.. длина его в два раза больше исходного перекручена на два полных оборота.

	6.
	Лист Мёбиуса шириной 5 см. разрезал вдоль на расстоянии 4 см., от края.
	Получил два сцепленных друг с другом кольца: 1. кольцо лист Мёбиуса 3 см., длина = длине исходного. 2. кольцо шириной 2 см., длина в два раза больше исходного, перекручена на два полных оборота.

	7.
	На обеих сторонах бумажной ленты провел две пунктирные линии, на равном расстоянии друг от друга, склеил лист Мёбиуса, разрезал вдоль пунктирных линий.
	Получил два сцепленных друг с другом кольца: 1. в два  раза длиннее исходного, ширина в три раза меньше исходного, в два раза перекручена, получилось из краев исходной ленты. 2 кольцо лист Мёбиуса длина = длине исходного, ширина в три раза меньше исходного получилось из центральной части исходной ленты.


Выводы:

1. Лист Мебиуса имеет один край.

2. Лист Мебиуса имеет одну сторону.

3. Лист Мёбиуса - топологический объект. Как и любая топологическая фигура лепта Мёбиуса не меняет своих свойств, пока ее не разрезают, не разрывают или не склеивают его отдельные куски.

4. Один край и одна сторона листа Мебиуса не связаны с его положением в пространстве, не связаны с понятиями расстояния


6. Подобные объекты.
1.Бутылка Клейна.
           Близким «странным» геометрическим объектом является бутылка Клейна. Бутылка Клейна может быть получена путем склеивания двух лент Мёбиуса по краям. В обычном трехмерном евклидовом пространстве сделать это, не создавая самопересечения, невозможно. 

Бутылка Клейна - это математическая неориентируемая поверхность, в которой неразличимы внутренняя и внешняя стороны . Бутылка Клейна впервые была описана в 1882 году немецким математиком Феликсом Клейном (Felix Klein). Эта поверхность тесно связана с другой загадочной поверхностью - лентой Мебиуса. Исходное название бутылки Клейна - "Klein Fla-e-che" (Fläche = поверхность) поверхность Клейна. Однако, в названии слово Fläche было интерпретировано как  Fla-s-che (бутылка), и из-за доминирования английского языка утвердилось в математической науке, и позднее термин "бутылка Клена" также вошел в обиход и в Германии.

Представим себе бутылку с отверстием в дне. Теперь мысленно удлиним горлышко бутылки, изогнем его в обратном направлении и направим внутрь бутылки сквозь стенку, не касаясь ее (это невозможно произвести в трехмерном пространстве), далее удлиним горлышко до дна бутылки и соединим края горлышка с краями отверстия в дне бутылки. Настоящая бутылка Клейна в четырехмерном пространстве не пересекается сама с собой.

В отличие от реальных бутылок, поверхность Клейна не имеет границы, где бы она прерывалась.  В отличие от шара или тора, муха, ползущая по поверхности бутылки Клейна, может попасть с внешней стороны на внутреннюю, не проходя сквозь поверхность.
	[image: image5.jpg]



Поверхность Клейна в виде "фигуры 8".


Поверхность Клейна в виде "фигуры 8", показанной на рисунке справа, может быть представлена в виде системы уравнений с параметрами, которая выглядит гораздо проще, чем для классической бутылки Клейна.
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В этом случае круг самопересечения - это окружность, лежащая в плоскости XY. Положительная константа r задает радиус этой окружности. Параметр u задает угол в плоскости XY, а v - позицию относительно начала координат.

Топологически, бутылка Клейна может быть определена как квадрат [0,1] x [0,1] со сторонами, определяемыми соотношениями (0,y) ~ (1,y) для 0 ≤ y ≤ 1 и (x,0) ~ (1-x,1) для 0 ≤ x ≤ 1, как показано на диаграмме слева.

Если рассечь бутылку Клейна на две половинки вдоль плоскости симметрии, то получатся две зеркальных ленты Мебиуса, одна - с разворотом вполоборота вправо, другая - с разворотом вполоборота влево. Фактически, возможно рассечь бутылку Клейна так, что получится одна лента Мебиуса.

Иначе, бутылка Клейна может быть представлена в виде двух лент Мебиуса, соединенных друг с другом обычной двухсторонней лентой. На рисунке ниже внутренняя поверхность этой ленты окрашена белым цветом, а внешняя – голубым .
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Бутылка Клейна может быть создана из одного цилиндра. Один из краев цилиндра загибается в обратную сторону, проходит сквозь цилиндр и склеивается с другим краем. Чтобы совершить это склеивание, необходимо исказить ширину цилиндра. На рисунке ниже показано это преобразование. Для наглядности внешняя сторона цилиндра окрашена в белый цвет, а внутренняя - в зеленый.
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7. Практическое применение ленты Мёбиуса.
В наше время актуально изучение различных свойств и нестандартных применений. Мы рассмотрели применение листа Мёбиуса в науке, технике и изучении свойств Вселенной. Уже сейчас лента Мёбиуса находит применение в быту: абразивные ремни для заточки инструментов, красящие ремни для печатных устройств, ременные передачи, магнитофонные пленки и т.д. 

Кроме того существует гипотеза, что наша Вселенная вполне вероятно замкнута в ту же самую ленту согласно теории относительности – чем больше масса тем больше кривизна пространства. Более того, эта теория полностью согласуется с теорией относительности Эйнштейна и его предположением, что космический корабль, всё время летящий прямо может вернуться к месту старта, что подтверждает неограниченность и конечность Вселенной. Из этого можно сделать вывод о реальности теории зеркальных миров – ведь астронавты, совершившие путешествие по ленте Мёбиуса и вернувшиеся в исходную точку, превратятся в зеркальных своих двойников.

Есть гипотеза что спираль ДНК сама по себе тоже является фрагментом ленты Мёбиуса и только поэтому генетический код так сложен для расшифровки и восприятия. Больше того, такая структура вполне логично объясняет причину наступления биологической смерти – спираль замыкается сама на себя и происходит самоуничтожение. Или аннигиляция, как подтверждают физики. Они, кстати, утверждают также, что все оптические законы основаны на свойствах ленты Мёбиуса, в частности отражение в зеркале – это своеобразный перенос во времени, краткосрочный, длящийся сотые доли секунды, ведь мы видим перед собой зеркального своего двойника.
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Свойство односторонности листа Мёбиуса было использовано в технике: если у ременной передачи ремень сделать в виде ленты Мёбиуса, то его поверхность будет изнашиваться вдвое медленнее, чем у обычного кольца. Это дает ощутимую экономию. 
Конечно же главная ценность листа Мёбиуса состоит в том, что он дал толчок новым обширным математическим исследованиям. Именно поэтому его часто считают символом современной математики и  изображают на различных эмблемах и значках, как, например, на значке механико-математического  факультета Московского университета.

А лет восемнадцать назад ленточке нашли совсем другое применение – она стала выполнять роль пружины, вот только пружины особенной. Как известно, взведенная пружина срабатывает в противоположном направлении. Лента Мёбиуса же, поправ все законы, направление срабатывания не меняет, подобно механизму с двумя устойчивыми положениями. Такая пружина могла бы стать бесценной в заводных игрушках – её нельзя перекрутить, как обычную – своего рода вечный двигатель. Такой же механизм пригодится и в конструкции стабилизатора штурвала рулевого привода, обеспечив возвращение рулевого колеса в начальное положение в случае отсутствия обратной связи между рулём и управляемыми элементами. Такой стабилизатор можно скомпоновать прямо на валу рулевого колеса, что уменьшит нагрузки и упростит конструкцию.

      Один из способов углубления транса тоже основан на свойствах ленты. Это так называемый «Мёбиусов дом», расположенный между небом и землёй, где всё воспринимается как приводящее к своей взаимодополняющей противоположности. И как приятно знать, что между  небом и землёй вы можете обнаружить «Мёбиусов дом»…некоторые люди знают, что есть лента Мёбиуса – такая двухмерная лента, на которой «внутри» означает «вне», а «вне» означает «внутри»… и поэтому вы можете в полной безопасности и с удовольствием обнаружить, что Мёбиусов дом -  это трехмерная мёбиусова фигура, где верх – это низ, а низ – это верх, правое - это левое и наоборот… а запад – это восток, а север – это юг… и даже диагонали поменялись местами!!!
И вы начинаете думать, что правое – это левое, и вы идете налево, чтобы идти на право, и оказывается, что вы неправы, что это неправильно…И вы пытаетесь идти правильно – направо, но оказывается, что вы снова идете налево, и это неправильно…И покружившись так, вы начинаете понимать, что это не физические измерения – это психологическая установка…этот Мёбиусов дом между небом и землёй… и то, что здесь всё наоборот, связано с вашими душевными переживаниями, а не с бесспорной реальностью. И когда вы думаете, что правое – это левое, оно становится левым, а когда вы думаете, что север – это юг, юг становится югом, а север – севером…Но когда вы думаете, что если думать, что правое – это левое, тогда левое становится левым, то на самом деле от этого левое становится правым…        
          Продолжать подобные воздействия можно различными способами – предложить, к примеру, обнаружить в доме библиотеку с «Книгой времени», содержащей все прошлые, настоящие и будущие события, или устроить комнату, га противоположных стенах которых висят зеркала. Отражение на одной стене истолковывается как некое повышающее чувство собственной ценности («положительное») изображение человека, а отражение на противоположной стороне истолковывается как некое повышающее чувство собственной ценности. Клиент все быстрее и быстрее перебрасывается  от одного изображения к противоположному , пока со временем оба они не сольются в рамках структуры, повышающей чувство собственной ценности.
         Существовали технические применения ленты Мёбиуса. Полоса лент конвейера выполнялась в виде ленты Мёбиуса, что позволяло ему работать дольше, потому что вся поверхность ленты равномерно изнашивалась. Также в системах записи на непрерывную плёнку применялись ленты Мёбиуса (чтобы удвоить время записи). . В матричных принтерах красящая лента также имела вид лист Мёбиуса для увеличения срока годности. 

 Устройство под названием резистор Мёбиуса — это недавно изобретенный€ электронный элемент, который не имеет собственной индуктивности. Никола Тесла запатентовал подобное устройство в начале 1900-ых, патент US#512,340. Катушка для Электромагнитов предназначалась для использования с его системе глобальной передачи электричества без проводов.








Международный символ переработки представляет собой Лист Мёбиуса.
          Мёбиусовая лента понравилась не только математикам, но и фокусникам

Более 100 лет лист Мёбиуса используется для показа различных фокусов и развлечений. Удивительные свойства листа демонстрировались даже в цир​ке, где подвешивались яркие ленты, склеенные в виде листов Мёбиуса. Фокусник закуривал сигарету и горящим концом дотрагивался до средней линии каждой ленты, которая была выполнена из калийной селитры. Огненная дорожка превращала первую ленту в более длинную, а вторую - в две ленты, продетая одна в другую. (В этом случае фокусник разрезал лист Мёбиуса не посередине, а на расстоянии в одну треть его ширины).

« Не забавляясь и учатся», - считал писатель Анатоль Франс.

У входа в музей истории и техники в Вашингтоне медленно вращается на пьедестале стальная лента, закрученная в полвитка. И это не случайно. Патентная служба зарегистрировала немало изобретений, в основе, которых лежит всё та же односторонняя поверхность.

            Лист Мёбиуса служил вдохновением для скульптур и для графического искусства. Эшер был одним из художников, кто особенно любил его и посвятил несколько своих литографий этому математическому объекту. Одна из известных — лист Мёбиуса II, показывает муравьёв, ползающих по поверхности ленты Мёбиуса.
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            Лист Мёбиуса также постоянно встречается в научной фантастике, напр. в рассказе Артура Кларка Стена Темноты. Иногда научно-фантастические рассказы предполагают, что наша вселенная может быть некоторым обобщенным листом Мёбиуса. В рассказе «Лист Мёбиуса» автора А. Дж. Дейча, бостонское метро строит новую линию, маршрут которой становится настолько запутанным, что превращается в ленту Мёбиуса, после чего на этой линии начинают исчезать поезда. Представляю на показ стихотворение Вадима Соколова:
Как замыкается пространство
В бессрочной ленте бытия,
Где не мешает слов убранство,
Поступков лживости змея.
Бескомпромиссно, непорочно,
Бесстрастно в вечности своей.
Одностороннее построчно,
Объемно в матрице полей.
Незрима грань ума и сердца.
Её попробуй пересечь…
Придется только там вертеться,
Где точка всех разлук и встреч.
Как странна точка перегиба,
Что отделяет жизнь и смерть….
В жизнь прибегаешь торопливо,
Боясь, наверно, не успеть
Пройти весь длинный путь до срока…
Бежишь, не видя ничего,
И в том, что выбрал ты, нет прока…
И счастье-то – несчастливо,
Беда, ведь, в сущности, не горе,
А горе – вовсе не беда…
Вот, себялюбие – в позоре,
А глупость – горе навсегда.
И всё бежишь, не зная меры.
Дверь приоткрыта, вечность ждёт…
Ты здесь один, и всё без веры….
А благодать к тебе сойдет?
Да полно ждать благословенья,
Когда граница всех дорог
Уж пред тобой. Одно мгновенье –
И вот уже нажат курок,
Не пистолета, не винтовки,
Судьба-оружие бьет цель.
И, как всегда, наизготовку,
Кладет на черную постель.
Преодолев земные страсти,
Пути другие ты пройдешь.
Ты будешь прежним лишь отчасти,
Когда сюда ты вновь придешь.
Так замыкается пространство
В бессрочной ленте бытия.
Всегда наш путь – дорога странствий
И поиск именно себя.

8. Заключение.

Лист Мёбиуса - первая односторонняя поверхность, которую открыл учёный. Позже математики открыли ещё целый ряд односторонних поверхностей. Но

эта - самая первая, положившая начало целому направлению в геометрии, по - прежнему привлекает к себе внимание учёных, изобретателей, худож​ников.

В этой работе я пытался описать свойства этой прекрасной поверхности-листа Мебиуса, показать его значимость на практике, доказать, что лист Мёбиуса - топологическая фигура.

Топология изучает не только односторонние поверхности. К топологи​ческим задачам относятся задачи на вычерчивание фигур одним рос​черком. Сеть таких кривых называют графами ( от греческого слова графо - пишу ), головоломки со шнурами и бечевками. Но об этом другой разговор.
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