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Виды треугольника различаются:
	Виды треугольников

	


Остроугольный
	


Тупоугольный
	


Прямоугольный

	


Разносторонний
	


Равнобедренный
	


Равносторонний


По величине углов
Поскольку сумма углов треугольника равна 180°, то не менее двух углов в треугольнике должны быть острыми (меньшими 90°). Выделяют следующие виды треугольников:

· Если все углы треугольника острые, то треугольник называется остроугольным; 

· Если один из углов треугольника тупой (больше 90°), то треугольник называется тупоугольным; 

· Если один из углов треугольника прямой (равен 90°), то треугольник называется прямоугольным. Две стороны, образующие прямой угол, называются катетами, а сторона, противолежащая прямому углу, называется гипотенузой. 
По сторонам:

· Разносторонним называется треугольник, у которого длины трех сторон попарно различны. 

· Равнобедренным называется треугольник, у которого две стороны равны. Эти стороны называются боковыми, третья сторона называется основанием. В равнобедреном треугольнике углы при основании равны. Высота, медиана и биссектриса равнобедренного треугольника, опущенные на основание, совпадают. 

· Равносторонним называется треугольник, у которого все три стороны равны. В равностороннем треугольнике все углы равны 60°, а центры вписанной и описанной окружностей совпадают. 

Основные свойства треугольника:
В любом треугольнике: 
  1.  Против большей стороны лежит больший угол, и наоборот.
  2.  Против равных сторон лежат равные углы, и наоборот.
       В частности, все углы в равностороннем треугольнике равны.

  3.  Сумма углов треугольника равна 180 º .
       Из двух последних свойств следует, что каждый угол в равностороннем   треугольнике равен 60 º.

   4.  Внешний угол треугольника равен сумме внутренних углов, не смежных с ним. 

   5.  Любая сторона треугольника меньше суммы двух других сторон и больше их разности ( a < b + c,  a > b – c;  b < a + c,  b > a – c;  c < a + b,  c > a – b ). 
Признаки равенства треугольников.  

 Треугольники равны, если у них соответственно равны: 
·    a)  две стороны и угол между ними; 
·    b)  два угла и прилегающая к ним сторона;
·    c)  три стороны. 

Признаки равенства прямоугольных треугольников.  

 Два прямоугольных треугольника равны, если выполняется одно из следующих условий:

· 1)  равны их катеты;

· 2)  катет и гипотенуза одного треугольника равны катету и гипотенузе другого;

· 3)  гипотенуза и острый угол одного треугольника равны гипотенузе и острому углу другого;

· 4)  катет и прилежащий острый угол одного треугольника равны катету и прилежащему острому углу другого;

· 5)  катет и противолежащий острый угол одного треугольника равны катету и противолежащему острому углу другого

Замечательные точки треугольника
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Биссектриса 

· Биссектриса – это отрезок биссектрисы угла от вершины до точки пересечения с противоположной стороной. Три биссектрисы треугольника ( AD, BE, CF,  ) пересекаются в одной точке О, всегда лежащей внутри треугольника и являющейся центром вписанного круга (см. раздел «Вписанные и описанные многоугольники»).   
· Биссектриса делит противоположную сторону на части, пропорциональные прилегающим сторонам; например,   AE : CE = AB : BC .

Медиана

· [image: image23.png]


Медиана – это отрезок, соединяющий любую вершину треугольника с серединой противоположной стороны. Три медианы треугольника ( AD, BE, CF,  ) пересекаются в одной точке O, всегда лежащей внутри треугольника и являющейся его центром тяжести. Эта точка делит каждую медиану в отношении 2:1, считая от вершины
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Серединный перпендикуляр

· Срединный перпендикуляр – это перпендикуляр, проведенный из средней точки отрезка (стороны). Три срединных перпендикуляра треугольника АВС ( KO, MO, NO, ) пересекаются в одной точке О, являющейся центром описанного круга ( точки K, M, N – середины сторон треугольника ABC ). В остроугольном треугольнике эта точка лежит внутри треугольника; в тупоугольном – снаружи; в прямоугольном - в середине гипотенузы. Ортоцентр, центр тяжести, центр описанного и центр вписанного круга совпадают только в равностороннем треугольнике.

Высота

· [image: image25.png]


Высота треугольника - это перпендикуляр, опущенный из любой вершины на противоположную сторону ( или её продолжение ). Эта сторона называется основанием треугольника. Три высоты треугольника всегда пересекаются в одной точке, называемой ортоцентром треугольника. Ортоцентр остроугольного треугольника ( точка O,  ) расположен внутри треугольника, а ортоцентр тупоугольного треугольника ( точка O,  ) – снаружи; ортоцентр прямоугольного треугольника совпадает с вершиной прямого угла.

Ортоцентр

Ортоцентр (от греч. ορθοξ — прямой) — точка пересечения высот треугольника. Традиционно обозначается латинской буквой H. В зависимости от вида треугольника ортоцентр может находится внутри треугольника (в остроугольных), вне его (в тупоугольных) или совпадать с вершиной (в прямоугольных — совпадает с вершиной при прямом угле).

Несмотря на то, что пересечение трёх высот треугольника в одной точке казалось очевидным, строгое доказательство этого факта дал Карл Фридрих Гаусс только в XVIII веке.
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· Если в четвёрке точек A, B, C, D точка D является точкой пересечения высот треугольника ABC, то и любая из четырёх точек является ортоцентром треугольника, образованного тремя остальными точками. Такую четвёрку иногда называют ортоцентрической системой точек. 

· Радиусы окружностей проходящих через любые три точки ортоцентрической системы равны. 

· Ортоцентр лежит на одной прямой с центроидом, центром описанной окружности и центром окружности девяти точек (см. прямая Эйлера). 

· Точки, симметричные ортоцентру относительно его сторон, лежат на описанной окружности. 

· Точки, симметричные ортоцентру относительно середин сторон, также лежат на описанной окружности и совпадают с точками, диаметрально противоположными соответствующим вершинам. 

Инцентр

Инцентр — точка пересечения биссектрис треугольника. Также инцентр является центром вписанной в треугольник окружности (откуда и название). Традиционно обозначается латинской буквой I.

· Инцентр находится на одинаковом расстоянии от всех сторон треугольника. 

· Инцентр делит биссектрису угла A в отношении (b+c):a, где a, b, с — стороны треугольника (аналогичные свойства и для двух других биссектрис). 

геометрии треугольника окружность девяти точек — это окружность, проходящая через середины всех трёх сторон треугольника. Она также называется окружностью Эйлера, окружностью Фейербаха, окружностью шести точек.

Окружность девяти точек получила такого название из-за следующей теоремы:

	Основания трёх высот произвольного треугольника, середины трёх его сторон и середины трёх отрезков, соединяющих его вершины с ортоцентром, лежат все на одной окружности.


Окружность девяти точек обладает ещё целым рядом свойств:

· Центр окружности девяти точек лежит на прямой Эйлера, точно в середине отрезка между ортоцентром и центром описанной окружности. 

· Радиус окружности девяти точек равен половине радиуса описанной окружности. Более того, описанная окружность есть образ окружности девяти точек относительно гомотетии с центром в ортоцентре и коэффициентом 2. 

· (теорема Фейербаха) Окружность девяти точек произвольного треугольника касается вписанной и всех трёх вневписанных окружностей этого треугольника. 

Эйлер в 1765 году доказал, что основания высот и середины сторон лежат на одной окружности (отсюда название «окружность шести точек»). Первое полное доказательство общего результата было, по-видимому, опубликовано в 1821 году, но есть указания на то, что оно было известно и ранее.
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Центроид
Центроид — точка пересечения медиан в треугольнике. Центроид традиционно обозначается латинской бук[image: image28.png]


вой M.

Центроид делит каждую медиану в отношении 2:1, считая от вершины. Если в вершины треугольника поместить равные массы, то центр масс (барицентр) полученной системы будет совпадать с центроидом. Более того, центр масс треугольника с равномерно распределённой массой также находится в центроиде. 

В частности, если M — центроид треугольника ABC то для любой точки O верно, что 
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Эллипс Штейнера


Для данного треугольника существует единственное аффинное преобразование, которое переводит правильный треугольник в данный треугольник.

Образ вписанной окружности правильного треугольника при таком преобразовании является эллипсом, который называют вписанным эллипсом Штейнера, а образ описанной окружности также является эллипсом, который называют описанным эллипсом Штейнера. 
Формула Герона

Фо́рмула Геро́на позволяет вычислить площадь треугольника (S) по его сторонам a, b, c:

[image: image8.png]S=\/pp—a)(p —b)(p—c),




где р — полупериметр треугольника: [image: image9.png]


.

История
Формула содержится в «Метрике» древнегреческого математика Герона Александрийского (1 в.) и названа в его честь. Он интересовался треугольниками с целочисленными сторонами, площади которых также являются целыми. Такие треугольники носят название героновых треугольников. Простейшим героновым треугольником является египетский треугольник. Формула была известна Архимеду (3 в. до н. э.).

Доказательство
[image: image10.png]1
S = Sab-siny



, 

где [image: image11.png]


— угол треугольника, противолежащий стороне c. По теореме косинусов:

[image: image12.png]a® +b° —2ab-cos7y,





Отсюда:
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Значит,
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. 

Замечая, что a + b + c = 2p, a + b − c = 2p − 2c, a + c − b = 2p − 2b, c − a + b = 2p − 2a, получаем:

[image: image17.png]siny = —\blp— 0)p O o)




Таким образом,

[image: image18.png]= Sabsiny = \plp—a) (2~ H)p o),




ч.т.д.
Площадь вписанного четырёхугольника вычисляется по формуле Брахмагупты:

[image: image19.png]S=\/p—a)p-b)p-o)p-d),




где [image: image20.png]atb+ct+d
P=—""%5



— полупериметр четырёхугольника. Треугольник является предельным случаем описанного четырёх угольника при устремлении длины одной из сторон к нулю.

Формулу Герона можно записать с помощью определителя в виде:
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Она является частным случаем определителя Кэли — Менгера для вычисления гиперобъёма симплекса
 Заключение

Эта тема применяется :

· 1. На уроках математики и черчения.

· 2. В качестве дополнительного материала на факультативных занятиях  и элективах. 

· 3.Для успешной сдачи экзаменов за школьный курс.

     С треугольником связано огромное  множество формул и теорем:

· 1.теорема Чевы.

· 2.теорема Менелая.

     В перспективе хочу исследовать окружность и прямую Эйлера и окружность Фейербаха
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