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I. Введение.
Геометрия начинается с треугольника. Вот уже два с половиной тысячелетия треугольник является как бы символом геометрии. Но он не только символ, треугольник – атом геометрии. Его свойства поистине неисчерпаемы – практически каждый урок геометрии добавляет в копилку знаний о нем все новые и новые факты.

Для доказательства многих теорем и решения задач часто используются признаки равенства треугольников. В школьном курсе доказываются три основных признака:
· по двум сторонам и углу между ними;

· по стороне и двум прилежащим к ней углам;

· по трем сторонам.

Таким образом, устанавливается равенство треугольников по соответственно равным трем основным элементам (сторонам и углам треугольника), причем, по крайней мере, один из них  - линейный.  Но в треугольнике широко используются и дополнительные элементы – медианы, биссектрисы и высоты. 
Цель работы: установить признаки равенства  треугольников с
                         использованием  дополнительных элементов.
Задачи: 

· сформулировать признаки равенства треугольников по трем соответственно равным основным и дополнительным элементам;

· доказать сформулированные признаки.

Используемые методы:

· перебор вариантов,

· систематизация,

· геометрический метод доказательства,

· аналогия.
План исследования:

1. Рассмотреть различные возможные сочетания основных и дополнительных элементов треугольника.

2. Сформулировать на их основе признаки равенства треугольников.

3. Найти аналогичные задачи в школьных учебниках и других сборниках задач по геометрии.

4. Доказать сформулированные признаки геометрическими способами.
II. Признаки равенства треугольников.
1. Классификация  признаков с использованием дополнительных элементов.
            Введем обозначения: С – сторона , У – угол, Д – дополнительный элемент треугольника (медиана, биссектриса, высота).  Рассмотрим различные комбинации трех основных и дополнительных элементов.                 
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        Удалим из этого набора те, которые 

· имеют одинаковый набор элементов,
· содержат только основные элементы,
· не содержат ни одного линейного элемента.
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Таким образом, получили всего шесть комбинаций: ССД, СУД, СДД, УУД, УДД и ДДД. Учитывая различные случаи взаимного расположения сторон, углов и дополнительных элементов, сформулируем и попробуем доказать признаки равенства треугольников, рассмотрев отдельно в качестве дополнительных элементов медиану, биссектрису, высоту треугольника, а также некоторые случаи их комбинаций. Следует отметить, что в сборниках задач по геометрии встречаются задачи на доказательство равенства треугольников с использованием медиан, биссектрис и высот треугольника.
2. Признаки равенства треугольников с использованием медианы.
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Рис.1
	Если две стороны и медиана, проведенная к третьей стороне одного треугольника соответственно равны двум сторонам и медиане, проведенной к третьей стороне другого треугольника, то такие треугольники равны. [1], [2], [4], [6]
Доказательство: для доказательства надо продолжить А1М1 и  А2М2  за точки М1 и М2   так, что Р1М1 = А1М1 ,  Р2М2. = А2М2 (∆А1В1М1=∆С1Р1М1 , ∆А2В2М2=∆С2Р2М2 ) 
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Рис.2
	Если две стороны и медиана, проведенная к одной из них одного треугольника соответственно равны двум сторонам и медиане, проведенной к одной из них другого треугольника, то такие треугольники равны. 
[1], [6]
Доказательство: (∆А1В1М1=∆А2В2М2) 
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Рис.3
	Если сторона, медиана, проведенная к одной из двух других сторон и угол между ними одного треугольника соответственно равны стороне, медиане, проведенной к одной из двух других сторон и углу между ними другого треугольника, то такие треугольники равны. [2]
Доказательство: (∆А1В1М1=∆А2В2М2)  
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 ( М1В1= М2В2, 
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  (∆А1В1С1=∆А2В2С2)
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Рис.4
	Если сторона, медиана, проведенная к этой стороне и угол между ними одного треугольника соответственно равны стороне, медиане, проведенной к этой стороне и углу между ними другого треугольника, то такие треугольники равны. [1], [6]
Доказательство: (∆А1В1М1=∆А2В2М2) 
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 ( А1В1= А2В2, 
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Рис.5
	Если сторона, медиана, проведенная к этой стороне и угол, прилежащий к этой стороне одного треугольника соответственно равны стороне, медиане, проведенной к этой стороне и углу прилежащему к этой стороне другого треугольника, то такие треугольники равны.

Доказательство: для доказательства надо продолжить А1М1 и  А2М2  за точки М1 и М2   так, что Р1М1 = А1М1 ,  Р2М2. = А2М2 (∆А1С1М1=∆Р1В1М1 , ∆А2С2М2=∆Р2В2М2)
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Рис.6
	Если сторона и две медианы, проведенные к двум другим сторонам одного треугольника соответственно равны стороне и двум медианам, проведенной к двум другим сторонам другого треугольника, то такие треугольники равны.

Доказательство: (∆А1В1О1=∆А2В2О2)
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Рис.7
	Если сторона, медиана, проведенная к этой стороне, и медиана, проведенная к одной из двух других сторон, одного треугольника соответственно равны стороне, медиане, проведенной к этой стороне, и медиане, проведенной к одной из двух других сторон,  другого треугольника, то такие треугольники равны.

Доказательство: (∆А1В1N1=∆А2В2N2)
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Рис.8
	Если медиана и два угла, на которые она разбивает угол треугольника, одного треугольника соответственно равны медиане и двум углам, на которые она разбивает угол другого треугольника, то такие треугольники равны. [6]
Доказательство: для доказательства надо продолжить А1М1 и  А2М2  за точки М1 и М2 на такое же расстояние и рассмотреть получившиеся параллелограммы А1В1К1С1 и А2В2К2С2.
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Рис.9
	Если две медианы и угол между ними одного треугольника соответственно равны двум медианам и  углу между ними другого треугольника, то такие треугольники равны.

Доказательство: (∆А1В1О1=∆А2В2О2)
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Рис.10
	Если три медианы  одного треугольника соответственно равны трем медианам  другого треугольника, то такие треугольники равны.

Доказательство: известно, что из медиан треугольника можно составить новый треугольник, подобный данному с k=
[image: image52.wmf]2

3

. Так как медианы треугольников соответственно равны, то медианные треугольники будут равны, следовательно, подобные им треугольники с одинаковым коэффициентом подобия тоже будут равны.




3. Признаки равенства треугольников с использованием высоты.
Для определенности будем рассматривать остроугольные треугольники.
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Рис.11
	Если две стороны и высота, проведенная к третьей стороне одного треугольника соответственно равны двум сторонам и высоте, проведенной к третьей стороне другого треугольника, то такие треугольники равны. [2]
Доказательство:           ( ∆А1В1Н1 = ∆А2В2Н2 ,  ∆А1С1Н1 = ∆А2С2Н2 ) 
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Рис.12
	Если две стороны и высота, проведенная к одной из них одного треугольника соответственно равны двум сторонам и высоте, проведенной к одной из них другого треугольника, то такие треугольники равны. [2]
Доказательство: (∆А1В1Н1=∆А2В2Н2) 
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Рис.13
	Если сторона, прилежащий к ней угол и высота к этой стороне одного треугольника соответственно равны стороне, прилежащему к ней углу и высоте к этой стороне другого треугольника, то такие треугольники равны.

Доказательство: (∆А1С1Н1=∆А2С2Н2) 
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 (∆А1В1С1=∆А2В2С2)
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Рис.14
	Если сторона, прилежащий к ней угол и высота, проведенная из вершины этого угла одного треугольника соответственно равны стороне, прилежащему к ней углу и высоте, проведенной из вершины этого угла другого треугольника, то такие треугольники равны.

Доказательство: (∆А1В1Н1=∆А2В2Н2) 
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Рис.15
	Если сторона,  высота, проведенная к этой стороне и высота, проведенная к одной из двух других сторон одного треугольника соответственно равны стороне, высоте, проведенной к этой стороне и высоте, проведенной к одной из двух других сторон, другого треугольника, то такие треугольники равны.

Доказательство: (∆К1В1С1=∆К2В2С2) 
[image: image67.wmf]Þ

 (
[image: image68.wmf]Ð

С1=
[image: image69.wmf]Ð

С2) 
[image: image70.wmf]Þ

 (∆А1Н1С1=∆А2Н2С2) 
[image: image71.wmf]Þ

 (А1С1=А2С2) 
[image: image72.wmf]Þ

 (∆А1В1С1=∆А2В2С2)

	6)
	А1          К1
                            А2          К2
                                                 
     
В1    Н1             С1     

                           В2     Н2         С2

Рис.16
	Если сторона и две высоты, проведенные к другим сторонам, одного треугольника соответственно равны стороне и двум высотам, проведенным к другим сторонам другого треугольника, то такие треугольники равны. [4]
Доказательство:             ( ∆ А1В1Н1 = ∆ А2В2Н2 ,  ∆А1В1К1 = ∆А2В2К2,) 
[image: image73.wmf]Þ
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Рис.17
	Если высота и два угла, на которые высота разбивает угол треугольника, одного треугольника соответственно равны высоте и двум углам, на которые высота разбивает угол   другого треугольника, то такие треугольники равны. [2]
Доказательство:             ( ∆ А1В1Н1 = ∆ А2В2Н2 ,  ∆А1C1Н1 = ∆А2С2Н2) 
[image: image79.wmf]Þ

 (А1В1 = А2В2 ,А1С1=А2С2 ) 
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 (∆А1В1С1=∆А2В2С2)
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Рис.18
	Если высота и два угла, прилежащие к стороне, на которую опущена высота, одного треугольника соответственно равны высоте и двум углам, прилежащим к стороне, на которую опущена высота, другого треугольника, то такие треугольники равны.

Доказательство:             ( ∆ А1В1Н1 = ∆ А2В2Н2 ,  ∆А1C1Н1 = ∆А2С2Н2) 
[image: image81.wmf]Þ

 (А1В1 = А2В2 , А1С1=А2С2 , В1С1=В2С2) 
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 (∆А1В1С1=∆А2В2С2)

	9)
	А1
                         А2 

                                                                                    
                                 *                         
В1    Н1             С1                               *          

                           В2     Н2         С2

Рис.19
	Если два угла и высота, проведенная из вершины одного из них, одного треугольника соответственно равны двум углам и высоте, проведенной из вершины того же угла, другого треугольника, то такие треугольники равны.

Доказательство:             (  ∆А1C1Н1 = ∆А2С2Н2) 
[image: image83.wmf]Þ

 (А1С1=А2С2) 
[image: image84.wmf]Þ

 (∆А1В1С1=∆А2В2С2)

	10)
	А1          К1
                            А2          К2
                                                 
                              * 
В1    Н1             С1                               *

                           В2     Н2         С2

Рис.20
	Если угол и две высоты, проведенные из других вершин, одного треугольника соответственно равны  углу и двум высотам, проведенным из других вершин, другого треугольника, то такие треугольники равны.

Доказательство:                   ( ∆ С1В1К1 = ∆ С2В2К2 ,  ∆А1C1Н1 = ∆А2С2Н2) 
[image: image85.wmf]Þ

 (В1С1=В2С2 , А1С1=А2С2) 
[image: image86.wmf]Þ

 (∆А1В1С1=∆А2В2С2)

	11)
	А1          К1
                            А2          К2
                                                 
                               
В1    Н1             С1                               

                           В2     Н2         С2

Рис.21
	Если две высоты и угол, из которого проведена одна из высот, одного треугольника соответственно равны  двум высотам и углу, из которого проведена высота, другого треугольника, то такие треугольники равны.

Доказательство:                   ( ∆ А1В1К1 = ∆ А2В2К2 ) 
[image: image87.wmf]Þ

 (А1В1=А2В2) 
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 ( ∆А1В1Н1 = ∆А2В2Н2) 
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 (
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А1В1Н1 = 
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 А2В2Н2 ) 
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 (∆А1В1С1=∆А2В2С2)


4. Признаки равенства треугольников с использованием биссектрисы.

	1)
	А1
                            А2 



В1      L1         С1 

                           В2      L2        С2

Рис.22
	Если сторона, прилежащий угол  и биссектриса, проведенная из вершины этого угла одного треугольника соответственно равны стороне, прилежащему углу  и биссектрисе, проведенной из вершины этого угла другого треугольника, то такие треугольники равны. [2], [6]
Доказательство: :                   ( ∆ А1В1L1 = ∆ А2В2L2 ) 
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В1 = 
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 В2 ) 
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 (∆А1В1С1=∆А2В2С2)

	2)
	А1
                            А2 

     *                     #

В1      L1         С1       *                       #
                           В2      L2        С2

Рис.23
	Если биссектриса и два угла, прилежащие к стороне, к которой проведена биссектриса, одного треугольника соответственно равны биссектрисе и двум углам, прилежащим к стороне, к которой проведена биссектриса, другого треугольника, то такие треугольники равны. [2]
Доказательство: (
[image: image97.wmf]Ð

В1А1С1 = 
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 В2А2С2 ) 
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( ∆ А1В1L1 = ∆ А2В2L2 ) 
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(А1В1=А2В2) 
[image: image101.wmf]Þ

  (∆А1В1С1=∆А2В2С2)


           5. Признаки равенства треугольников с использованием разных

                 дополнительных элементов.
	1)
	А1
                            А2 

В1     Н1  М1      С1                 
                           В2    Н2  М2      С2

Рис.24
	Если сторона, медиана и высота, проведенные к этой стороне одного треугольника соответственно равны стороне, медиане и высоте, проведенным к этой стороне другого треугольника, то такие треугольники равны. [2], [4]

Доказательство: :                   ( ∆ А1Н1М1 = ∆ А2Н2М2 ) (
[image: image102.wmf]Ð

А1М1В1 = 
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 А2М2 В2) 
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А1М1С1 = 
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 А2М2 С2) 
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 (∆А1В1М1=∆А2В2М2 , ∆А1С1М1=∆А2С2М2 ) 
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 (А1В1=А2В2 , А1С1=А2С2)  
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 (∆А1В1С1=∆А2В2С2)

	2)
	А1           Н1
                            А2        Н2

                
В1           L1      С1                 
                           В2          L2      С2

Рис.25
	Если угол, биссектриса, проведенная из вершины этого угла  и высота, проведенная к одной из сторон этого угла, одного треугольника соответственно равны углу, биссектрисе, проведенной из вершины этого угла  и высоте, проведенной к соответствующей стороне этого угла другого треугольника, то такие треугольники равны. 
Доказательство: :                   ( ∆ А1Н1В1 = ∆ А2Н2В2 ) 
[image: image111.wmf]Þ

 (А1В1=А2В2)
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(∆А1В1L1=∆А2В2L2)
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(
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А1В1С1=
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А2В2С2) 
[image: image116.wmf]Þ

 (∆А1В1С1=∆А2В2С2)


III. Заключение.
Рассмотрев различные сочетания и взаимные расположения основных и дополнительных элементов можно сформулировать довольно много признаков равенства треугольников, однако не все удается доказать геометрическими способами. В работе представлены 25 признаков равенства треугольников с доказательствами. 12 из них в качестве задач приведены в математической литературе.
Конечно, признаки равенства треугольников с использованием дополнительных элементов нельзя непосредственно применять при решении задач. Но подходы к их решению (дополнительные построения, рассмотрение вспомогательных треугольников), несомненно, пригодятся при дальнейшем изучении геометрии.
Всего три основных признака равенства треугольников и три определения дополнительных элементов (медианы, высоты и биссектрисы)… А какое многообразие задач порождают они! Как в калейдоскопе малейший поворот влечет за собой новый неповторимый ранее узор, так и в геометрии небольшое изменение условия дает жизнь новым задачам, поиск решений которых приводит к новым открытиям. 
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