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Введение.
     Развитие теории вероятностей с момента зарождения этой науки и до настоящего времени было несколько своеобразным. На первом этапе истории этой науки она рассматривалась как занимательный “пустячок”, как собрание курьезных задач, связанных в первую очередь с азартными играми в кости и карты. Основателями теории вероятностей были французские математики Б. Паскаль и П. Ферма, и голландский ученый Х. Гюйгенс, в ответах, которых на запросы азартных игроков и переписке между собой были введены основные понятия этой теории – вероятность события и математическое ожидание.
     Важнейший этап теории вероятностей связан с именем швейцарского математика Я. Бернулли. Им было дано доказательство частного случая закона больших чисел, так называемой теоремы Бернулли. С того времени теория вероятностей оформляется как математическая наука.
     Строгое логическое обоснование теории вероятностей произошло в XX в. и связано с именами советских математиков С. Н. Бернштейна и А. Н. Колмогорова.
     В течение последних десятилетий элементы теории вероятностей и комбинаторики то вводились разделом в курс математики общеобразовательной школы, то исключались вообще. Внимание, которое уделяется этому учебному предмету во всем мире, позволяет предположить, что концепция его введения является актуальной.
     Теория вероятностей — это математическая наука о случайном и закономерностях случайного. В школьном курсе математики и других естественных наук господствовала только одна идея — о существовании жестких связей между явлениями и событиями. Эти связи представлены в форме законов физики, химии, математики; даже в курсе истории нет места случайности: он построен так, что складывается впечатление, что все события предопределены и закономерны. 
     Но окружающий нас мир полон случайностей. Это землетрясения, ураганы, подъемы и спады экономического развития, войны, болезни, случайные встречи и так далее. Впрочем, мысль о том, что в окружающем мире много случайного, останется очевидной, но бесплодной, если не научиться измерять случайность числом, вычислять шансы различных событий. Теория вероятностей в школе  — это признание обществом необходимости формирования современного мировоззрения, для которого одинаково важны представления и о жестких связях, и о случайном. Без знания понятий и методов теории вероятностей и статистики невозможна организация эффективного конкурентоспособного производства, внедрение новых лекарств и методов лечения в медицине, обеспечение страховой защиты граждан от непредвиденных обстоятельств, проведение обоснованной социальной политики. 
     Теория вероятностей как наука начала складываться в XVII веке. Источником задач для нее служили азартные игры. В частности, игра в кости, которая тогда была очень распространена в Западной Европе. В этих задачах главное — выбор равновозможных элементарных событий и правильный подсчет комбинаций этих элементарных событий. 
     Одновременно с развитием теории вероятностей стала развиваться статистика. К XVII веку относятся и первые научные применения статистики в демографии и страховании, идеи о случайных ошибках в измерениях. 
     Теория вероятностей и статистика долгое время развивались как естественные науки, хотя и с большой математической составляющей. В отрасль математики теория вероятностей превратилась только в XX веке. На аксиоматическую основу ее поставил наш великий соотечественник А. Н. Колмогоров. До него некоторые сложные понятия теории вероятностей не были полностью изучены. Сейчас же являются общепринятыми введённые им понятия: случайный эксперимент, элементарное событие и так далее. 
     Целью моей работы является рассмотрение базовых определений и теорем теории вероятностей, а так же иллюстрация применения теоретического материала к решению задач.



















1.Классификация событий.
     Достоверным называют событие, которое обязательно произойдет в данном опыте. Например, если в ящике находятся только красные шары, то событие из ящика извлечен красный шар является достоверным (в ящике нет шаров другого цвета).
Невозможным называется событие, которое не может произойти в этом опыте. В нашем примере таковым является событие из ящика извлечен синий шар (таких шаров просто нет).
Случайным называется событие, если оно может произойти, а может и не произойти в данном опыте. Если бы в урне находились красные и синие шары, то событие из ящика извлечен красный шар – случайное (ведь мы можем и не извлечь красный шар в данном испытании). Случайными событиями являются “герб” и цифра на верхней стороне монеты при ее подбрасывании, выигрыш по билету лотереи и т. п.
Два события называются совместными в данном опыте, если появление одного из них не исключает появления другого в этом же опыте. Так, при подбрасывании двух монет события A –  “герб на верхней стороне первой монеты” и B –  “цифра на верхней стороне второй монеты являются совместными.
Равновозможными считают события, если нет оснований полагать, что одно событие является более возможным, чем другие. Например, при подбрасывании монеты событие K (появление цифры) и событие L (появление герба) равновозможными. Такими же являются появления любой из шести граней при подбрасывании игрального кубика.
Каждое событие, которое может наступить в итоге опыта, называется элементарным исходом (элементарным событием или шансом). Например, события A1, A2, A3, A4, A5, A6  - элементарные исходы при подбрасывании кубика.
Элементарные исходы, при которых данное событие наступает, называются благоприятствующими этому событию, или благоприятными шансами. Например, при подбрасывании игрального кубика элементарные исходы A2, A4, A6 являются благоприятствующими событию “выпало четное число очков”.

2.Классическое определение вероятности.
Вероятностью события называется отношение числа элементарных исходов, благоприятствующих данному событию, к числу всех равновозможных исходов опыта, в котором может появиться это событие. Вероятность события A обозначают через P(A) (здесь P –  первая буква французского слова probabilite –  вероятность): 
P(A) = m/n

где m – число элементарных исходов, благоприятствующих событию A; n – число всех равновозможных элементарных исходов опыта, образующих полную группу событий.
Это определение вероятности называют классическим. Оно возникло на начальном этапе развития теории вероятностей.
3.Основные теоремы теории вероятностей.
     Мы познакомились с классической формулой для вероятности события. Однако на практике обычно требуется определить вероятности событий, непосредственное экспериментальное воспроизведение которых затруднено. Поэтому для определения вероятностей событий применяются методы, позволяющие по известным вероятностям одних событий определить вероятности других событий, с ними связанные. Такие методы позволяют свести необходимый эксперимент к минимуму. Применяя их, мы пользуемся основными теоремами теории вероятностей. Это теорема сложения и теорема умножения вероятностей.
Теорема сложения вероятностей
     Суммой двух событий А и В называется событие С, состоящее в появлении события А или события В, или обоих вместе. Другими словами, суммой двух событий А и В называется событие С, состоящее в появлении хотя бы одного из событий А и В.
Итак, суммой нескольких событий называется событие, состоящее в появлении хотя бы одного из этих событий.
Теорема: 
Вероятность суммы двух несовместных событий равна сумме вероятностей этих событий.
Доказательство:
Пусть результатом опыта (эксперимента) могут быть n элементарных событий (случаев). Предположим, что из этих случаев m - благоприятны событию А, а k – событию В. Тогда:
P(A) = m/n;   P(B) =k/n 
По условию события А и В несовместны, значит m+k случаев благоприятны событию (А+В). Имеем:
Р(А + В) = (m+k)/n = m/n + k/n = Р(А) + Р(В).
Теорема доказана.
     Обобщим теорему сложения на случай трех событий. Обозначая событие А+В буквой D и присоединяя к сумме еще одно событие С, которому благоприятныlслучаев. Тогда 
P(C) = l/n ,   P(D) = (m+k)/n ,
докажем, что P(A+B+C)=P(A)+P(B)+P(C).
Действительно
P((A+B)+C)= P(D+C) = (m+k)/n + l/n = m/n + k/n + l/n = 
= РА)+Р(В)+Р(С).
Методом индукции можно обобщить теорему сложения на произвольное число событий. 
Таким образом, теорема сложения вероятностей применима к любому числу несовместных событий.
Из теоремы сложения вытекает несколько следствий.
Следствие 1.
Если события А1, А2,…,Аn образуют полную группу несовместных событий, то сумма их вероятностей равна единице: 
[image: Image012]P(Ai ) = 1 .
Следствие 2.
Сумма вероятностей противоположных событий равна единице:
P(A) + P(Ā) = 1 
     Поскольку противоположными событиями называются два несовместных события, образующих полную группу, то это следствие есть частный случай следствия 1.
     На практике часто оказывается легче вычислить вероятность противоположного события Ā, чем вероятность прямого события А. В этих случаях вычисляют P(Ā) и находят 
P(A) = 1 - P(Ā) 
     Теорема сложения вероятностей справедлива только для несовместных событий. В случае, когда события А и В совместны, вероятность суммы этих событий выражается формулой:
Р(А + В) = Р(А) + Р(В) – P(AB).
      Таким образом, имеем обобщенную теорему для двух событий: вероятность суммы двух событий равна сумме их вероятностей минус вероятность совместного их появления в данном испытании. 
     Аналогично вероятность суммы трех совместных событий вычисляется по формуле:
Р (А+В+С) = Р (А) + Р (В) + P(C) – P(AB) – P(AC) – P(BC) + P(ABC).
     Справедлива и общая формула для вероятности суммы любого числа совместных событий:
P([image: Image012] Ai ) = [image: Image014]P(Ai ) -[image: Image013] P(Ai Aj ) + [image: Image015]P(AiAjAk ) - ...
... + ( -1)n - 1P(A1 A2... An) .
где суммы распространяются на различные значения индексов i; i,j; i,j,k и т.д.

Теорема умножения вероятностей.
Теорема 
Вероятность произведения двух событий равна произведению вероятности одного из них на условную вероятность другого, вычисленную при условии, что первое имело место:
P(AB) = P(A)P(B|A).
Доказательство:
Пусть возможные исходы опыта сводятся кn элементарным событиям.
Предположим, что событию A благоприятны m элементарных событий, а событию B благоприятны k элементарных событий. Так как мы не предполагали события А и В несовместными, то вообще существуют элементарные события, благоприятные и событию А, и событию В одновременно. Пусть число таких элементарных событий l. Тогда
P(AB) = l / n , P(A) = m / n
Вычислим P(B|A), т.е. условную вероятность события В в предположении, что А имело место. Если известно, что событие А произошло, то из ранее возможныхn элементарных событий остаются возможными только m, которые благоприятствовали событию А. Из них l элементарных событий благоприятны событию В. Следовательно,
P(B|A) = l / m.
Подставим полученные выражения в P(AB)=P(A)P(B|A)
l /n =( m / n) × (l / m).
Получили тождество. Теорема доказана.
Рассмотрим следствия, вытекающие из теоремы умножения.
Следствие 1
Если событие А не зависит от события В, то и событие В не зависит от события А.
Доказательство:
Дано, что событие А не зависит от события В, т.е.
P(A) = P(A|B),
Требуется доказать, что и событие В не зависит от А, т.е.
P(B) = P(B|A),
При доказательстве будем предполагать, что P(A) 0.
Напишем теорему вероятностей в двух формах: 
P(AB)=P(B)P(A|B),
P(AB)=P(A)P(B|A).
Откуда
P (A)P(B|A)=P(B)P(A|B)
Или так как событие А не зависит от В, т.е. P(A) = P(A|B), то 
P(A)P(B|A)=P(B)P(A).
Разделим обе части равенства на P(A). Получим:
P(B|A)=P(B).
Что и требовалось доказать.
Итак, два события называются независимыми, если появление одного из них не изменяет вероятности появления другого.
Следствие2.
Вероятность произведения двух независимых событий равна произведению вероятностей этих событий.




4.Примеры решения задач:
Задача 1. Подбрасываются два игральных кубика, подсчитываются суммы выпавших очков (суммы числа очков на верхних гранях обоих кубиков). Сумма выпавших очков на двух кубиках может меняться от 2 до 12. Записать полную группу событий в этом опыте.
Решение. 
Полную группу событий образуют равновозможные элементарные исходы (k; m), k, m = 1, 2, 3, 4, 5, 6, представленные в таблице. Элементарный исход означает, что на первом кубике выпало k очков, а на втором m очков. Например (3, 4) -- на первом кубике 3 очка, на втором -- 4 очка.
Табл. A
	

	(1, 1)
	(2,1)
	(3, 1)
	(4, 1)
	(5, 1)
	(6, 1)
	

	(1, 2)
	(2,2)
	(3, 2)
	(4, 2)
	(5, 2)
	(6, 2)
	

	(1, 3)
	(2,3)
	(3, 3)
	(4, 3)
	(5, 3)
	(6, 3)
	

	(1, 4)
	(2,4)
	(3, 4)
	(4, 4)
	(5, 4)
	(6, 4)
	

	(1, 5)
	(2,5)
	(3, 5)
	(4, 5)
	(5, 5)
	(6, 5)
	

	(1, 6)
	(2,6)
	(3, 6)
	(4, 6)
	(5, 6)
	(6, 6)
	

	
	
	
	
	
	
	


Задача 2. Сколько элементарных исходов благоприятствует событию “на обоих кубиках выпало одинаковое число очков” при подбрасывании двух игральных кубиков.
Решение. 
Этому событию благоприятствуют 6 элементарных исходов (см. табл. 1): (1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4), (5, 5), (6, 6).

Задача 3. Подбрасывается два игральных кубика. Какому событию благоприятствует больше элементарных исходов: “сумма выпавших очков равна 7”, “сумма выпавших очков равна 8”?
Решение.
 Событию “сумма выпавших очков равна 7” благоприятствуют 6 исходов (в табл. 1 выделены цветом). Событию “сумма выпавших очков равна 8” благоприятствует 5 исходов: (2, 6), (3, 5), (4, 4), (5, 3), (6, 2). Ответ ясен.

Задача 4. Подбрасывается три игральных кубика, подсчитываются суммы очков, выпавших на них. Сколькими способами можно получить в сумме 5 очков; 6 очков?
Решение. 
Получить в сумме 5 очков можно шестью способами: (1; 1; 3) Запись (1; 1; 3) означает, что на первом кубике выпало 1 очко, на втором -- 1, на третьем -- 3., (1; 3; 1), (3; 1; 1), (1; 2; 2), (2; 1; 2), (2; 2; 1). Получить в сумме 6 очков можно десятью способами (1; 1; 4), (1; 4; 1), (4; 1; 1), (1; 2; 3), (1; 3; 2), (2; 1; 3), (2; 3; 1), (3; 1; 2), (3; 2; 1), (2; 2; 2).

Задача 5. Из букв слова УРАВНЕНИЕ выбирается наугад одна буква. Какова вероятность, что эта буква будет: а) гласной, б) согласной, в) буквой Щ? 
Решение.
а) m = 5, n = 9; P(A) = 5/9. 
б) m = 4, n = 9, P(A) = 4/9. 
в) m = 0, n = 9, P(A) = 0.

Задача 6.  Из хорошо тасованной колоды, содержащей 52 карты, наугад выбирается одна карта. Найти вероятность того, что: а) она окажется бубновой масти; б) она окажется тузом; в) она окажется черной масти; г) эта карта либо туз, либо король, либо дама, либо валет, либо десятка. 
[image: img_2_2_1-12]
Решение.
а) n = 52, m = 13; P(A) = 13/52. 
б) n = 52, m =  4; P(A) = 4/52. 
в) n = 52, m  = 26; P(A) = 26/52. 
г) n = 52, m  = 20; P(A) = 20/52.

Задача 7. Бросают игральную кость. Какова вероятность выпадения: а) 3-х очков; б) более трех очков; в) менее трех очков; г) четного числа очков; д) нечетного числа очков? 
Решение. 
а) n = 6, m = 1, P(A) = 1/6. 
б) n = 6, m = 3, P(A) = 3/6. 
в) n = 6, m = 2, P(A) = 2/6. 
г) n = 6, m = 3, P(A) = 3/6. 
д) n = 6, m = 3, P(A) = 3/6.

Замечание.  Решая предыдущие задачи, я не описывала пространство элементарных исходов, так как ситуации были достаточно простые, и определить общее количество элементарных исходов и количество исходов, благоприятствующих событию, не составляло особого труда.

Задача 8. Бросаются две монеты. Какова вероятность того, что они обе упадут: а) кверху "гербом", б) одна кверху "гербом", а другая кверху "решеткой"? 
Решение. 
Введем обозначения так: Г - появление "герба", Р - появление "решетки". 
Тогда пространство элементарных событий будет иметь следующий вид: 
 = {(Г, Г), (Г, Р), (Р, Г), (Р, Р)}. 
а) n =4, m = 1; P(A) = 1/4. 
б) n = 4, m = 2; P(A) = 2/4 = 1/2.
Задача 9. Бросаются одна за другой две игральные кости. Какова вероятность того, что: а) сумма выпавших очков равна 3; б) сумма выпавших очков равна 4; в) сумма выпавших очков равна 11; г) на одной кости выпало 5 очков, а на другой кости - меньше 5 очков? 
[image: img_2_2_1-13]
Решение. 
Пусть ωi - событие, состоящее в том, что на кости выпало i очков. 
Пространство элементарных исходов для данного опыта будет иметь вид: 
 = {ωi, ωj}, i = 1, ... , 6; j = 1, ... , 6. 
а) n = 36, A = {(ω1, ω2),(ω2, ω1)}, m = 2; P(A) = 2/36 = 1/18. 
б) n = 36, A = {(ω1, ω3), (ω2,ω2), (ω3,ω1)}, m  = 3; P(A) = 3/36 = 1/12. 
в) n = 36, A = {(ω5,ω6), (ω6,ω5)}, m = 2; P(A) = 2/36 = 1/18. 
[bookmark: #problem2216]г) n = 36, A = {(ω5,ω1), (ω5,ω2), (ω5,ω3), (ω5,ω4), (ω1,ω5), (ω2,ω5), (ω3,ω5), (ω4,ω5)}, m = 8;  P(A) = 8/36 = 2/9.
Задача 10. В семье трое детей. Какова вероятность того, что все они мальчики? (Близнецов в семье нет). 
Решение.
Введем обозначения: М - мальчик, Д - девочка. 
Пространство элементарных событий имеет вид: 
 = {(М, М, М), (М, М, Д), (М, Д, М), (М, Д, Д), (Д, М, М), (Д, М, Д), (Д, Д, М), (Д, Д, Д)}. 
Следовательно, n = 8, m = 1; P(A) = 1/8.

Задача 11.  В ящике в 5 раз больше красных шаров, чем черных (шары одинаковы во всем за исключением цвета). Наугад выбирается один шар. Найти вероятность того, что он будет красным. 
Решение.
Пусть число черных шаров - x; 
тогда, число красных шаров - 5x. 
Следовательно, n = x + 5x = 6x, k = 5x; P(A) = 5x / 6x = 5/6.
 
Задача 12. В теннисном турнире участвуют 8 игроков. 
[image: img_2_2_1-27]
Номер, вытаскиваемый игроком наудачу, определяет его положение в турнирной лестнице: 
[image: img_2_2_1-28]
Предположим, что лучший игрок всегда побеждает второго по мастерству; который, в свою очередь, побеждает всех остальных. Проигрывающий в финале занимает второе место. Какова вероятность того, что это место займет второй по мастерству игрок? 
Решение.
Нетрудно понять, что все зависит от результатов жеребьевки второго по мастерству относительно номера лучшего игрока. Всего вариантов - 7, а благоприятных - 4 (они должны быть в разных подгруппах). Следовательно, Р (А) = 4/7.

5. Задачи для самостоятельного решения:
1. Из колоды в 36 карт наудачу вынимается одна. Какова вероятность того, что будет вынута пика или дама?
2. Известно, что на каждые 10 билетов приходится один выигрышный. Какова вероятность выигрыша, если имеется 50 билетов?

3. На полке стоят 15 книг, из них пять в переплете. Наудачу берут три книги. Найти вероятность того, что хотя бы одна из взятых книг в переплете.
4. Числа от 1 до 15 написаны на 15 мячах (по одному на каждом мяче). Выбирается наугад один мяч. Чему равна вероятность того, что число, написанное на этом мяче: а) делится на 5; б) четное; в) нечетное; г) является точным квадратом; д) является двузначным; е) является простым; ж) является простым и таково, что число, меньшее его на 2, также простое?
5. Бросаются одна за другой две игральные кости. Чему равна: а) вероятность не выпадения дубля; б) вероятность того, что число очков на одной кости в два раза больше числа очков на другой кости; в) сумма выпавших очков равна 8, а разность 4?
6.  В сумке лежат 10 мячей, пронумерованных от 1 до 10. Наугад вынимают два мяча. Какова вероятность, что это мячи с номерами 3 и 7?
7. В лифт 8-ми этажного дома на первом этаже вошли 5 человек. Предположим, что каждый из них с равной вероятностью может выйти на любом из этажей, начиная со второго. Найти вероятность того, что все пятеро выйдут на разных этажах. 
8. М друзей садятся рядом случайным образом за круглый стол. Найти вероятность того, что: а) два фиксированных лица А и В сядут рядом, причем А слева от В; б) три фиксированных лица А, В, С сядут рядом, причем А справа от В; а С слева; в) рассмотреть те же ситуации для случая, когда друзья садятся в ряд по одну сторону прямоугольного стола.
9. В отделе работают 6 мужчин и 4 женщины. По табельным номерам отобраны 7 человек. Найти вероятность того, что среди отобранных лиц окажутся 3 женщины.
10. Из партии, состоящей из 20 радиоприемников, случайным образом для проверки отбираются 3 приемника. Партия содержит 6 неисправных приемников. Какова вероятность того, что в число отобранных войдут: а) только неисправные приемники; б) только исправные приемники; в) один неисправный и два исправных приемника?
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