МОУ Армакская средняя общеобразовательная школа

Теорема Чевы.

                                                                                               Секция: Геометрия

                                                                              Выполнила: ученица 11 кл. 

                                                                                                   Олзоева Соёлма

                                                                          Руководитель: Абашеева Т. Б.

                                                                                                   учитель математики              

с. Армак

2008 г.

Структура.

1. Введение.

2 .Основная часть.

          а) Теорема Чевы.

          б) Применение теоремы Чевы.

          в) Теорема Чевы для тетраэдра.

3. Заключение.

4. Список  литературы.

5. Приложения.

1. Введение.

Актуальность. Хорошо известно, что выводы школьной геометрии находят широкое применение при решении самых разнообразных практических  задач. Знание геометрии необходимо всем кому  приходиться исследовать свойства различных фигур и тел. Геометрия изучает наш реальный мир.
Проблема. В данной работе я попыталась найти и научно обосновать способы доказательства  теоремы Чевы.
Объектом исследования выступает теорема Чевы.

Предметом исследования является способы доказательства теоремы и применение ее при решении задач.

Цель исследования: проанализировать теорему Чевы, ее применение при решении задач, провести аналогию для тетраэдра.

В основу исследования положена гипотеза: если вооружить учащихся знанием теоремы Чевы и умением применять ее при решении задач, то это будет способствовать  совершенствованию их умению решать более трудные задачи, включению учащихся в активную учебную деятельность.   

Задачи:

1. Изучить состояние проблемы в научной литературе и школьной программе.

2. Выявить теоретические положения для доказательства теоремы.

3. Проверить эффективность и целесообразность применения теоремы при решении задач.

4. Провести аналогию для тетраэдра.

Для решения поставленных задач  использовались следующие методы исследования:
1. эмпирические: изучение исторической, публицистической, математической литературы;  

2. теоретические: моделирование, абстрагирование, сравнение, аналогия, классификация и систематизация; 3. метод проектов.

Научная новизна исследования состоит в том, что в нем проблема доказательства теоремы Чевы решается разными способами.

Теоретическая значимость: исследование заключается в разработке теоретической модели  применения теоремы при решении задач.

Практическая значимость исследования состоит в разработке  методического изучения  применения  теоремы при решении задач. Результаты исследования могут быть использованы  при составлении учебно-методических пособий для учителей и  учащихся.  

Содержание работы.

Моя работа посвящена некоторым замечательным точкам треугольника. Поясним  сначала смысл выражения «замечательные точки треугольника». Все мы знаем, что биссектрисы внутренних углов треугольника пересекаются в одной точке – центре вписанной в этот треугольник окружности. Точно также в одной точке пересекаются медианы, высоты треугольника, серединные перпендикуляры к его сторонам. Точка пересечения биссектрис является второй по счету из открытых человечеством замечательных точек треугольника. Первенство держит здесь, несомненно, центороид. Количество замечательных точек перевалило за 1000, каждая из них  связана с пересечением  соответствующей тройки чевиан и может быть по - своему интересной. Здесь открывается поистине неограниченный простор  для деятельности, причем многие точки не только ждут своего исследователя, скорее всего «первооткрывателя». 

Во введении обоснована актуальность исследования, определены проблема, объект, предмет, конкретные задачи и гипотеза исследования. Раскрыты новизна, теоретическая и практическая  значимость работы, этапы и  методы исследования. 

В основной части дана историческая справка, сформулирована  и доказана теорема Чевы, решены задачи с помощью теоремы Чевы, проведена аналогия теоремы Чевы  для тетраэдра.   

 В ходе теоретического и практического исследований  в соответствии с целью и задачами получены следующие основные выводы и результаты:

 изучение «теоремы Чевы» и ее  применение - повышают эффективность обучения решения задач;  в  решении задач  успех обеспечивается умением осуществлять различные виды анализа: элементный, комплексный, предвосхищающий; формируют пространственное мышление; развивают логическое мышление, интуицию и творческую способность. 

 Все это дает основание считать, что поставленные задачи исследования решены. 

Рецензия

на творческую работу ученицы 11 класса Армакской СОШ Олзоевой Соелмы

на тему «Теорема Чевы».

Знания математики – неотъемлемая часть обшей  системы ориентации в окружающем мире.

В условиях современной цивилизации практически каждому человеку приходится постоянно проводить элементарные подсчеты, делать оценки и прикидки, прокладывать транспортные маршруты, читать графики и диаграммы, осмысливать статистические данные и т. п..

Математическое образование - это единственное прошедшее испытание временем средство интеллектуального развития в условиях неизбежно массового обучения.

Математика обладает колоссальным воспитательным потенциалом: воспитывается интеллектуальная честность, критичность мышления, искусство дискуссии, способность к длительным размышлениям и творчеству.

А геометрия – важный элемент человеческой культуры  с многовековой историей.

Чтобы геометрия для учащихся превратилась из непонятного и скучного предмета в доступную и интересную науку, надо проследить развитие человеческой культуры на исторических примерах. 

Соелма грамотно и целенаправленно работает над темой.

 Ученица использует нестандартные элементы и понимает, что большинство красивых математических задач решается несколькими способами и что можно получить простор для творчества.

Все доказательства, решения, приводимые ученицей лаконичны и легко объясняемы.

Можно заметить, что доказательства теоремы, решения задач, полученные ученицей самостоятельно, запомнятся гораздо лучше и пригодятся для дальнейшей учебы. 

                                                                                         Руководитель: 

2. Основная часть.

а) ТЕОРЕМА ЧЕВЫ.
Эту замечательную теорему доказал в XVII в. итальянский инженер - гидравлик и математик Джованни Чева. Джованни  Чева родился в 1648 году, был экономистом. Носящее его имя теорема содержится в  опубликованной им в 1678 г. работе «о прямых линиях», которая содержит доказательство  одной из важнейших теорем элементарной геометрии. Основной заслугой Чевы является построение учения о секущих, которое положило начало новой синтетической геометрии: оно изложено в сочинении «о взаимодействующих прямых».

 
Ученый заинтересовался следующим вопросом.

Представим себе, что на сторонах ВС, СА и  АВ треугольника АВС выбраны соответственно точки А, В, С. Можно ли, не производя никаких построений  и измерений внутри треугольника (считая, например, что внутри треугольника АВС – лес или болото), а лишь по результатам измерений на контуре треугольника решить , проходят ли три прямые АА, ВВ, СС через одну точку?  Ответ на этот вопрос дает обратная теорема Чевы.

 Теорема (прямая)

Если прямые соединяющие вершины треугольника АВС с т. О, лежащей в плоскости треугольника, пересекают противоположные стороны треугольника или их продолжение в точках А ,В ,С, то справедливо равенство

                   АВ       ВС        СА    

                      ―   •    ―    •    ―      = 1.                                                                (1)

                  АС        ВА        СВ                   (рис.1)                                          

Отрезки прямых АА, ВВ, СС  -  «чевианы» - названы по имени автора теоремы.

Так медианы, высоты, биссектрисы треугольника   – примеры чевиан.

Равенство Чевы можно записывать начиная с любой вершины треугольника в любом направлении.

 Справедлива и обратная теорема Чевы:

 «…….если выполняется тождество (1) ,то прямые АА, ВВ, СС  пересекаются в одной точке».

 Доказательство  (рис.2)

Предположим сначала,  что прямые АА, ВВ, СС пересекаются в точке О.

Пусть Р и Q -  основание  перпендикуляров,  проведенных из точек А и В  на прямую ОС,  тогда         АС : ВС = АР :ВQ =S ∆ АОС : S ∆ ВОС   

Аналогично  ВА : СА =  S ∆ ВОА  : S ∆ СОА и СВ : АВ = S ∆ СОВ : S ∆ АОВ
 Перемножив три последних равенства получим, что произведение отношений, стоящих в их левых частях, равно 1.

Докажем обратное. Пусть 

АС      ВА       СВ

―     •     ―    •    ―     = 1 .     

ВС1     СА1       АВ1
О – точка пересечения отрезков АА, ВВ  и С' – точка пересечения прямых СО и АВ, тогда   получим, что    АС :  ВС = АС′  : ВС′  

Из последнего равенства легко вывести что, точки С  и С′  совпадают т.е. прямая СС проходит через точку пересечения прямых   АА и  ВВ. Теорема доказана.

Красивое доказательство этой теореме Чевы  с помощью векторов приведено в школьном учебнике Л. С. Атанасяна   «Геометрия 7-9». 

б) ПРИМЕНЕНИЕ ТЕОРЕМЫ ЧЕВЫ.

ЗАДАЧА 1.  (рис.3)

Докажите теорему: биссектрисы треугольника пересекаются в одной точке.                 Доказательство.  Достаточно доказать, что  

                              AL3      BL1     CL2
                                ― •     ―  •  ―  = 1

                               L3B     L1C        L2A
Тогда по теореме Чевы АL , ВL2, CL3 пересекаются в одной точке.

По свойству биссектрис треугольника:

                          AL3      AC        BL1          AB         CL2     BC
                          ― =      ―  ;      ―  =      ―  ;        ― =   ―    ;

                          L3B       BC       L1C          AC         L2A       BA

Перемножая, почленно полученные равенства получаем 

AL3        BL1          CL2          CA        AB        BC
 ―    •     ―     •     ―    =     ―    •    ―    •     ―    = 1

L3B          L1C          L2A          CB        AC        BA

Итак, для биссектрис треугольника равенство Чевы выполняется, следовательно, они пересекаются в одной точке. Теорема доказана.

  ЗАДАЧА 2.    (рис 4)

1 способ.
Докажите теорему: высоты остроугольного треугольника пересекаются в одной точке.

Доказательство.

Пусть АН, АН2, АН3  – высоты треугольника  АВС со сторонами а,в,с. Из прямоугольных треугольников АВН2 , ВСН2  по теореме Пифагора выразим , соответственно ,квадрат общего катета ВН2 ,обозначив АН2 = х, СН2  =в – х. 

(ВН2)² = с² - х²    и (ВН2)² = а²  - (в – х)²

Приравнивая правые части полученных равенств, получаем 

с² -  х² = а²  -  (в  - х)²

откуда 

                    с²  - а²   +   в²

          х = -----------------------

                               2в                                    

Тогда                                                с² -а² +  в²                      в²  -с²    + а²

                                      в –х =в -   -------------------   =     ----------------------    .

                                                               2в                                    2в

Итак ,                       с² -а²   +  в²                                    а²  -с²   + в²

                      АН2 =-------------------,                  СН2 =------------------

                                       2в                                                  2в

Аналогично рассуждая для прямоугольных треугольников АСН3 и ВСН3, ВАН1  и САН1, получим 

                в² - а² + с²                                               а² -в² + с²

АН3 =---------------------,                      ВН3 =------------------------------  и

                          2с                                                        2с

                 с² - в² + а²                                              в²   -с² +а²

ВН = -----------------------,                   СН =-----------------------------.

                         2а                                                        2а 

Для доказательства теоремы достаточно показать, что 

АН3        ВН1       СН2
―     •     ―   •      ―      = 1       

Н3В        НС       Н2А   

Тогда по теореме Чевы (обратной) отрезки   АН, ВН2, СН3   пересекаются в одной точке. Подставив левую часть равенства  выражения длин отрезков АН3, ВН3, ВН, СН, СН2 и АН2 через а, в, с, убеждаемся, что равенство Чевы для высот треугольника выполняется. Теорема доказана.

Способ 2 

Пусть АН, ВН2 иСН3 – высоты треугольника АВС. Тогда 

АН3          ВН        СН2                     АСcos A      AB cos B       BC cos C
―     •        ―     •   ―              =     -------------- • ------------  • ----------   =   1

BH3           CH       AH2                  BC cosB         AC cos C        AB cos A

и, следовательно, высоты треугольника пересекаются в одной точке.

ЗАДАЧА 3. (рис.5)

Докажем теорему:

если в треугольник вписана окружность, то отрезки, соединяющие вершины треугольника с точками касания  противоположных сторон, пересекаются в одной точке.

Доказательство: пусть А1, В1 и С1 – точки касания вписанной окружности ∆АВС. Для того, чтобы доказать, что отрезки АА1, ВВ1 и СС1 пересекаются в одной точке, достаточно показать, что выполняется равенство Чевы:

АС        ВА      СВ

―     •    ―   •      ―  =1

СВ        АС      ВА

Используя свойство касательных проведенных к окружности из одной точки, введем обозначения: ВС  =ВА =х, СА =СВ =у ,АВ =АС =z         

АС       ВА        СВ        z          x         y
 ―    •    ―     •     ―   =    ―  •     ―  •   ―   = 1

СВ        АС        ВА        x          y        z
Равенство Чевы выполняется, значит, указанные отрезки (биссектрисы треугольника) пересекаются в одной точке. Эту точку называют точкой Жергона. Теорема доказана.

Задача 4 (рис. 6)

Докажем теорему:

медианы треугольника пересекаются в одной точке; точка пересечения делит каждую из них  в отношении 2:1, считая от вершины.

Доказательство.

 1. Пусть АМ, ВМ2, СМ3 - медианы треугольника АВС. Чтобы доказать, что эти отрезки пересекаются в одной точке, достаточно показать, что 

                          АМ3       ВМ       СМ2

 ―     •
   ―      •   ―      =1


М3В     МС         М2А

Тогда по теореме Чевы (обратной) отрезки АМ, ВМ2  и СМ3  пересекаются в одной точке. Имеем:

               АМ3    ВМ     СМ2
   1      1       1

      ―   •   ―     •  ―    =  ― •  ― •    ― = 1.

               М3В    МС     М2А      1       1        1

Итак, доказано, медианы треугольника пересекаются в одной точке.

2.  Пусть О - точка пересечения медиан. Прямая М3С  пересекает две стороны  треугольника  АВМ2  и  продолжение третьей стороны  этого треугольника. По теореме Менелая

                 АМ3     ВО       М2С

                   ―   •  ―    •     ―   = 1


 М3В     ОМ2      СА

или

              1       ВО       1                ВО          2 


   ― •  ―    •  ―  = 1 →    ―
   =     ―


1    ОМ2     2                ОМ2         1 

Рассматривая теорему Менелая  для треугольника АМ1С и  АМ3С,  мы получаем, что                                                                        АО          2       СО          2
 ―    =  ― ,      ―     =   ―
 ОМ      1,      ОМ3        1   .  Теорема доказана.

в) ТЕОРЕМА ЧЕВЫ ДЛЯ ТЕТРАЭДРА.

         Геометрия тетраэдра не менее богата и интересна, чем геометрия его плоского собрата треугольника: многие свойства тетраэдра аналогичны некоторым свойствам треугольника. 

        Сделаем обобщение теоремы Чевы для наиболее простой пространственной фигуры  - тетраэдра или треугольной пирамиды.

         По аналогии с треугольником для тетраэдра можно ввести понятие чевианы тетраэдра.

        ЧТ (чевианами тетраэдра) условимся называть пересекающиеся в одной точке наклонные из вершин тетраэдра к противолежащим граням.

    Необходимым и достаточным условием пересечения наклонных тетраэдра  в одной точке является сходимость на ребрах  (то есть пересечение в одной точке общего ребра граней) чевиан граней (рис.7), причем наборов чевиан граней, сходящихся на ребрах, бесчисленное множество и каждому набору отвечает четверка «чевиан тетраэдра».  

         Теорема Чевы для тетраэдра (прямая).
Для любого тетраэдра существует бесконечное множество наборов чевиан граней, сходящихся на ребрах. Наклонные из вершин тетраэдра к точкам пересечения этих чевиан пересекаются в одной точке. 

Доказательство:

     В произвольном тетраэдре АВСD (рис.7) проведем чевианы грани ВСD через произвольно выбранную точку  внутри грани.

    1. Основания чевиан Е, М , N  соединим с точкой А.  Получим отрезки АМ, АN и АЕ.

    2. Через некоторую точку 1 на отрезке АN проведем чевианы АN, ВG  и СР грани АВС.

Точку G соединим с вершиной D и через полученную точку 3 (пересечение АМ и DG) проведем СL.

    3. Таким образом произвольный выбор точки 4 на грани ВСD  и затем точки 1 на чевиане АN определил положение оснований наклонных – чевиан тетраэдра – на трех гранях: ВСD. АВС и АDC. Кроме того, однозначно определено положение точек Е, L, Р на четвертой грани. Очевидно, если отрезки АЕ, ВL и DP пересекаются в одной точке, первую часть теоремы  можно считать доказанной.

   4. Докажем, что названные отрезки АЕ, ВL  и DP  являются чевианами грани АВD.

     1) Согласно теореме Чевы справедливы следующие равенства:

СN •  ВЕ • DM 

-------------------  = 1, (грань ВСD )                После перемножения:

ВN •  DE • CM
ВN • CG • AG                                                                 BE • DP • AP

-----------------    = 1,  (грань АВС )                     →     —――———  = 1.         (2) 

CN • AG • BP                                                                  DE • AL • BP

 CM • DL • AG
——————  = 1  (грань АDC )

DM • AL • CG 

2) Учитывая  (2), в соответствии с обратной теоремой Чевы отрезки АЕ, В L  и DP пересекаются в одной точке.

  5. Так как точка 4 выбрана произвольно, доказанное справедливо для любой  (внутренней) точки тетраэдра. Следовательно, существует бесконечное множество наборов чевиан граней, сходящихся на ребрах. Первая часть теоремы доказана.

              Обратная теорема.

Если наклонные из вершин тетраэдра к основаниям противолежащих граней пересекаются в одной точке, то чевианы граней, проведенные через основание наклонных, сходятся на ребрах тетраэдра.

Докажем, что А4, В3, С2, D1  пересекаются в одной точке.

1) рассмотрим сечения пирамиды, образованные в ходе построений. В частности, сечения AND, АВM, АСЕ – пересечения тетраэдра с плоскостями, проходящими через ребра тетраэдра, сходящиеся в вершине А и чевианы противоположных граней. Аналогичные сечения показаны на рисунке для других вершин тетраэдра.

2) Отрезки D1 и В3 принадлежат одной плоскости и не параллельны, следовательно, они пересекаются: 

 (D1  €  BGD,  B3 € BGD, D≠ B3)  → D1 • B3. Но поскольку прямые принадлежат плоскостям АВМ  и АДN, можно утверждать, что точка О  пересечения прямых  D1    и   B3 принадлежит пересечению названных плоскостей  - прямой А4. (D1 • B3 ) € ( ABM  ∩ AND ) =A4 → В3  и  D1 пересекаются в некоторой точке О на прямойА4.

3) В силу симметрии  через точку О проходит и четвертая наклонная С2.

Теорема доказана  для внутренних точек тетраэдра.

3. Заключение.

Теорема Чевы позволила нам обнаружить глубоко скрытое общее содержание в таких важнейших теоремах элементарной геометрии, как теорема о трех высотах, медианах и биссектрисах треугольника. Соотношение Чевы позволило дать такое доказательство для всех теорем, которые исходили из общих для них проективных истоков. Мы при доказательстве теоремы и решений задач взяли общее «ядро», а именно факт пересечения каждой из этих прямых в одной точке.

Работа над темой доставила мне удовольствие и послужило мне стимулом для исследовательской работы математических закономерностей. Я научилась мыслить и рассуждать самостоятельно, получила дополнительную мотивацию к изучению предмета.

Мне было приятно решать красивые геометрические задачи, которые являются «изюминками» математики. В прошлом году я разбирала теорему Морлея, в которой рассматривала свойства триссектрис треугольника.

Геометрия начинается с треугольника. Вот уже два с половиной тысячелетия  треугольник является как бы символом геометрии: но он не только символ, треугольник – атом геометрии.

Треугольник неисчерпаем – постоянно открывается его новое свойство , чтобы рассказать о всех известных его свойствах, необходим том, сравнимый по объему с томом Большой энциклопедии . 

В будущем году я продолжу исследования  дальше, хочу рассмотреть другие замечательные точки  треугольника, а конкретно прямую Эйлера и окружность девяти точек.
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5. Приложения.
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