Муниципальное образовательное учреждение
1-Сибирцевскач средняя общеобразовательная школа

Венгеровского района Новосибирской области

Метод математической индукции

                                                           Выполнила:     Филина Анастасия,                        

                                                                                     ученица 10 класса

                                                           Руководитель: Петрунина Вера Андреевна,     

                                                                                     учитель математики и                 

                                                                                     информатики
с 1-Сибирцево 2009 год
Метод математической индукции мы находим в теории чисел. На заре  теории чисел математики открыли многие факты индуктивным путем:          Л. Эйлер и К. Гаусс рассматривали подчас тысячи примеров, прежде чем подметить числовую закономерность и поверить в нее. Но одновременно они понимали, сколь обманчивыми могут быть гипотезы, прошедшие «конечную» проверку. Для индуктивного перехода от утверждения, проверенного для конечного  подмножества, к аналогичному утверждению для всего бесконечного множества необходимо доказательство. Такой способ  предложили Б.Паскаль и Я.Бернулли. Теперь он носит название метода математической индукции. Паскаль нашел общий алгоритм для нахождения признаков делимости любого целого числа на любое другое целое число (трактат «О характере делимости чисел»), способ вычисления биномиальных коэффициентов, сформулировал ряд основных положений элементарной теории вероятностей. В этих работах Паскаль впервые точно определил и применил для доказательства метод математической индукции.
Математическая индукция – в математике – один из методов доказательства. Используется, для того, чтобы доказать истинность некоторого  утверждения для всех натуральных чисел. Для этого проверяется истинность утверждения с номером 1 – база индукции, а затем доказывается, что если верно утверждение с номером k , то верно и следующее утверждение с номером  k+1 - шаг индукции, или индукционный переход.
Наглядно доказательство по индукции может быть представлено в виде так называемого эффекта домино. 
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Пусть какое-нибудь число косточек домино выставлено в ряд таким образом, что каждая косточка, падая, обязательно опрокидывает следующую за ней косточку (в этом заключается индукционный переход).
Если мы толкнем первую косточку (база индукции), то в ряду  все косточки упадут. 
Предположим, что требуется установить справедливость бесконечной последовательности утверждений, занумерованных натуральными числами P1, P2…, Pk ,  Pk+1,…
Допустим, что установлено, что P1 верно. (Это утверждение называется базой индукции.) Для любого  доказано, что если верно Pk, то верно P k+1. (Это утверждение называется индукционным переходом.) Тогда все утверждения этой последовательности верны. 
Так как же понимать метод математической индукции?                                             
Пусть требуется доказать некоторое свойство (это может быть формула, тождество, неравенство, утверждение и т.д.), зависящее от натурального числа  n. Если:

1)  это свойство имеет место для некоторого натурального числа  n0 ,

2)  из условия справедливости этого свойства  при  n = k  следует его

справедливость при  n = k + 1  для любого  k 
то тогда это свойство имеет место для любого натурального  n [image: image1.png]


n0
П р и м е р .   Доказать, что  1 + 3 + 5 + ... + ( 2n – 1 ) = n 2 .

Для доказательства применим метод математической индукции.

Очевидно, что при  n = 1 данное равенство справедливо. Предположим,

что оно справедливо при некотором  k , т.е. имеет место

1 + 3 + 5 + ... + ( 2k – 1 ) = k 2 .

Докажем, что тогда оно имеет место и при  k + 1 . Рассмотрим

соответствующую сумму при  n = k + 1 :

1 + 3 + 5 + ... + ( 2k – 1 ) + ( 2k + 1 ) = k 2 + ( 2k + 1 ) = ( k  + 1 ) 2 .

Таким образом, из условия, что это равенство справедливо при

k  вытекает, что оно справедливо и при  k + 1, значит оно справедливо

при любом натуральном  n, что и требовалось доказать.
Ханойские башни.
Есть три стержня и k колец разного размера. Класть можно только кольцо меньшего размера на кольцо большего размера. Можно ли переместить пирамидку с одного стрежня на другой? Можно или нельзя?
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· Пирамидку, в которой только одно кольцо k = 1, переместить можно (очевидно). 

· Предположим, что мы умеем перемещать пирамидки с числом колец             k ≤ K
· Попробуем научиться перемещать пирамидку с k = N + 1 . Пирамидку из N колец, лежащих на самом большом N + 1-м кольце, мы можем согласно предположению переместить на любой стержень. Сделаем это, переместим её на третий стержень. Неподвижное N+ 1-е кольцо не будет нам мешать провести алгоритм перемещения, так как оно самое большое. После перемещения N колец переместим оставшееся N + 1-е кольцо на второй стержень. Мы можем это сделать, так как второй стержень пустой. Теперь обратим внимание, на то, что второй стержень не пустой, не мешает нам класть на него любые кольца, так как имеющееся на нём кольцо самое большое (любое кольцо можно положить на большее, а значит и самое большое по условию задачи).  И затем опять применим известный нам по предположению алгоритм перемещения N колец и переместим их на второй стержень, стержень с лежащим внизу N + 1-м кольцом. Таким образом, если мы умеем перемещать пирамидки с N кольцами, то умеем перемещать пирамидки и с N + 1 кольцом. 

· Следовательно утверждение верно для всех случаев, то есть для всех k. 

Заметим, что всё решение было разбито на четыре этапа:

1. [БАЗА] Показываем, что доказываемое утверждение верно для некоторых простейших частных случаев (в нашей задачке это был случай k = 1) 

2. [ПРЕДПОЛОЖЕНИЕ] Предполагаем, что утверждение доказано для первых Nслучаев. 

3. [ШАГ] В этом предположении доказываем утверждение для случая     k = N + 1. 

4. [ВЫВОД] Утверждение верно для всех случаев, то есть для всех k. 


Решение задач по данной схеме и называется методом математической индукции.                                                                                                                  Ясно, что методом математической индукции можно решать не все задачи, а только задачи, параметризованные некоторой переменной. Эта переменная называется переменной индукции.                                                                        В задаче «Ханойские башни» роль переменной индукции играло количество колец в пирамидке.

Найдите ошибку в доказательстве
Утверждение 1. У всех людей глаза одинакового цвета.

Доказательство. Докажем, что в компании из n людей у всех глаза одинакового цвета. При n = 1 утверждение очевидно.

Предположим, что оно верно при n = k. Докажем, что тогда оно верно и для  n = k + 1. Итак, пусть перед нами k + 1 человек. Перенумеруем их: первый, второй, третий, …, k-й, (k + 1)-й. По предположению, у любых k из этих людей глаза одинакового цвета. Значит, у первого, второго, …, k-го — глаза одинакового цвета.                                                                                         Возьмём теперь другую группу из k человек: второй, третий, …, k-й, (k + 1)-й. У них тоже глаза одинакового цвета. В обоих группах присутствовал второй человек. Значит у всех них глаза того же цвета, как и у второго, то есть у всех одинаковые.
Ошибка заключается в следующем:

 делая переход от  n = k  к  n = k + 1  мы предполагали, что множества [image: image3.png]


и [image: image4.png]


 пересекаются, так как оба содержат 2-й элемент. Но это значит, что [image: image5.png]


.

Следовательно, базой индукции.
должен был быть случай n = 2, а не n = 1, как в нашем доказательстве.
Поспешное обобщение, т. е. обобщение без достаточных на то оснований, — обычная ошибка в индуктивных рассуждениях
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