                 Как разрезать пирог 

          (математические задачи о 

                                    нематематических  объектах)                              

                                                   Ни тридцать лет, ни тридцать

                                           столетий не оказывают ни

                                           какого влияния на явность или 

                                           красоту геометрических истин.

                                                        Льюис Кэрролл

                                                                 (Чарльз Доджсон)

   Среди классических задач на построение особняком находятся задачи на разрезание. В чем же их особенность? Дело в том, что наряду с элементами задач на построение, в задачах на разрезание основная проблема состоит в том, чтобы не только построить при помощи циркуля или линейки необходимую линию разреза, но и доказать возможность или не возможность требуемого разрезания.

Задачи на разрезание известны человечеству с древнейших времен, так как зачастую они связаны с жизненной практикой. Приведем примеры классических задач разных народов и разных эпох на разрезание.

    Задача №1. Древние греки на хлебах чертили крест, считая его символом жизни. Женщины, которые пекли хлеб, могли разрезать хлеб специальным образом. Видимо в древние времена подобные разрезания имели магический смысл. Рассмотрим две древнегреческие задачи о кресте:
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     1. Разрезать крест на 4 части и сложить из получившихся частей квадрат. Из точки А в точку В проведем отрезок (а), затем проведем отрезок DC перпендикулярный АВ. Итак, крест разделился на 4 части. Отрезок а является стороной квадрата. Фигуры, имеющие общую сторону  а пере- ворачиваем и располагаем так, чтобы получились 3 стороны квадрата. Остальные фигуры располагаем так, чтобы получилась последняя сторона квадрата.

  2. Крест, составленный из 5 квадратов, требуется разрезать на такие части, из которых можно было бы составить один квадрат.
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От крайнего квадрата АСС`D` разрезается прямоугольный треугольник АВС так, чтобы АВ > ВС в 2 раза. Вершины этого треугольника В и С совмещаем с точками B` и C` соответственно. Аналогично и все крайние квадраты.

Задача № 2. (о разделении шахматной доски)

В  старинной индийской легенде о четырех алмазах рассказывается о  восточном  властелине.  Он  был  искусным   шахматистом   и   за   всю  жизнь  проиграл лишь 4 раза.  В честь мудрецов-победителей  властелин приказал инкрустировать    алмазами  4  поля  доски,  на     которых   его король   получил   мат. После смерти властелина, его сын решил  отомстить мудрецам  за  их    победу  и   приказал    им  под  страхом смерти разделить шахматную доску с алмазами на 4 одинаковых части с одним алмазом в каждой. Мудрецы  выполнили  требование,  разрезав  доску  только  по границам между вертикалями и горизонталями доски. Однако жестокий деспот не выполнил своего обещания и казнил мудрецов, использовав полученную часть доски с алмазами.                                         
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Задача Абу-л-Вафы (крупнейший математик и астроном средневекового востока, написал много оригинальных  сочинений,  в  том  числе  у  него  есть «книга о том,  что необходимо ремесленнику из геометрических построений»)

В этой книге мы нашли несложную, но привлекательную задачу. 

Два  из  трех  равных  квадратов,  разрезать  на  8 частей  так,  чтобы  из  них  и  третьего  равного  им квадрата   можно   было   составить  квадрат.
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  Задачи на разрезание известны и тем, что математические задачи связаны с совсем не математическими объектами. Так и в нашей работе. Объекты у нас совсем не математические, а вот решение (никто этого не сможет отрицать) чисто математическое.

А теперь задача — легенда о ногайской ханше.

Давным — давно в степи правила ханша Бике, муж ее умер. Был у нее сын, которому она хотела передать свое родовое селение Култай (ныне Кунбатар). Но вот беда — сын был непутевый. Вот и решила Бике его женить, но невесту подобрать ему умную, красивую да еще, чтобы не только умом и красотой выделялась, но и умелыми руками. И повелела всем девушкам на выданье придти к ханской юрте с изготовленными своими руками войлочным ковром (кийгиз) размером 9 единиц ширины на 4 единиц длины. Когда же невесты собрались, то получили задание — разрезать прямоугольный ковер таким образом, чтобы из полученных частей сложить квадратный ковер.
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И   та,  что  выполнила  задание,  и  стала  женой молодого  хана.  Ни  ханша,  ни  ее  сын  никогда  не  пожалели о  своем  выборе.

         Еще  одна  классическая  задача  на  разрезание: 

Даны  2  квадрата,  один  размером  больше  другого. Нужно  разрезать  их  так,  чтобы  из полученных  частей можно  было сложить  квадрат.
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При помощи задач на разрезание можно разрешить бытовые проблемы, как, например, в задаче о коврике.

У одной хозяйки был прямоугольный коврик размером 120 на 90 см. два противоположных угла его истрепались, пришлось их отрезать. Но хозяйке все же хотелось иметь коврик в той форме прямоугольника. Она поручила мастеру разрезать его на такие две части, чтобы из них можно было сшить прямоугольник, не теряя, конечно, ни кусочка материи. Мастер исполнил желание хозяйки. А сделал он это так:

Для выполнения заказа мастер разрезал коврик по диагонали «елочкой», тогда коврик разделился на две части А и В. Если вынуть А из В, передвинуть ее на один зуб в право и вдвинуть ее обратно, то получится прямоугольник и даже квадрат.

                                                                               с)
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                  Задача о скорняке и меховой заплате:

Скорняку нужно было наложить на мех заплату в   виде прямоугольной    трапеции.   Он     выкроил   заплату   нужной 

формы, но по ошибке не той стороной. Можно ли исправить дело, пользуясь тем же куском меха?

     B                                         C                   A      H                                      C



      A       N    H                                      D                        N      H                                         D

Как это ни странно, но можно. Для этого эту прямоугольную трапецию надо разделить на части, имеющие оси симметрии и перевернуть их. Получим такую же трапецию, но уже мехом вверх. И что удивительно, для этого нужно сделать всего один надрез. Отпустим высоту ВН и сделаем разрез по медиане НМ прямоугольного треугольника АВЕ (НМ=АМ=МВ). Теперь фигуру повернем НМВСD вокруг оси МК, а треугольник АМН вокруг оси МN.

Задача о портном, которому, нужно имея кусок ткани формой произвольного треугольника, разрезать его на три части и сложить из них прямоугольник. В руках у портного только ножницы.
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       А теперь перейдем к главному объекту наших разрезаний — к пирогу.

     Задача № 1. Пирог имеет форму правильного n-угольника,

вписанного в  окружность  радиуса  1.  Из  середины  каждой стороны  проведены  прямолинейные  разрезы  длины 1. Доказать,  что  при этом  от  пирога  всегда  будет  отрезан какой - нибудь  кусок.






На рисунке легко видеть, что если О-центр пирога, K и L середины сторон АВ и ВС, то окружность, построенная на ВО, как на диаметре, проходит через К и L. Пусть Р — точка, в которой пересекаются разрезы (или их продолжения), проведенные из точек К и L. Если точка Р лежит внутри круга ОКВL, то КР<BO=1, LР<1, так что в точке Р пересекаются не продолжения, а сами разрезы, и от пирога, таким образом, отрезан кусок KPLB. Пусть теперь Р лежит вне круга. Тогда  KPL<KOL, откуда  OKP<OLP, то есть a<b. Остается заменить, что, так как точки K, L, M... идут по кругу, то не могут  одновременно   выполнять    неравенства 

a<b, b<c, ..., d<a. Это значит, что хотя бы один кусок будет отрезан.

Задача № 2. можно ли разрезать квадратный пирог на 9 равновеликих частей таким образом: выбрать внутри квадрата две точки и соединить каждую из них прямолинейными разрезами со всеми четырьмя вершинами квадрата?


Нельзя, потому что суммарная 

часть пяти частей равна 0,5 

(то есть отлична от 5/9).

Задача № 3. круглый пирог режут таким образом. Вырезают сектор с углом (а), переворачивают его на другую сторону, а затем весь пирог поворачивают на угол (b). дано, что b<a<180. Доказать, что после некоторого конечного числа таких операций каждая точка пирога будет находиться на своем первоначальном месте.








На рисунке показан путь некоторой точки пирога после нескольких операций. Из него видно, что через некоторое время эта точка займет место, симметричное относительно OL тому, которое она занимала в начале, отсюда же трудно получить нужный результат.

Задача № 4.  Квадратный пирог разрезают по прямой на две части. Одну из этих частей снова разрезают по прямой на две части. Один из полученных трех кусков разрезают на две части и так далее. Какое наименьшее число разрезов нужно сделать, чтобы получить 73 тридцатиугольника?


Получится 1970 разрезов. Сумма углов квадрата = 2П и  легко сообразить, каждый разрез увеличивает общую сумму углов всех частей на 2П. Таким образом, после k разрезов получится (k+1) многоугольников, а сумма углов будет равна  2П(k+1). У всех тридцатиугольников сумма углов составляет 73*28П. Остальные многоугольники, число которых равно (k+1)-73, имеют сумму углов не меньшую чем (k-72)П. Отсюда получаем:

73*28П + (k+72)П < 2П(k+1), откуда k > 73*27-1=1970. Легко видеть, что эта оценка точна!

И напоследок несложный математический парадокс.

Испекли квадратный пирог размером 40см*40см. Его площадь, естественно, равна 1600 кв. см. как ни странно, этот пирог можно разделить на части так, чтобы из этих частей может получится прямоугольный пирог размером 65см*25см. Нетрудно посчитать, что его площадь равна 1625 кв. см. откуда взялись лишние 25 кв. см.?

     2,5                 1,5                                   2,5                     4,0 

 
                 2,5

На самом деле лишних 25 кв. см. нет, все дело в том, что диагональ полученного прямоугольника представляет собой не отрезок прямой, а узкий прямоугольник площадью 25 кв. см.
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