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Введение

         Квадратный трёхчлен с полным правом можно назвать основной из функций, изучаемых в школьном курсе математики. Если не считать самой простой функции – линейной, то это единственная функция, для которой в школьном курсе могут быть достаточно строго доказаны основные свойства, составляющие содержание теории и необходимые для решения задач.

        Такое особое положение квадратного трёхчлена отражается и на содержании выпускных, вступительных экзаменов в вузы – и на письменных, и на устных экзаменах предлагается большое число разнообразных задач различной сложности, решаемых с помощью свойств квадратного трёхчлена. Поэтому безукоризненное знание свойств квадратного трёхчлена, умение применять эти свойства для решения задач фактически требуется от каждого выпускника, поступающего.

       В то же время в школьном курсе рассматриваются лишь самые простые, непосредственные применения свойств квадратного трёхчлена в стандартных ситуациях – таких, как решение квадратных уравнений и неравенств, нахождение условий существования решений, определение знаков корней, отыскание наибольшего и наименьшего значения квадратного трёхчлена  и т.п. Эти задачи решаются, как правило, в один шаг и поэтому не дают учащимся возможности эффективно применять свои знания для решения задач несколько более сложных, а иногда и совсем простых, но сформулированный непривычным образом.

       Для активного использования свойств квадратного трёхчлена, помимо обычных школьных навыков – таких, как решение квадратных уравнений и неравенств, выделение полного квадрата, построение графиков, применение теоремы Виета и её обратной для устного решения уравнений, нахождения суммы и произведения корней, составления уравнения по его корням – следует научиться:

1. Видеть квадратный трёхчлен во всех его разнообразных формах и уметь использовать его свойства для решения задач, внешне не связанных с квадратным трёхчленом;

2. Владеть геометрической интерпретацией задач, связанных с квадратным трёхчленом, - в частности, уметь строить не только график конкретного трёхчлена, но и трёхчлена «общего вида», обладающего определёнными заданными свойствами;

3. Уметь исследовать квадратный трёхчлен не только на всей числовой прямой, но и на конкретном числовом множестве – как правило, конечном или бесконечном промежутке, и в частности, уметь связывать вопросы о расположении корней трёхчлена со знаками его значений.

     Мы рассматриваем в этой книге ряд свойств квадратного трёхчлена, не изучающихся в школьном курсе, но непосредственно  к ним примыкающих и которые,  в основном, легко доказываются на основе стандартных школьных знаний. Среди этих свойств самые главные – это многочисленные необходимые  и достаточные условия для того или иного расположения корней трёхчлена, для сохранения знака трёхчлена на некотором промежутке, для  определённой связи между двумя заданными квадратными трёхчленами и т.п.

       В то же время совокупность этих свойств не следует  рассматривать как некоторую «расширенную теорию» квадратного трёхчлена, которую надо запомнить и в каждой задаче извлекать из памяти нужную теорему. Напротив, мы показываем, что именно при стремлении получить возможно более простое решение конкретной задачи, в частности, чтобы избежать вычислительных трудностей, естественно ставить более общие вопросы и получать при этом новые свойства квадратного трёхчлена – для применения на практике, а не для обогащения теории.

      Другими словами, мы не строим теорию, а показываем некоторый общий подход, с помощью которого учащийся, владеющий «азбукой» квадратного трехчлена, сам может при необходимости получить и доказать соответствующую теорему.
        Составив логико-смысловую модель «Квадратный трехчлен», мы определили план изучения данной темы.

ЛСМ «Квадратный трехчлен»

[image: image1]
	История возникновения квадратного трехчлена

      Рассмотрим, исторические корни квадратного трехчлена, имена каких ученых математиков связаны с данной темой.

      Первые задачи, приводящие к квадратным уравнениям, появились в глубокой древности в Египте, Вавилоне, Китае вместе с зарождением земледелия.

· Второе тысячелетие до нашей эры.

[image: image498.wmf]Египетские и вавилонские мудрецы нашли способы решения квадратных уравнений.
ЗАДАЧА ИЗ ВАВИЛОНСКОЙ ТАБЛИЧКИ

«Я сложил длину и ширину, полу

чил 27.Избыток длины над шириной я прибавил к площади поля и получил 183. Найди длину, ширину и площадь».

   Пусть х – длина, у – ширина. Получаем систему уравнений

[image: image499.wmf]
х + у = 27,

(х – у) +ху = 183.

Из первого уравнения находим у=27-х. Подставим это выражение

во  второе уравнение, раскроем

скобки, приведём подобные. Получится квадратное уравнение

х2 – 29х + 210 = 0.
Вычислим дискриминант:
D=(-
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И наконец, найдём корни:
х1,2=
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;х1=15,х2=14.
Итак, мы получили два различных значения длины поля: 15 и 14.
Используя формулу у = 27 – х, вычисляем ширину поля:

у1=27 – 15 =12,
у2=27 – 14= 13
и его площадь:
S1=15
[image: image6.wmf]·

12=180,

S2=14
[image: image7.wmf]·

13 = 182.

 Древний математик также получил в процессе вычисления числа 15 и 14. Но он взял для длины только 15 и написал, что истинная ширина 12, а площадь 180. Мы же нашли ещё одно решение: длина 14, ширина 13, площадь 182.
      Впервые квадратное уравнение сумели решить математики Древнего Египта. В одном из математических папирусов содержится задача: « Найти стороны поля, имеющего форму прямоугольника, если его площадь 12, а [image: image8.wmf]4

3

 длины равны ширине». Рассмотрим её.

                       Пусть х – длина  поля. Тогда 
[image: image9.wmf]4
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 - его ширина,

                        S=3х2/4 – площадь.  Получилось квадратное 

                        уравнение   3х2/4=12.

                        В папирусе дано правило для его решения:

                         « Раздели 12 на ¾». 12:
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=12
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       Итак, х2=16. «Длина поля равна 4» -- указано в папирусе. 

       Прошли тысячелетия, в алгебру вошли отрицательные числа. Решая уравнение х2=16,мы получаем два числа: х1=4, х2= -4. Разумеется, в египетской задаче и мы приняли бы х=4, так как длина поля может быть только положительной величиной.

        Огромный шаг вперёд по сравнению с математикой Египта сделали учёные Междуречья. Они нашли правило для решения приведённого квадратного уравнения x2+px+q=0, где  p  и   q – любые действительные числа.

         В одной из вавилонских задач также требовалось определить длину прямоугольного поля (обозначим её х) и его ширину (y): 

                  «Сложив длину и две ширины прямоугольного

                    поля,   получишь 14,а площадь поля 24.

                    Найди его стороны». Составим систему уравнений:

[image: image500.png]


             

                  x+2y=14,

                  x y=24.
[image: image501.png]


Из второго уравнения находим y=
[image: image12.wmf]x

24

  и подставляем в первое уравнение:

x+
[image: image13.wmf]х

48

=14.

       Отсюда получаем квадратное уравнение 

x2-14x+48=0.

       Для его решения прибавим  к выражению x2-14x некоторое число, чтобы получить полный квадрат:

x2 – 14x = x2 - 2
[image: image14.wmf]·

 7
[image: image15.wmf]·

x  +7 2- 7 2= ( x – 7 ) 2 – 49
       Теперь уравнение можно записать так: 

(x – 7)2 – 49 + 48 = 0,или (x – 7)2 = 1.

        Мы пришли к квадратному уравнению, которое умели решать и египтяне. Не зная отрицательных чисел, древние математики получали x – 7 = 1, x=8. Следовательно, y = 24/8 = 3. То есть длина поля равна 8, а ширина 3. 

     Вообще же квадратное уравнение (x – 7)2=1 имеет два корня:

1. x – 7 = 1 , откуда x=8, y=3;
2. x – 7 = -1, откуда x = 6, y = 24/6=4.

Заметим, что в вавилонском тексте сказано, как надо делать, но вовсе не объяснено, почему надо делать именно так, а не иначе. Обычно древние мудрецы и не отвечали на вопрос «почему?».
· 
[image: image16.wmf]Примерно  I вв. – Герон Александрийский своими трудами по механике и математике связал математику с практикой, дал способы измерения площадей (формула Герона), извлечения квадратного корня из рациональных чисел, советы по нахождению объемов и решению задачи об извлечении кубического корня.
· Первое тысячелетие нашей эры.

· III в. – древнегреческий математик Диофант в основном своем труде «Арифметика» дал решение задач, приводящих к так называемым диофантовым уравнениям, и впервые ввел буквенную символику в алгебру.

· Первая половина IX в. – среднеазиатский ученый Мухаммед Бен Мусса аль Хорезми создает основополагающие трактаты по арифметике и алгебры. В «Краткой книге об исчислении алгебры и алмукабалы» впервые произвел классификацию уравнений, указав пять видов квадратных уравнений:
1) «квадраты равны корням», что в современной записи означает:   ах2 = bх;

2) «квадраты равны числу», т.е.

                                         ах2 = с;

3) «квадраты и корни равны числу», т.е.

                                         ах2 + bх = с;

4) «квадраты и числа равны корням», т.е.

                                         ах2 +с = bх;

                   5) «корни и числа равны квадратам», т.е. 

                                        bх + с=ах2 .
· Второе тысячелетие нашей эры.

· Конец XV в. – Лука Пачоли, итальянский математик, изложил правила арифметический действий, решения некоторых алгебраический уравнений, их приложения к геометрии, теорию геометрических пропорций.

· 1591 г. – французский математик Франсуа Виет ввел буквенные обозначения не только неизвестных величин, но и для коэффициентов уравнений, установил зависимость между корнями и коэффициентами уравнений.
· В «Арифметике» - в первом русском печатном руководстве по математике квадратные уравнения выглядели так:

неизвестная обозначалась «R»  (первая буква латинского слова Rаdiх (радикс-«корень»); квадрат неизвестной – «q » (первая буква слова quadratum – «квадрат»); знак сложения « » - знак больше; знак вычитания « » - был знак меньше. Автором руководства, этой энциклопедии математических знаний того времени, был Леонтий Филиппович Магницкий (1669-173910.
 Уравнение х2 – 5х = х+2 в символике Л.Ф.Магницкого  выглядело так
                    q  - 5R = R  2.
Квадратный трехчлен и его преобразования 
       Из большого энциклопедического словаря:

«Квадратичная форма, форма второй степени n переменных х1, х2,…,хn, т.е. однородный многочлен второй степени. Общий вид:
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, где aik –постоянные».

      Таким образом, квадратный трехчлен  ах2 +bх + с - мы будем называть однородным многочленом второй степени.
       Заметим, прежде  всего, что вся теория квадратного трёхчлена фактически «вытекает» из единственной формулы  

              аx2+bx+c=a(x+b/2a)2+4ac-b2/4a            (ПК)*
      Такое преобразование квадратного трёхчлена называется, как известно, выделением полного квадрата. Эту основную формулу можно запомнить, но более полезно понять, как именно она получается, и в каждом конкретном случае выделять полный квадрат этим способом. В формуле (ПК)  и появляется выражение b2-4ac, которая называется дискриминантом квадратного трёхчлена и имеет определяющее значение для всех его свойств.

     Укажем также, что коэффициентам a, b, c квадратного трёхчлена ax2+bx +c часто удобно давать индивидуальные названия—«старший коэффициент»- а, «первый коэффициент» - b, «свободный член»- с. В дальнейшем мы будем пользоваться именно этими терминами.

     1.Корни квадратного трёхчлена. Решение квадратных уравнений.

      Из основной формулы (ПК) немедленно вытекает условия существования корней:
при D
[image: image18.wmf]p

0 квадратный трёхчлен корней не имеет;

при D
[image: image19.wmf]f

0 он имеет два различных корня:
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при D=0 трёхчлен имеет один корень –b/2a или два различных (совпадающих) корня –b/2a.

    А при D=0 ситуация, как ни странно, с терминологической точки зрения, является чуть более сложной. Именно, часто говорят, что трёхчлен имеет один корень –b/2a, и столь же часто говорят, что он имеет два различных (совпадающих) корня –b/2a. Причина такого расхождения в терминологии связана с некоторыми математическими традициями, с особенностями теории многочленов. В дальнейшем мы будем пользоваться, как правило,  вторым способом выражения, то есть считать, что квадратный трёхчлен с нулевым дискриминантом имеет два равных корня или - ещё более аккуратно – один двойной корень. При этом будем говорить также, что  соответствующее квадратное уравнение ax2+bx+c=0 при D=0 имеет один корень.
        Полученные выражения для корней трёхчлена с неотрицательным дискриминантом принято записывать в виде
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x1.2 =   -b 
[image: image22.wmf]±



 EMBED Equation.3  [image: image23.wmf]ac
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или, короче,

[image: image503.png]


x1,2=  -b
[image: image24.wmf]D
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            2a,

имея в виду при этом, что корень х1 получается при выборе знака «+», а корень х2 – при выборе знака «-». Отметим, что
при а
[image: image25.wmf]f

0, а именно этот случай является «главным» при решении задач, выполняется неравенство х1
[image: image26.wmf]f

х2, а
при а
[image: image27.wmf]p

0 имеет место обратное неравенство х1
[image: image28.wmf]p

х2.

      Обратим ещё внимание на то, что если первый коэффициент трёхчлена (то есть коэффициент при х) явно записан в виде 2s, то формула корней принимает более простой вид

[image: image504.png]


х1,2= -s
[image: image29.wmf]±

s2-ac
                a           .
       Полученная формула (формула с «чётным» коэффициентом) облегчает вычисления, и в соответствующих случаях ею рекомендуется пользоваться.

        Укажем, наконец, что общая формула корней усложняет решение в случаях, когда коэффициенты трёхчлена зависят от параметра, точнее – в том случае, когда D является «полным квадратом». 

     2.Теорема Виета и следствие о знаках корней. Разложение квадратного трёхчлена на линейные множители.

     Из общей формулы корней квадратного трёхчлена непосредственно вытекают два равенства х1+x2=-b/a, x1x2=c/a.

      Эти равенства и называют теоремой Виета. Полезно знать и полную, более аккуратную формулировку этой теоремы:
      «Если х1 и х2 – корни квадратного трёхчлена ax2+bx+c,
      то х1+х2=-b/a, x1х2=с/а».

      С помощью теоремы Виета легко доказывается важная формула  разложения квадратного трехчлена (с неотрицательным дискриминантом) на множители: если х1 и х2 – корни трехчлена ( быть может, равные), то справедливо тождество 

                     аx2+bx +c=a(x-x1)(x-x2)            (РМ)**

      Таким образом, трехчлен с неотрицательным дискриминантом, то есть имеющий корни, раскладывается на два линейных множителя. Ясно, с другой стороны, что трехчлен с отрицательным дискриминантом, то есть не имеющий корней, не может быть разложен на линейные множители – в противном случае корни этих линейных множителей были бы корнями трехчлена.

Мы рассмотрели два преобразования квадратного трехчлена:

· выделение полного квадрата

аx2+bx+c=a(x+b/2a)2+4ac-b2/4a            (ПК);

· разложение на множители       

аx2+bx +c=a(x-x1)(x-x2)                           (РМ).

Первое преобразование возможно при любых значениях коэффициентов квадратного трехчлена, второе только при  D
[image: image30.wmf]f

0, то есть если квадратный  трехчлен имеет корни.
Пример 1. Выделим  из трехчлена 3х
[image: image31.wmf]2

 - 36х + 140 квадрат двучлена. Вынесем за скобки множитель 3:

3х
[image: image32.wmf]2

 - 36х + 140=3(х
[image: image33.wmf]2

 - 12x + 
[image: image34.wmf]3

140

).

Преобразуем выражение в скобках. Для этого представим 12х в виде произведения 2∙6∙х, а затем прибавим и вычтем 6
[image: image35.wmf]2

. Получим:

3х
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 - 36х + 140=3(х
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 - 12x + 
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140

)=

=3(х
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 - 2∙6∙х + 6
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- 6
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 + 
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140

)=

=3((x-6)
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 + 
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32

) = 3(x-6)
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 + 32.

Значит, 3х
[image: image46.wmf]2

 - 36х + 140= 3(x-6)
[image: image47.wmf]2

 + 32. 
        Рассмотрим задачу, при решении которой применяется выделение квадрата двучлена из квадратного трехчлена.
Пример 2. Докажем, что из всех прямоугольников с периметром 20 сантиметров наибольшую площадь имеет квадрат.
       Пусть одна сторона прямоугольника равна х см. Тогда другая сторона равна 10 – х см, а площадь прямоугольника равна х(10 – x) cм
[image: image48.wmf]2

.
       Раскрыв скобки в  выражении х(10 – x), получим 10х - х
[image: image49.wmf]2

. Выражение - х
[image: image50.wmf]2

 + 10х представляет собой квадратный трехчлен, в котором а = -1, b=10,
c = 0. Выделим квадрат двучлена:

- х
[image: image51.wmf]2

 + 10х = - (х
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 - 10x)=

=-( х
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 - 10x + 25 – 25) = -(x – 5)
[image: image54.wmf]2

 + 25.

    Так как выражение -(x – 5)
[image: image55.wmf]2

 при любом х
[image: image56.wmf]¹

5 отрицательно, то сумма              -(x – 5)
[image: image57.wmf]2

 + 25 принимает наибольшее значение при х=5. Значит, площадь будет наибольшей, когда одна из сторон прямоугольника равна 5 см. В этом случае вторая сторона равна 5 см, то есть прямоугольник является квадратом.
  Разложение квадратного трехчлена на множители.

 Пример 1. Разложим на множители квадратный трехчлен

2х
[image: image58.wmf]2

 + 7х – 4.
Решив уравнение   2х
[image: image59.wmf]2

 + 7х – 4=0, найдем корни трехчлена:

х
[image: image60.wmf]4
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По теореме о разложении квадратного трехчлена на множители имеем:

2х
[image: image61.wmf]2

 + 7х – 4=2(x-
[image: image62.wmf]2

1

)(x+4).
Пример 2. Разложим на множители квадратный трехчлен

-4х
[image: image63.wmf]2

+ 24х – 36.

Решив уравнение  -4х
[image: image64.wmf]2

+ 24х – 36=0, найдем корни трехчлена:

х
[image: image65.wmf]3
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Значит,

-4х
[image: image66.wmf]2

+ 24х – 36 = -4(x-3)(x-3),

или иначе:

-4х
[image: image67.wmf]2

+ 24х – 36= -4(x-3)
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.

Пример 3.  Сократим дробь 
[image: image69.wmf].
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Разложим на множители квадратный трехчлен 3х
[image: image70.wmf]2

 - 13х – 10. Его корни равны  -
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2

 и 5. Поэтому 

3х
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 - 13х – 10= 3(x+
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2

)(x-5)=(3x+2)(x-5).

Значит,
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Квадратное уравнение

1)виды квадратных уравнений:

2)Способы решения квадратного уравнения.

        3)Исследование корней квадратного уравнения.
    Квадратным называется уравнение вида  ax2+bx+c=0,

где a,b,c – действительные числа и а
[image: image77.wmf]¹

0.
     Если а =1, то квадратное уравнение x2+bx+c=0, называют приведённым,
     если а
[image: image78.wmf]¹

1 – ax2+bx+c=0 называют неприведённым. 
     Если в квадратном уравнении ах2+bх +с=0 хотя бы один из коэффициентов b или с равен нулю, то такое уравнение называют неполным квадратным уравнением.

    Например:    
Если b = 0      
ах2 + с = 0,

1)если  с <0,то 2 корня;

2)если  с >0,то корней  нет.

Примеры:

1)6х2 – 6 = 0;

2) 6х2 + 6 = 0.

 Если b = 0, с = 0

ах2 = 0,

Примеры:

6х2 = 0,
-0,7х2 = 0,
 Если  с = 0

ах2 + bх = 0,

х(ах + b) = 0,

х = 0 или ах + b = 0,

                 ах = -b,

                 х= - b /а.

Примеры:

2х2 + 4х = 0,
-7х2  + 14х = 0,
6х2 – 0,8х = 0,
- 0,256х2 – 0,8х = 0,
        Неполное квадратное уравнение вида ах2+с=0 имеет два корня:

        -  
[image: image79.wmf]а
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 и 
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, если -
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 EMBED Equation.3  [image: image82.wmf]f

0, и не имеет корней, если -
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с



 EMBED Equation.3  [image: image84.wmf]p

0.

        Решают такие уравнения, сводя их к уравнениям вида х2 = m.

Например:

0,5х2 – 18 =0, 0,5х2=18, х236,х1=-6, х2=6.
        Неполное квадратное уравнение вида ах2+bх=0 имеет два корня:
         0 и -
[image: image85.wmf]a

b

. Такие уравнения обычно решают разложением его левой части на множители. Например, 3х2-15х=0,3х (х-5)=0,х1=0 и х2 = 5.

    Покажем, как можно найти формулу для решения любого приведённого квадратного уравнения  x2+px+q=0.            (*)
     Запишем формулу квадрата суммы: (a+b)2=a2+2ab+b2 и заменим в ней a на x: (x+b)2=x2+2ab+b2.                              (**)
     Сравним полученное выражение с нашим уравнением. Нетрудно заметить, что если положить b= p/2, то левая часть уравнения (*) будет отличаться от полного квадрата (**) только постоянной. Это наблюдение подсказывает основную идею решения. В уравнении (*) нужно выделить полный квадрат: (x+
[image: image86.wmf]2

р

)2=x2+px+p2/4, а то, что останется, то есть выражение (-p2/4+q), перенести в правую часть. После этого уравнение (*) примет вид    (x+
[image: image87.wmf]2

р

)2=p2/4-q.
       Ясно, что ни при каком  х выражение (x+
[image: image88.wmf]2

р

)2  не может быть отрицательным. Следовательно, если p2/4 – q 
[image: image89.wmf]p

0, то квадратное уравнение не имеет действительных корней. Пусть p2/4-q
[image: image90.wmf]f

0.Тогда, извлекая, квадратный корень из последнего уравнения, получаем 

x+p/2= 
[image: image91.wmf]±



 EMBED Equation.3  [image: image92.wmf]q
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откуда окончательно находим два корня: 

x1=-
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или, в сокращённом виде, 

x1.2=-
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        Эту формулу называют формулой Виета - по имени французского математика конца 16 века, внёсшего значительный вклад в становление алгебраической символики.

          Остановимся еще на одном тонком вопросе, связанном с теоремой Виета. Дело в том,  что учащиеся часто решают квадратные уравнения, обычно со старшим коэффициентом 1, устно (и это похвально), ссылаясь для обоснования на теорему Виета. Правомерна ли эта ссылка? 

        Чтобы разобраться в этом вопросе детально, проведем необходимые рассуждения. Пусть мы подобрали каким-то образом числа u и v такие, что u+v=p, uv=q (p,q – заданные числа); тогда u и v являются корнями уравнения x2-px+q=0: в самом деле, 

u2-pu+q=u2 – (u+v) u+uv=0,

v2-pv+q=v2-(u+v)v+uv=0.

         Другими словами, нужное нам утверждение получается простой выкладкой, непосредственной подстановкой, то есть на основании определения корня уравнения, а теорема Виета оказывается ни при чём!

         Единственное, чего с точки зрения логической полноты не хватает в этом рассуждении – это ссылки на то, что, помимо корней  u и v квадратное уравнение x2 – px + q = 0 корней не имеет. Ссылка такого рода абсолютно необходима во всех случаях так называемого «решения подбора», но в данном случае она оказывается совсем « микроскопической» деталью: квадратное уравнение не может иметь более двух корней, и если два корня найдены, то других быть не может.

         Это рассуждение является фактически доказательством теоремы, обратной теореме Виета. Если исходить из приведенной выше аккуратной формулировки теоремы Виета, то обратная теорема формулируется следующим образом: если числа х1 и х2 удовлетворяют равенствам

х1  + х2= - 
[image: image96.wmf]a

b

,    х1х2=
[image: image97.wmf]a

c

,

то они являются корнями квадратного уравнения.
        Доказательство этой теоремы в точности следует проведенному рассуждению, и поэтому при решении квадратного уравнения подбором можно ссылаться именно на теорему обратную теореме Виета.  
        В связи с устным решением квадратных уравнений – точнее, с нахождением целых корней квадратных уравнений с целыми коэффициентами,  к которому учащиеся нередко прибегают, подбирая корни приведённого уравнения, укажем один приём, позволяющий практически с той же степенью лёгкости находить и дробные корни произвольных квадратных уравнений с целыми коэффициентами (если, конечно, они существуют).

        Именно, если помножить  квадратное уравнение ax2+bx+c=0 на a и положить y=ax, то получится приведённое квадратное уравнение y2+by2+ac=0, для которого и следует подбирать целые корни. На практике это преобразование можно и не делать, если заметить, что второе уравнение -  относительно у – получается из первого «перебрасыванием» старшего коэффициента в свободный член.

       Так, для нахождения корней уравнения 21х2 – х – 2 = 0  следует найти разложение числа 42 на два множителя таким образом, чтобы их разность равнялась 1 – это очевидно, 7 и 6, и поэтому корнями заданного уравнения являются числа –6/21 и 7/21; то есть –2/7 и 1/3.

        Выражение, x1.2=-
[image: image98.wmf]q
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, стоящее в формуле Виета под знаком корня, называют дискриминантом (от лат.discriminans – «разделяющий», «различающий») и обозначают буквой D. Для нашего приведённого квадратного уравнения

D=p2/4-q.

         Действительно, при решении квадратных уравнений имеет смысл различать три случая – в зависимости от знака дискриминанта.
          При D
[image: image99.wmf]p

0 уравнение не имеет корней.
          При D
[image: image100.wmf]f

0 оно имеет два различных корня х1 и х2, которые находятся по формуле Виета.
          При  D=0В этом случае q=p2/4, левая часть уравнения (*) представляет собой полный квадрат  (x+
[image: image101.wmf]2

p

)2=0,так что оно имеет один- единственный корень x=-p/2. Формула Виета в этом случае даёт

x1=x2=-
[image: image102.wmf]2

p

, то есть определяемые ею два конца совпадают (говорят также, что уравнение имеет двукратный корень).

         С помощью введённого им буквенного  исчисления Франсуа Виет не только записал в общем виде формулы для корней квадратного уравнения, но и нашёл выражение для коэффициентов уравнения через его корни, которое сейчас называется теоремой Виета:

         Если х1 и х2 – корни квадратного уравнения x2+px+q=0, то x1 +x2=-p, а x1
[image: image103.wmf]·

x2=q.

         Буквенное исчисление позволяет доказывать теоремы с помощью алгебраических преобразований. Мы знаем, что при D
[image: image104.wmf]³

0 корни квадратного уравнения находятся по формуле

x1,2=-
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         Теперь достаточно аккуратно выполнить алгебраические преобразования – и теорема  Виета будет доказана:

x1+x2=(-
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p2/4-D=

=p2/4-(p2/4-q) =q.
         Обратим внимание ещё на одно интересное соотношение – дискриминант уравнения равен квадрату разности его корней :D=(x1 -x2)2.
         Из теоремы Виета вытекает, что приведённый квадратный трёхчлен с корнями х1 и х2 можно записать в виде (х - х1) (х - х2).Действительно, раскрывая скобки в этом произведении, получаем выражение

х2 – (х1 + х2)х + х1х2 = х2 + рх + q.

       И наоборот, это разложение  на множители можно использовать для доказательства теоремы Виета без вычислений. В самом деле, пусть дан квадратный трёхчлен x2+px+q, а х1 и х2 – его корни. Замечаем, что

(х-х1) (х-х2) = х2 – (х1 + х2)х + х1х2 есть приведённый квадратный трёхчлен с теми же корнями х1 и х2,, что и данный. Разность двух трёхчленов равна

(p + x1 + x2)x + (q – x1x2).     (***)

       Это линейная функция относительно х. Причём поскольку оба многочлена обращаются в нуль в точках х1 и х2, то их разность (***) обращается в нуль в тех же точках. Для линейной функции это возможно только в том случае, если она тождественно равна нулю. Отсюда вытекает, что p=-(x1+x2),  а q= x1x2, то есть теорема Виета.

   Это рассуждение, как и саму теорему Виета, можно обобщить на многочлены любой степени: 
    Коэффициент при хn-1  в многочлене степени  n  равен сумме его n  корней со знаком минус, а свободный член – произведению всех корней и числа (-1)n.
КАК ОГОРОДИТЬ НАБОЛЬШИЙ УЧАСТОК ЗЕМЛИ?

Имеется строительный материал, из которого можно построить забор длиной 12 м. Мы хотим огородить прямоугольную площадку, прилегающую к дому, наибольшей длины. Каковы её размеры?

    Пусть х – длина площадки, у – ширина, S=ху – её площадь. Составляем уравнение

х + 2у = 12,

 из которого находим

у = 6 - 
[image: image111.wmf]2

х

.

Подставим это значение в формулу площади, получим

S=х(6 - 
[image: image112.wmf]2

х

)=-х2/2 + 6х.

Перед нами уравнение параболы, ветви которой направлены вниз. Нужно определить такое х, при котором S принимает наибольшее значение.

  Сначала найдём точки пересечения параболы с осью абсцисс. Для этого решим квадратное уравнение

6х – х2/2 = 0.

Его корни х1=0 и х2 = 12. затем абсциссу вершины параболы вычислим
по формуле х0=(х1+х2 )/2. Отсюда 

х0= 6,у0=3 и S=18. Итак, размеры

площадки: длина 6м, ширина

3м, площадь 18 м2.

[image: image113.png]12





    Неприведённое  квадратное уравнение

ax2+bx+c=0, a
[image: image114.wmf]¹

0,

после деления на а превращается в приведённое уравнение

x2+
[image: image115.wmf]a

c

x

a

b

+

=0,
для которого у нас уже есть формула. Поэтому его корни –
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y=x2-9





x1.2=-
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Дискриминант этого уравнения D=b2-4ac. 

     Теорема Виета для неприведённого уравнения звучит так:

Если х1 и х2 – корни квадратного уравнения ax2+bx+c=0, то х1+х2=-b/a, а х1
[image: image120.wmf]·

х2=с/а.

     Рассмотрим уравнения, сводимые к квадратным. Метод введения новой переменной позволяет легко решать уравнения четвёртой степени, имеющие вид ах4 + bх2 + с =0. 

      Уравнения вида ax4 + bx2 + c =0, где а
[image: image121.wmf]¹

0, являющиеся квадратными относительно х2, называют биквадратными уравнениями.

      Действительно, сделав замену x2=y,  мы получим квадратное уравнение 
ay2 + by + c=0, найдём его корни у1 и у2, а затем и корни первоначального уравнения х1,2=
[image: image122.wmf]у

±

1, х3,4=
[image: image123.wmf]у

±

2. Ясно, что среди значений у1 и у2  могут быть и отрицательные, и комплексные числа, а действительные значения х возможны лишь при положительных значениях у.

      Применённый здесь метод может быть использован более широко.

           Задача  1.  Решим биквадратное уравнение

9х4 – 10х2 + 1 =0.              (1)

Для этого введём новую переменную, обозначив х2 через у:х2=у. Получим квадратное уравнение с переменной у: 9у2-10у + 1=0.

Решив его, найдём, что у1=
[image: image124.wmf]9

1

,у2 =1.

Значит,   х2=
[image: image125.wmf]9

1

 или х2=1.

Из уравнения х2=
[image: image126.wmf]9

1

 находим, что 

х1 = -
[image: image127.wmf]3

1

, х2=
[image: image128.wmf]3

1

.

Из уравнения х2=1, находим, что

х3 =-1,х4=1.

Итак, уравнение (1) имеет четыре корня:

х1=-
[image: image129.wmf]3

1

,х2=
[image: image130.wmf]3

1

,х3=-1,х4=1.
          Задача 2.  Решить уравнение 4х - 3
[image: image131.wmf]·

2х+1 – 16 = 0 - показательное уравнение.

  Если сделать замену 2х = у, то мы вновь придём к квадратному уравнению
у2 – 6у – 16 = 0. Его корни у1 = 8 и у2 = -2.  Первый корень даёт уравнение 2х = 8, откуда х = 3, а второй корень – уравнение  2х = -2, которое  не имеет решения в действительных числах.

         Из геометрического метода нахождения квадратных корней вытекает любопытнейший способ решения квадратных уравнений. Рассмотрим его на нескольких примерах.     Пусть надо решить уравнение:

х2+10х+9=0.

[image: image132]
Рисунок 3.
          Выполним следующее построение (рис.3). Сначала по катету ВС=
[image: image133.wmf]q

=
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=3 и гипотенузе  АВ =
[image: image135.wmf]q
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[image: image136.wmf]3
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  =4. А теперь радиусом, равным р/2=5, проведем окружность с центром в точке А. Она пересечет продолжение катета АС в двух точках ,которые обозначим D и Е. Заметим, что отрезок DC составлен из АС=
[image: image137.wmf]q
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=4 и AD=р/2=5, т.е. DC=9=х1. Отрезок же  СЕ есть разность отрезков АЕ=р/2=5 и АС=
[image: image138.wmf]q
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=4, т.е. отрезок СЕ=1=х2. Почему так хорошо получилось? Да потому, что отрезок ВС есть корень квадратный из произведения отрезков х1 и х2.

    Итак, получился такой порядок. Сначала, имея уравнение х2+px+q=0, построим отрезки р/2 и
[image: image139.wmf]q

. Это всегда можно сделать. Начнем строить прямоугольный треугольник по двум отрезкам – гипотенузе и катету. Сначала отложим катет, равный 
[image: image140.wmf]q

. Это тоже всегда получится. Возьмем теперь раствор циркуля, равный р/2, ножку циркуля поместим в точку В и проведем дугу окружности , чтобы получить точку А. А вот это получится далеко не всегда! Если катет 
[image: image141.wmf]q

 больше гипотенузы р/2, то треугольника не построить. Иначе можно сказать, что если 
[image: image142.wmf]q
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р/2, то р2/4 – q – дискриминант квадратного уравнения, отрицателен, такое уравнение решений не имеет.

    Но если р
[image: image144.wmf]p

0? А ничего особенного – лишь бы q было положительным числом, а все остальное делается одинаково и для р
[image: image145.wmf]f

0, и для р
[image: image146.wmf]p

0. Надо тока знать, какие знаки приписать числам, выражающим длины отрезков СЕ и ВС.

    В случае, когда перед q стоит знак минус, построение производится иначе,  здесь старый рисунок нам уже не поможет.

    Итак, пусть дано уравнение:  х2+8х-9=0.     Построим прямоугольный треугольник АВС с катетами ВС=
[image: image147.wmf]q

=3 и АС=
[image: image148.wmf]2

p

=4. Его гипотеза АВ по теореме Пифагора 
[image: image149.wmf]q
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+
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=5. Заметим сразу, что такое построение возможно всегда, тут нет каких-либо исключений.
[image: image150.png]



Рисунок 2.
      А теперь радиусом 
[image: image151.wmf]2

p

=4 проведем окружность с центром в точке А, она пересечет гипотенузу и ее продолжение в точках D и E. Нетрудно убедиться – на этот раз вы сделаете это сами, что DВ=|х1|, а ВЕ=|х2|/ знак модуля поставлен для того, чтобы можно было рассматривать эту задачу и для p
[image: image152.wmf]p

0, но над знаками корней все же придется подумать.

     Конечно, решать уравнение по формуле проще, чем выполнять эти замысловатые построения. Но нам интересно отметить сейчас важный факт: квадратные уравнения могут быть решены геометрическим путем. Могут быть! Иногда в науке важно установить саму возможность решения задачи заданными средствами или не надо – другое дело.

       Для тех, кто уже знает, что такое синус и тангенс,  может показаться любопытным еще одно следствие описанного геометрического способа решения квадратных уравнений.

        Сначала вернемся к рисунку 2. Обозначим буквой 
[image: image153.wmf]a

 угол ВАС. Соединим Е и С и рассмотрим треугольник ЕВС. В нем угол ВЕС=
[image: image154.wmf]2

a

 ( почему?), а угол ВСЕ составляет   90+ 
[image: image155.wmf]2
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.

 Значит, по теореме синусов:

 
[image: image156.wmf])
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Отсюда следует сразу х2=
[image: image158.wmf]q:tg
[image: image159.wmf]2
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       Точно так же , но уже из треугольника ВСD можно вычислить

 
[image: image160.wmf]2
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        И снова по теореме синусов 

х1=
[image: image162.wmf]q*tg
[image: image163.wmf]2

a

.

        Отметим, что мы получили совершенно особый способ решения квадратных уравнений – тригонометрический.

        Подводя итог, можно сказать, что об одном и том же явлении мы рассказали на трех языках – алгебраическом, геометрическом и тригонометрическом. Еще раз подчеркнем – языки разные, а задача одна.
        Рассмотрим случаи, когда вопрос будет идти об исключении корней.
 Это задачи, чаще всего будут уравнениями и неравенствами с параметром.

        Мы остановимся сначала на одном общем вопросе, связанном с параметром. Он возникает при решении квадратных уравнений и неравенств в самом «хорошем» случае,- когда дискриминант уравнения, то есть соответствующего квадратного трёхчлена является полным квадратом.

  пусть, например, требуется решить уравнение

                           х2 –(2а+1)х – 3а2 + 7а – 2=0.
      Дискриминант этого уравнения, как нетрудно подсчитать, равен (4а-3)2 и поэтому, строго следуя формуле вычисления корней квадратного уравнения, получаем

         (2а+1) 
[image: image164.wmf]±

 
[image: image165.wmf](4а-3)2
(2а+1) 
[image: image166.wmf]±
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 или, более подробно,



3а-1 при а
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                                     3а-1 при а 
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      Мы видим, что корнями данного уравнения являются числа 3а-1 и 2-а, но при а
[image: image174.wmf]³
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 и при а
[image: image176.wmf]4
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 они по-разному занумерованы. Однако нумерация корней для уравнения не играет, разумеется, никакой роли, и поэтому вполне можно записать корни уравнения в виде х1 = 3а-1; х2 = 2-а.
      Обе указанные формы записи корней, таким образом правильны, но первая из них – формальное следствие общей формулы корней – неудобна, как мы увидим ниже для решения задач, а вторая формула удобна, но не согласуется с общей формулой.

     Практический выход из этого «противоречия» нетрудно найти. Именно, при решении квадратного уравнения с параметром можно, вычислив дискриминант и убедившись, что он является полным квадратом, выписать значения корней во второй, более простой, форме – без знака модуля; при этом общую формулу лучше не выписывать – иначе возникнет логическое противоречие.

     Заметим, однако, что при втором способе нумерации корней даже при а
[image: image177.wmf]f

0 нельзя утверждать, что корень х1 всегда  больше х2. 

  Мы рассмотрим один из наиболее распространённых видов задач, которые тем или иным образом сводятся к исследованию принадлежности корней квадратного трёхчлена ограниченной области. Типичные ограничения в этих задачах состоят в том, что

1) корни трёхчлена не должны принимать определённые («запрещённые») значения (их обычно конечное, и притом небольшое число);

2) корни трёхчлена должны лежать на некотором луче (открытом или замкнутом, то есть с концами включенными или исключенными);

3) корни трёхчлена должны лежать на некотором конечном промежутке.

      Особо подчеркнём, что при решении задач с параметрами на самом деле идёт речь, как правило, не о проверке, удовлетворяет или не удовлетворяет полученный корень заданным ограничениям, но об отборе значений параметра, при которых он им удовлетворяет. Поэтому «непосредственная проверка» часто вообще не делается, но сам способ решения «отбирает» нужные значения параметра и соответствующие им решения задачи – уравнения или неравенства.

     Прежде, чем перейти к решению конкретных задач, договоримся называть для краткости «хорошими» искомые значения параметра. Остальные значения параметра будем, естественно, называть «плохими». Правда, в работах «официальных», предназначенных для проверки, эти «термины» лучше не употреблять.

  1.Решить уравнение 

       а2-1   = х   
            ах – 1    а
       Решение. При решении  уравнений с параметрами целесообразно с самого начала указывать значения параметра, при которых уравнение имеет смысл, то есть область допустимых значений (ОДЗ) параметра, - знание этих значений, как правило, помогает в дальнейшем при исследовании корней.

        В данном случае ОДЗ параметра условием а
[image: image178.wmf]¹

0, и мы считаем далее, что а
[image: image179.wmf]¹

0.    Данное уравнение очевидным образом сводится к квадратному (в силу а
[image: image180.wmf]¹

0) уравнению    ах2 – х + а – а3 = 0,

 для которого надо найти корни, отличные от 1/а.

     Дискриминант квадратного трёхчлена, стоящего в левой части полученного уравнения, равен    D(а)=1-4а2+4а2=(2а2-1)2, и поэтому корни уравнения        х1=а, х2=
[image: image181.wmf]а

а

2

1
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.
     Обратим внимание на обозначение D(а) вместо стандартного для дискриминанта обозначения D. Дело в том, что в процессе решения уравнения с параметром  всегда приходится рассматривать различные значения а, то есть а  становится переменной, а дискриминант функцией а, так что функциональное обозначение D(а), вполне естественно, напрашивается само собой.

    Для выяснения вопроса, отличны ли полученные корни х1 и х2 от «запрещённого» значения 1/а, точнее – для нахождения значений а, при которых х1 и х2 отличны от 1/а, следует решить «не – равенства»

              а
[image: image182.wmf]¹
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    Однако с «не – равенствами» обращаться неудобно, и поэтому лучше искать «плохие» значения параметра.  В первом случае плохими будут значения а, при которых  а =
[image: image185.wmf]а

1

,  то есть  а =
[image: image186.wmf]±

1, во втором – значения, при которых  ,   то есть а=0. Но а
[image: image187.wmf]¹

0, так что во втором случае все значения                  параметра а – хорошие, а в первом хорошими являются все значения а, кроме1 и -1. Другими словами, х1 является корнем исходного уравнения при а 
[image: image188.wmf]±

¹

1, а х2 – при любом а, и, таким образом, исходное уравнение имеет следующие решения:

   при а
[image: image189.wmf]±

¹

1: х1=а, х2=1-а2;
                                        а
   при а=1 и при а = -1: х=0;

   при остальных значениях параметра решений нет.

    В связи с этим ответом отметим два обстоятельства. Во – первых, указанные в первой строчке значения х1 и х2  могут оказаться совпадающими ( при D(а)=0,  то есть при  а2 = 
[image: image190.wmf]2

1

), и, во – вторых, в последней строчке мы не стали  специально выделять случай а=0, когда уравнение не просто не имеет решения, а вообще не имеет смысла.

   Вопрос о правильности такой формы записи ответа в уравнениях с параметрами связан с некоторыми логическими соображениями, на которых мы не будем останавливаться. Отметим только, что считается более приемлемым ( а в некоторых вузах даже  и обязательным) не  допускать совпадения корней, и в данном случае ответ лучше записать в такой форме:

   при а
[image: image191.wmf]±

¹

1, 
[image: image192.wmf]1
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: х1 = а, х2=1-а2;
                                                   а

при а=1 и при  а=1: х=0,

   при а = 
[image: image193.wmf]1

2

:  х = 
[image: image194.wmf]1
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;

   при а = - 
[image: image195.wmf]1
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: х = - 
[image: image196.wmf]1
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;

   при остальных значениях а решений нет.

    Преимущество этой формы записи, хотя и более длинной, состоит, например, в том, что в ней, в отличие от первой, сразу же  очевидно число корней уравнения. И поскольку вопрос о числе корней уравнения часто имеет специальный интерес и фигурирует непосредственно в условии  задачи, то на возможное совпадение корней полезно всегда обращать  внимание.

     В заключение решения данного уравнения заметим, что если бы мы воспользовались первой формой записи корней уравнения с параметром, то получили бы

х1 =1+
[image: image197.wmf]а
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2 - 
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      х2=1-
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 2а                        2а

 и тогда для исследования их совпадения со значением 1/а пришлось бы решать уравнения

1+
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2-
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                                              2а                        2а
-- задача не слишком сложная, но, как видно из приведённого решения, совершенно излишняя.

 2. Решить уравнение

                                             3а2 – 5а + 2   + 3а 
[image: image207.wmf]2
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1-х
                           
   При этих значениях имеем:

   при а=0: х1= -1,х2=2;

   при а=1: х1=2, х2 = 1;

   при а =
[image: image208.wmf]3

1

:х1 – 1,х2 = 
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 Таким образом, решение данного уравнения может быть записано в виде:

               при а 
[image: image210.wmf]:
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х1=3а-1,х2=2-а;

               при а=0:  х = -1;

               при а = 
[image: image211.wmf]3
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: х = 
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;

              при а = 
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: х = 
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:

              при а=1 решений нет.

      Как мы уже сказали, в данном случае не менее и даже, быть может, более просто проводится непосредственное исследование корней х1 и х2, однако предложенный приём решения оказывается эффективным именно в более сложных случаях, когда, как это чаще всего бывает, дискриминант трёхчлена не является полным квадратом и корень его «не извлекается». На наш приём  этот факт совершенно не влияет, тогда, как непосредственное исследование корней приводит в этих случаях к необходимости  решать иррациональные уравнения. Разумеется, иррациональные уравнения тоже надо уметь решать, но рассмотренный приём ведёт к цели более коротким и технически более простым путём.

3. Решить уравнение


[image: image215.wmf].

3

1

4

1

2

а

х

х

х

-

=

-

+

+


 Решение. После необходимых преобразований мы придём к следующей задаче: найти корни квадратного уравнения

3х2 – 2(3а – 1)х – 2а + 3=0, отличные от 1, -1 и а. Дискриминант квадратного трёхчлена f(х), стоящего в левой части уравнения, равен

D (а) =4[(3а-1)2 -3(-2а+3)] =4(9а2-8),

так что 

(D a)
[image: image216.wmf]2
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  или а
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      Далее мы будем рассматривать, естественно, только такие значения параметра а, при которых D(а)
[image: image218.wmf]³

0 – при остальных значениях а квадратное уравнение решений не имеет, и тем более не имеет решений исходное уравнение.

    При этих значениях параметра квадратное уравнение имеет два корня

х1,2=
[image: image219.wmf]3
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 совпадающие при D(а)=0, то есть при а =
[image: image220.wmf]3
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 и при  а = - 
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Вычислим значения трёхчлена f(x) в «запрещённых» точках:

f (1)=-8а+8, f(-!)=4а + 4, f(а) = -3а2 + 3.

Тогда

f(1) = 0 
[image: image222.wmf]Û

f=1. f(-1) = 0 
[image: image223.wmf]Û

f= -1.

f (a) = 0 
[image: image224.wmf]Û

f=1 или а=-1.

 и поэтому при значениях а, отличных от 1 и -1 ( и удовлетворяющих, конечно, условию D(а)
[image: image225.wmf]³

 0) оба корня х1 и х2 отличны от «запрещённых» значений.

[image: image226.png]



Рисунок 4
Остаётся рассмотреть особые значения а=1 и а = -1. При а = 1 имеем х1 = 1, х2 = 1/3, а при а = -1 х1 = -1, х2 =  -5/3. Для записи ответа удобно воспользоваться координатной прямой (рис.№3):

при а <-1:х1,2=
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                                        при а = -1: х = -
[image: image228.wmf]3
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                                        при  -1 < a < - 
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                                        при а = - 
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                                        при а =
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         при 
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                                        при а=1: х=
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при а>1: х1,2 = 
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                при остальных значениях а решений нет.

 ( Значения корней при а = 
[image: image239.wmf]±



 EMBED Equation.3  [image: image240.wmf]3
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, то есть при D(а) = 0, получены из равенств х1,2=
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  при соответствующих значениях а).

  Впрочем, в такой подробности записи решения ответа нет логической необходимости, и он будет менее громоздким, если объединить первую, третью, шестую и восьмую строчки и написать:

при а< -1, 1 < a < - 
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х1,2 = 
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Для лучшего представления об эффективности рассматриваемого приёма решения отметим, что при решении задачи прямым путём для исследования отличия корней х1 и х2 от «запрещённых» значений нам пришлось бы решать шесть иррациональных уравнений

(3а – 1)
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        В   рассказе о квадратном уравнении мы рассматривали только действительные корни. Но в области  комплексных чисел всё обстоит даже проще: любое квадратное уравнение имеет два корня, возможно совпадающих ( при D=0). При отрицательном дискриминанте корни будут сопряжёнными комплексными числами. Доказательство и вывод формул сохраняются без всяких изменений. Более того, и формулы для корней,  и теорема Виета остаются в силе для квадратных уравнений с произвольными комплексными коэффициентами. В этом случае 
[image: image249.wmf]D

 надо понимать как любой из двух комплексных корней числа D.
        Исследование знаков корней квадратного трехчлена (квадратного уравнения). Это  мощный инструмент решения многих задач с параметрами для квадратичной функции.
Теорема 1. Для того чтобы корни квадратного трехчлена имели одинаковые знаки, необходимо и достаточно выполнения соотношений
D=b2 -4ас 
[image: image250.wmf]³

0, х1 х2= с/а > 0, 

при этом оба корня будут положительными, если дополнительно выполняется условие 

х1 +х2 = - b/а > 0;

и оба корня будут отрицательны, если

х1 +х2 = - b/а  <  0;

Теорема  2. Для того чтобы корни квадратного трехчлена имели разные  знаки, необходимо и достаточно выполнения соотношения

х1 х2= с/а < 0.

       При использовании теоремы 2 нет необходимости проверять знак дискриминанта. Действительно, так как с/а <  0, то са <  0, поэтому дискриминант D=b2 -4ас будет положительным.

Квадратичная функция

         1) Определение.

         2) Свойства.

         3)  Парабола – график квадратичной функции.

         4)  Преобразование графиков.

 1)     Функция  заданная формулой у= ах2 +bх +с, называется квадратичной функцией, где х – независимая переменная, а, b и с некоторые числа, причем а
[image: image251.wmf]¹

0. 

2)       Свойства квадратного трёхчлена как функции.

         На все вопросы, связанные с возрастанием и убыванием квадратного трёхчлена, с его наибольшим и наименьшим значениями на всём множестве действительных чисел или какой-либо его части даёт возможность ответить основная формула (ПК).

       Именно, при а
[image: image252.wmf]f

0 из этой формулы вытекает, что наименьшее значение трёхчлена у=ах2 + bх + с равно  уmin=4ас-b2  и принимается при значении 
                                                                  4а
    х0= --
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 - абсцисса вершины параболы.  Отметим сразу же полезное и в теории, и при решении задач утверждение, что если трёхчлен имеет х1 и х2, то х0=х1+х2   , так что х1
[image: image254.wmf]¹

х2      х0 является серединой отрезка [x2,x1].

              2
            Кроме того, из формулы  (ПК) (и из свойств функции у=х2 ) следует, что при а
[image: image255.wmf]f

0 трёхчлен у=ах2 + bх + с  возрастает при х
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]). Если трёхчлен имеет различные корни х1 и х2, то х
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х1, так х2 лежит в промежутке убывания, а х1 в промежутке возрастания трёхчлена.

     Знание промежутков монотонности квадратного трёхчлена позволяет находить наибольшее и наименьшее значение трёхчлена на каком-либо промежутке. Именно, если значение х0 = -
[image: image261.wmf]a
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 лежит на заданном отрезке [p,q], то наименьшее значение трёхчлена на этом отрезке (при а
[image: image262.wmf]f

0) достигается при х=х0, а наибольшее значение достигается в одном из концов отрезка.                                                                              
       Если же х0 не принадлежит отрезку [p,q], то этот отрезок целиком содержится в одном из промежутков монотонности, так что трёхчлена на этом отрезке либо убывает, либо возрастает и принимает наибольшее и наименьшее значение в его концах.

     Если  а < 0 из формулы вытекает, что наибольшее значение трёхчлена у=ах2 + bх + с равно  уmах=4ас-b2  и принимается при значении 
                                                 4а
    х0= --
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 - абсцисса вершины параболы.
3)  Парабола – график квадратичной функции.

      Зафиксируем  на плоскости точку F и прямую l, которая не проходит через F. Множество точек плоскости, которые расположены на равном расстоянии от точки F и от прямой l, есть парабола, точка F – её фокус, а прямая l – директриса.

        Если в фокус « зеркальной»  параболы поместить источник света, то все исходящие из него световые лучи после отражения от неё пойдут по прямым, которые параллельны её оси симметрии. И наоборот, все световые лучи, идущие параллельно оси параболы, после отражения от «стенок» кривой соберутся в одной точке – её фокусе (рис. №1). Это замечательное оптическое свойство параболы широко применяется в технике, например в устройстве фар, рефлекторов, антенн радиотелескопов.  
Чтобы написать уравнение параболы, направим ось Оу параллельно директрисе  l, ось Ох – через точку F, а начало координат разместим посередине между точкой F и прямой l (рис. №2).


Рис.1                                                  Рис.2

    Параболой называется множество всех точек плоскости, каждая из которых находится на одинаковом расстоянии от данной точки, называемой фокусом, и от данной прямой, называемой директрисой и не проходящей через фокус.

      Директриса- прямая, обладающая тем свойством, что отношение расстояний от любой точки кривой до соответствующего фокуса и до этой прямой есть величина постоянная.

     Фокус кривой 2-го порядка (эллипса, гиперболы, параболы), точка F, лежащая в плоскости этой кривой и обладающая тем свойством, что отношение расстояния любой точки кривой до F к расстоянию до соответствующей директрисы есть величина постоянная.

     Если фокус F удалён от директрисы l  на расстояние р, то в такой системе он будет иметь координаты  F ( p/2;0), а любая точка на прямой l – одну и ту же абсциссу  -р/2. Расстояние от произвольной точки М (х;у) плоскости до точки F( р/2;0) равно
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а расстояние до прямой l от той же точки  М (х;у) равно х+р/2. Поскольку параболе принадлежат только те точки М (х; у) на плоскости, для которых эти расстояния одинаковы,

х+
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 После возведения обеих частей уравнения в квадрат и приведения  подобных членов получаем равенство    у2 = 2рх.
 Это и есть уравнение параболы, вершина которой располагается в начале координат.
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       Геометрическое значение некоторых различий в уравнениях для функции.

      Из сравнения уравнений для двух функций f и g иногда можно заключить, как взаимно расположены соответствующие графики в одной и той же системе координат.

1) Пусть g(x) = f(x) + b , где b – произвольная действительная постоянная. Тогда график g  получается из графика f  с двигом в направлении оси ординат на величину | b |. Если b
[image: image268.wmf]0

f

, то сдвиг происходит вверх; если b
[image: image269.wmf]0

p

, то происходит сдвиг вниз.

2) Пусть g(x) = af(x), где а – произвольная действительная постоянная, не равная нулю. Тогда график g получается из графика f  с помощью следующего отображения плоскости на себя.
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Растяжение в направлении оси ординат, удаляясь от оси абсцисс; растяжение с множителем  k=a
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Тождество отображение
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Сжатее в направлении оси ординат к оси абсцисс; множитель растяжения k=a
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Отражение относительно оси абсцисс и сжатие в направлении оси ординат к оси абсцисс; множитель растяжения k=|a|
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Отражение относительно оси абсцисс
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Отражение относительно оси абсцисс и растяжение в направлении оси ординат от оси абсцисс; множитель растяжения k=|a|

3)Пусть g(x) = f(x+c), где с – произвольная действительная постоянная. Тогда график g получится из графика  f  сдвигом в направлении оси абсцисс на величину |c|. Если 
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c

, то сдвиг происходит влево. Если
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c

, то сдвиг происходит вправо.
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4)Пусть g(x) = f(b*x) , где b – произвольная действительная постоянная, не равная нулю. Тогда график g получается и графика f каждый раз с помощью следующего отображения плоскости на себя (рис. 5). 
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Сжатие в направлении оси абсцисс к оси ординат; множитель растяжения  k = 
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Тождественное отображение
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Растяжение в направлении оси абсцисс от оси ординат; множитель растяжения  k =  
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Отражение относительно оси ординат и растяжение в направлении оси абсцисс от оси ординат; множитель растяжения  k = 
[image: image285.wmf]|

|

1

b



[image: image286.wmf]1

-

=

b


Отражение относительно оси ординат
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Отражение относительно оси ординат и сжатее в направлении оси абсцисс к оси ординат; множитель растяжения  k = 
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Применение квадратичной функции в физике

1.Путь пройденный при равномерно-ускоренном движении.
     На рис. 1 дан график пути равномерно-ускоренного - движения с начальной скоростью, равной нулю.

      График построен по этой формуле:
S=
[image: image289.wmf]2

1

at2       (для значения а=2 м/с2).

Рисунок 1.  

Он изображается кривой линией, поднимающейся вверх всё круче и круче. Расстояние точек графика от оси времени пропорциональны квадратам расстояния от оси пути. Такая кривая называется парабола.
 2. Движение тела брошенного горизонтально.




Найдем траекторию движения тела, брошенного горизонтально. Горизон​тальная проекция тела, двигаясь с постоянной скоростью do пройдет к моменту t путь, равный  S = 
[image: image290.wmf]u

0t (1) Путь пройденный вертикальной проекцией, будет равен  h = 
[image: image291.wmf]2
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 (2).
  Зная S и h, можем построить точку, в которой  будет находиться тело в момент t (рис. 2).
Величины S и h можно считать абсциссой и ор​динатой тела в системе координат с началом в точке, откуда шарик начал падать, с осью абс​цисс, расположенной горизонтально, и осью ординат, направленной вертикально в низ. Чтобы найти уравнение траектории тела, выразим из (1) промежуток времени через S и         подставим в (2). Получим:              
h = 
[image: image292.wmf]2
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Рисунок 2. 
    Ординаты точек траектории оказываются пропорциональными квадратам абсцисс. Мы знаем, что такие кривые называются параболами.

    Путь, проходимый в вертикальном направлении, не зависит от начальной скорости. Но путь, проходимый в горизонтальном направлении за данный промежуток времени, пропорционален начальной скорости. Поэтому при большой горизонтальной начальной скорости парабола, по которой падает тело, более вытянута в горизонтальном направлении. Если из расположенной гори​зонтально трубки выпускать струю воды (рис.3), то отдельные частицы воды будут, так же как и шарик, падать по параболе. Чем больше открыт кран, через который поступает вода в трубку, тем больше начальная скорость и тем дальше от крана падает струя на дно кюветы. Поставив позади струи, экран с заранее начерченными на нём параболами, можно убедиться, что струя воды действительно имеет форму параболы. Зная начальную скорость do и высоту падения h, можно найти расстояние по горизонтали до место падения.
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                                                                                  Рисунок 3.
   Действительно, из формулы (3) получаем:
     Полученные формулы можно было бы применить к падению авиационной бомбы, сброшенной с горизонтально летящего самолёта, если бы можно было бы пренебрегать сопротивлением воздуха. В момент сбрасывания, бомба обла​дает той же скоростью, что и самолёт; поэтому она начинает падать с горизон​тальной начальной скоростью, равной скорости самолёта. Если бы сопротивле​ние не было, бомба падала бы по параболе и в течении всего времени падения находилось точно под самолётом (если бы последний сохранял свой курс и ско​рость). В частности, падение бомбы на землю происходило ба как раз под той точкой, где в момент составляющая скорости бомбы сильно уменьшается, а вертикальная составляющая растёт гораздо медленнее, чем при падении в пустоте. Вследствие сопротивления воздуха сброшенная с самолёта бомба сразу начинает отставать от самолёта и падает далеко позади от него (рис.4), это уменьшает точность бомбометания.


                                                                                          Рисунок 4.
Квадратные неравенства

          1) решение квадратных неравенств по свойствам 

               квадратичной функции;

  2) метод интервалов.

Определение. Неравенства вида ax2+bx+c
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 где
[image: image296.wmf])

0

(

¹

a

, называют неравенствами второй степени с одним неизвестным или квадратными неравенствами.  
Определение. Всякое значение неизвестного, при котором данное неравенство с неизвестным обращается в верное числовое неравенство, называется решением неравенств. Решить неравенство – значит найти все его решения или доказать, что их нет.

Решение квадратных неравенств ax2+bx+c
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 состоит из 5 этапов.

1) Вводим соответствующую функцию y = ax2+bx+c.

2) Определяем направление ветвей параболы  y = ax2+bx+c (при 
[image: image299.wmf]0

f
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ветви параболы направлены вверх; при 
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p

a

ветви параболы направлены вниз).

3) Находим нули функции, т.е. решаем уравнение ax2+bx+c=0.

4) Если уравнение имеет корни, то отмечаем корни на координатной прямой и схематически рисуем параболу в соответствии с направлением ветвей. Если уравнение не имеет корней, то схематически рисуем параболу в соответствии с направлением ветвей.

5) Находим решение неравенств с учетом смысла знака неравенства.

    Решение квадратных неравенств, в зависимости от дискриминанта соответствующего квадратного уравнения, разбивается на 3 случая: 1)D
[image: image301.wmf]f

0; 2)D
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   Для решения неравенства необходимо найти дискриминант и корни соответствующего квадратного уравнения ах
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 + bх + с = 0:

D=b
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   Затем удобно воспользоваться графическим представлением функции у = ax
[image: image308.wmf]2

+ bx + c(парабола). При этом возможны следующие 4 случая(рис.1) и соответствующие им множества решений неравенства.

1. а>0, D
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. Парабола пересекает ось Ох в точках х
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), и ее ветви направлены вверх. В этом случае решение неравенства представляет собой объединение двух бесконечных интервалов числовой оси:
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 Рисунок 1.


2. а>0, D<0.Парабола расположена выше оси Ох.  Неравенство выполнено при любых значениях переменной: х
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3. а<0,D
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0. Парабола пересекает ось Ох в точках х
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 и х
[image: image318.wmf]2

, а ее ветви направлены вниз. Тогда решение неравенства представляет собой интервал: х
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4. a<0,D<0. Парабола расположена ниже оси Ох. Неравенство не имеет решений.
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Рисунок 2.
· Решим неравенство х
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Соответствующее квадратное уравнение имеет вид х
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-9=0. 
Его корни x
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 [-3;3], при которых у
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Рисунок 3.          

· Решим неравенство 2х
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+х-3>0.
Рассмотрим квадратное уравнение  
2х
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=1. Значения переменной х, при которых у>0: х
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Метод интервалов.

Чтобы решить систему квадратных неравенств, необходимо решить каждое из них и найти пересечение множества решений.
· Решим неравенства х
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- х – 6 
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 0, х
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4.

Рассмотрим первое неравенство. Соответствующее квадратное уравнение х
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- х – 6 = 0 имеет корни х
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 = -2 и х
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= 3. Поэтому решение                           х 
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Множество решений второго неравенства: х 
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  С помощью рис.4 находим пересечение множеств решений обоих неравенств: х 
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рисунок 4.
Неравенство вида 
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 - многочлены  степени  n  и m, называется дробно-рациональным неравенством.
Метод интервалов. Решение неравенств вида (1)  проводится в несколько этапов:

1.Находят корни многочленов P 
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 и Q
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(x), затем разлагают на множители.

2. Отмечают все корни на числовой оси, разбив ее таким образом на интервалы.

3. Определяют знак дроби        
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 внутри каждого интервала(задавая, например, какое-либо значение неизвестной х).
4. Записывают множество решений неравенства (1) в виде объединения соответствующих интервалов.
 Заметим, что нестрогому неравенству 
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 помимо полученных  интервалов удовлетворяют также корни многочлена P 
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Заключение 

        В данной работе мы  рассмотрели свойства квадратного трехчлена, способы решения и исследования квадратных уравнений и неравенств. Задачи, связанные с решением квадратного трехчлена являются неотъемлемой частью вступительного экзамена по математике в любом вузе.  Знание  свойств квадратного трехчлена и умение применять их являются необходимыми условиями успешного выполнения вступительной экзаменационной работы.
         Многочисленные задачи из совсем иных, на первый взгляд, разделов элементарной математики (исследование экстремальных свойств функций, системы уравнений и неравенств т.д.) зачастую сводятся, в конечном итоге, к решению квадратных уравнений или к исследованию квадратного трехчлена. 
       Материалы представленные в работе помогут учащимся рассмотреть квадратный трехчлен во всем его многообразии. 
Задачник 

«Квадратный трехчлен»

1.Решите квадратные уравнения:

1) 2x2+8x-11=0

2) 3t2-10t-20=0

3) 5p2+14p+1=0

4) 2x2+7x-25=0

5) 2x2+6x-25=0

6) 3v2-12v-40=0

7) 5n2+20n+1=0

8) 2q2+9q-20=0.
2.Решите уравнения:

1) (2x+1) (х+2)-(x-1) (3x+1)=1

2) (3u-1) (u-2)+(u+1) (u+2)=12

3) (x-1) (x-2) (x-3)=x3-14x-2

4) x(x-1) (x-2)=(x+1) (x+2) (x+3)

5) (x+7) (x-3)-(2x+1) (x-4)+18=0

6) (
[image: image363.wmf]2

1

x-2) (x+6)-(1-x) (3-x)+16=0

7) (2x-3) (2x+3)-2(1-x)2-(3x+1)2=0

8) (5-4x)2-(6+3x)2-(3x-4) (3x+4)=0.

9)  2t2+t3-15t2-17t-3=0

10)4x3-12x2+5x+6=0

11)9x3-36x2+20x+3=0

12)8z5-54z4+105z3+26z2-276z+216=0

13)y4-10y3+26y2-10y+1=0

14)x4-5x3+2x2+5x+1=0

15)2t4-5t3+6t2-5t+2=0

16)6x4-35x3+62x2-35x+6=0

17)8z3+16z-9=0

18)8t4-8t3+t-66=0
3.Решите задачи  с помощью квадратных уравнений

1)Усовершенствованный станок-автомат изготавливает в час на 40 деталей больше, чем станок старой модели, и поэтому для изготовления 2400 деталей на новом станке нужно на 10 часов меньше, чем на старом. Найти производительность усовершенствованного станка.

2)На шахматном турнире было сыграно 45 партий. Каждый из участников сыграл с каждым по одному разу. Сколько было участников турнира?

3)Участники совместного похода решили обменяться фотографиями (каждый с каждым). Сколько человек участвовало в походе, если понадобилось 72 фотографии?  

4.Решите  квадратные неравенства 

1)         3x2-7x-5
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2)         2x2+5x-3
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3)         –x2-x+4
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4)         –t2+3t+9
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5)         5t2+t+1
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6)         -3t2+2t-4
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7)          z2-2z+1
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8)          –z2+4z-4
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9)          -9x2+6x-1
[image: image372.wmf]p

0

10) x2+10x+25
[image: image373.wmf]f
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11) x2+x+1
[image: image374.wmf]p
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12) –t2+t-1
[image: image375.wmf]f
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13) (2z2+9) (z-1) (z+2)
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14) 
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 EMBED Equation.3 [image: image378.wmf]0
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15) (2u-3) (4u-5)+2u-3
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16) 6-u-(2+u) (u-6)
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17) (3-x) (x-5)
[image: image381.wmf]0

p


18) (7+x) (9-x)
[image: image382.wmf]0

f


19) (0,5t-1) (3t-4)
[image: image383.wmf]f

(3t+1) (0,5t-1)

20) (5z-6) (
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z+2)
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1

z+2) (2z-1)

21) (6z+5) (z-1)
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(z-2) (z-3)

22) (5x-1) (3-x)
[image: image388.wmf]f

(x+4) (3x-1)

23) (x-8) (x+2)
[image: image389.wmf]³

2x2-6x+1

24) (2x+3) (x-4)
[image: image390.wmf]p

(x-2) (x+6)

25) (3x-2) (x+9)
[image: image391.wmf]f

(x+3) (x-6)

26) 3x2+5x-3
[image: image392.wmf]³

(x+9) (x-4)

5.Разложение квадратного трехчлена на множители

Разложить, если возможно, на множители:

1) u2+5u-6

2) t2-4t+4

3) x2-2x-15

4) u2+6u+9

5) v2+v+1

6) z2-2z+2

7) z2+4z+1

8) x2+10x+1

9) x2- (a+b)x+ab

10)x2+(2+a)x+2a

11)2k2-k-2

12)3v2-2v-1

13)-5m2+3m+2

14)-4q2-q+3

15)-9p2-3p-2

16)-25z2+5z-4

17)7x2+6x+1

18)9t2-10t+2

19)-11z2+20z+3

20)-13x2-16x+3
6.Разложите на множители (сборник для проведения экзаменов 9 класс):

№1

1) 3x+xy2-x2y-3y;                            2)a2b-2b+ab2-2a

№2

1)  2a2-2b2-a+b                                2) x-y-3x2+3y

№3

1)  2x+y+y2-4x2                               2) a-3b+9b2-a2
№4

1)  a3-ab-a2b+a2                                 2) x2y-x2-xy+x3
№5

1)1x2+2xy-y2;                                 2)a2-9b2+18bc-9c2
№6

1)2x2-20xy+50y2-2                        2) 3a2+12b2+12ab-12

№7

1) ac4-c4-ac2+c2                              2) x3y2-xy-x3+x

№8

1) ab2-b2y-ax+xy+b2-x                 2) a2b-ab2-ac+ab+bc-c

№9

 1) ax2-2ax-bx2+2bx-b+a             2)by2+4by-cy24cy-4c+4b.

Докажите тождество
№10

1) 
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x2+y2
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3-4x2y2
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x2+y2) = (x4-y4) (x2-y2)

2)  4a2b2(a2+b2)-(a2+b2)3 = (b2-a2) (a4-b4)/

     7.Какая из парабол y=x2-3 или y=x2-3x не проходят через начало координат? Постройте эту параболу.

8.Упростите выражения ( из сборника для экзамена Кузнецовой Л.В.)
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9.Сократите дробь:

№31
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№34
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№35

1)    
[image: image434.wmf]ab

b

a

a

a

3

3

1

2

9

2

9

-

+

-

+

-

                 2)   
[image: image435.wmf]2

9

2

10

5

2

5

2

+

-

+

-

-

m

m

mn

n

m


10.Решите уравнения с помощью введения новой переменной, приводя к квадратным уравнениям

№73

1) x4-2x2-8=0

2) x4-8x2-9=0

№74

1) x4-7x2+12=0

2) x4-11x2+18=0

№75
1) 2x4-19x2+9=0

2) 3x4-13x2=4=0

№76

1) (x2+4x) (x2+4x-17)+60=0

2) (x2-5x) (x2-5x+10)+24=0

№77

1) (x2-3x)2-2(x2-3x)=8

2) (x2+x)2-11(x2+x)=12
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Задания из части II «малого» ЕГЭ для 9 класса

1. Вычислите:

1) (2
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2. Сократите дробь:  
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3. Упростите выражение:

1) 
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4.  Упростите выражение 
[image: image449.wmf]2

2

2

)

1

(

)

1

(

-

-

-

x

y

x

yx

 и найдите его значение при x = 11, y = 0,1.
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6.  Докажите, что значение выражения не зависит от допустимых значений переменной 
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7.  Упростите выражение 
[image: image452.wmf])
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 и найдите его значение при x = 169.

8.  Значение выражения 
[image: image453.wmf]10
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 является целое число. Найдите его.

9.  Упростите до целого числа выражение 
[image: image454.wmf].
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10.  Выражение 
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11.  Упростите до целого числа выражение 
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12.  Упростите выражение 
[image: image457.wmf]).
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13.  
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16

16

4

4

(

*

4

1

5

2

2

1

x

x

x

x

x

-

-

+

-

+

-


14.  Упростите выражение 
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  и найдите его значение при y = 6,25.

15. Найдите значение выражения 
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16.  Докажите, что значение выражения 
[image: image461.wmf].
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 не зависит от значения переменной а.

17.  Докажите, что значение выражения 
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 не зависит от значения переменной n.

18.  Найдите значение выражения
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19. Значение выражения 
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при x = 9,0169 является целым числом. Найдите его.

20.  Упростите выражение 
[image: image466.wmf].
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21.  
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22.  Найдите значение дроби 
[image: image468.wmf]3
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23.  Упростите до целого числа выражение 
[image: image470.wmf].
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25.  Найдите значение выражения 
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28.  Упростите до целого числа 
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29. Сократите дробь 
[image: image479.wmf].
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30.  Найдите значение выражения 
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31.  Вычислите  
[image: image482.wmf]).
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32.  Вычислите 
[image: image483.wmf]).
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33.  Упростите выражение  
[image: image484.wmf].
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34.  Сократите дробь  
[image: image485.wmf].
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35.  Сократите дробь  
[image: image486.wmf].
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36.  Укажите общий корень уравнений 
[image: image487.wmf]0
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  и  
x2 - 5x – 24 = 0.

37.  Решите уравнение –x3+5x2+10x-50=0.

38.  x3+2x2-18x-36=0.

39.  (x2+2) (x2-8) = 11.

40.  (x2-4) (x2+3) = 18.

41.  
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42.  
[image: image489.wmf].
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43.  
[image: image490.wmf].
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44. (x-2)4 – 4x2+16x-61=0.

45.  При каком значении a уравнение x2-4x+a=0  имеет один корень?

46.  Один из корней уравнения x2+px-15=0 равен 5. Найдите сумму корней этого уравнения.

47.  Произведение корней уравнения (x2+3x)2-x2-3x=12 равно …

48.  Решите уравнение 
[image: image491.wmf].
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49.  Не решая уравнения 3x2+3x-1=0, найдите x12x2+x22x1, где x1 и x2 – корни уравнения.

50.  Не решая уравнения 3x2+3x-1=0, найдите x12+x22. где x1и x2 – корни уравнения.

51.  При каких значениях, а уравнение x2-3x+a=0 имеет корень равный 3?

52.   При каких значениях параметра b  уравнение 
[image: image492.wmf]0
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имеет единственное решение?

53.  При каких значениях параметра b уравнение 
[image: image493.wmf]0

36

2

=

+

-

b

x

x

имеет единственное решение?

54.  При каких значениях параметра b уравнение 
[image: image494.wmf]0
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 имеет единственное решение?

55.  Укажите наибольшее целое значении а, при котором уравнение x2-2ax+2a+24=0  имеет различные отрицательные корни.

56.  Укажите наибольшее значении а, при котором уравнение x2-(a+7)|x|+a2-5a=0 имеет три решения.

57.  Числа 13 и -24 являются корнями уравнения 
x4 - 745x2 + 97344 = 0. Укажите наибольший корень уравнения.

58.  Укажите все значения а, при которых уравнение 

x3 - 2ax2 - (2a-3)x = 0 имеет три различных корня.

59. Решите уравнение 
[image: image495.wmf].

1

9

5

3

5

4

5

2

5

2

2

2

2

=

+

+

+

+

+

+

+

+

+

x

x

x

x

x

x

x

x


60.  
[image: image496.wmf].
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61.  
[image: image497.wmf].
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62.  Докажите что уравнение (x2-2x+7) (x2+6x+1) = 11 не имеет корней.

63.  При каких значениях b оба корня уравнения x2-bx+2=0

 лежат в промежутке (1;3)?
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У= ах2+ bх + с, а = 0


 свойства


 график


 преобразование графиков функций














Выделение 


квадрата двучлена


а(х – m) 2  +   n





Квадратное 


уравнение ах2+ bх+с=0 


 неполное


 ах2+ bх=0, ах2=0, ах2+с=0


 полное


 ах2+ bх+с=0 


 приведенное


 х2 +pх +q=0 


 биквадратное


 ах4 + bх2 +с=0





Разложение 


на множители


а(х – х1)(х – х2)


                          





Определение


 ах2+ bх + с, а = 0





Квадратный 


трехчлен 





� EMBED Equation.3  ���





Рис.5.





y = x2


y = f(x)





y=(x-1,5)2


g(x)=f(x-1,5)





y=(x-1,5)2


g(x)=f(x+2)





x





y
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