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Введение: 
           Где возможно увидеть многогранники – эти удивительные тела? В очень красивой книге немецкого биолога начала нашего века Э. Геккеля «Красота форм в природе» можно прочитать такие строки: «Природа вскармливает на своем лоне неисчерпаемое количество удивительных созданий, которые по красоте и разнообразию далеко превосходят все созданные искусством человека формы». Форму многогранников придумал не сам человек, ее создала сама природа. Создания природы красивы и симметричны. Это неотделимое свойство природной гармонии. 

           Правильные многогранники с древних времен притягивали ученых и философов своей неповторимостью. Их изучением занимались Евклид, Платон, Декарт, Архимед, Пуансо, Кеплер и многие другие. И сейчас спустя 2 тысячелетия, многих привлекает красота и симметрия правильных многогранников. 
           Данная работа посвящена правильным многогранникам, а именно икосаэдру и октаэдру. В связи с этим были поставлены следующие цели и задачи:

· Более подробно, чем в школе познакомиться с Платоновыми телами и выяснить сколько звездчатых форм имеет икосаэдр и октаэдр;
· Собрать информацию об икосаэдре и октаэдре;

· Установить связь икосаэдра и октаэдра с природой;

· Изготовить развертки некоторых звездчатых форм, изготовить их модели.

· Расширить математический кругозор.

Введём понятие многогранника:

МНОГОГРАННИК - часть пространства, ограниченная совокупностью конечного числа плоских многоугольников, соединенных таким образом, что каждая сторона любого многоугольника является стороной ровно одного другого многоугольника (называемого смежным), причем вокруг каждой вершины существует ровно один цикл многоугольников. Эти многоугольники называются гранями, их стороны – ребрами, а вершины – вершинами многогранника. 


Есть выпуклые и невыпуклые, правильные и неправильные многогранники. Мы обратим внимание на правильные, а значит выпуклые, тела.





Что такое правильный многогранник? Правильным называется такой многогранник, все грани которого равны (или конгруэнтны) между собой и при этом являются правильными многоугольниками. Существует только пять выпуклых правильных многогранников, причём их гранями могут быть только три типа правильных многоугольников: треугольники, квадраты и пентагоны (правильные пятиугольники). В «Началах Евклида» дано строгое тому доказательство.
Платоновы тела


Эти многогранники принято называть Платоновыми телами (Рис. 1), названными так в честь древнегреческого философа Платона, который использовал их в своей космологии.
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Мы начнем наше рассмотрение с правильных многогранников, гранями которых являются равносторонние треугольники. Первый из них – это тетраэдр (Рис. 2). В тетраэдре три равносторонних треугольника встречаются в одной вершине; при этом их основания образуют новый равносторонний треугольник. Тетраэдр имеет наименьшее число граней среди Платоновых тел и является трехмерным аналогом плоского правильного треугольника, который имеет наименьшее число сторон среди правильных многоугольников.
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Следующее тело, которое образуется равносторонними треугольниками, называется октаэдром (Рис. 3). В октаэдре в одной вершине встречаются четыре треугольника; в результате получается пирамида с четырехугольным основанием. Если соединить две такие пирамиды основаниями, то получится симметричное тело с восемью треугольными гранями – октаэдр.
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Теперь можно попробовать соединить в одной точке пять равносторонних треугольников. В результате при дальнейшем соединении треугольников получится фигура с 20 треугольными гранями – икосаэдр (Рис. 4).

Следующая правильная форма многоугольника – квадрат. Если соединить три квадрата в одной точке и затем добавить еще три, мы получим совершенную форму с шестью гранями, называемую гексаэдром или кубом (Рис. 5).
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Наконец, существует еще одна возможность построения правильного многогранника, основанная на использовании следующего правильного многоугольника – пентагона. Если собрать 12 пентагонов таким образом, чтобы в каждой точке встречалось три пентагона, то получим еще одно Платоново тело, называемое додекаэдром (Рис.6).


Следующим правильным многоугольником является шестиугольник. Однако если соединить три шестиугольника в одной точке, то мы получим поверхность, то есть из шестиугольников нельзя построить объемную фигуру. Любые другие правильные многоугольники выше шестиугольника не могут образовывать тел вообще. Из этих рассуждений вытекает, что существует только пять правильных многогранников, гранями которых могут быть только равносторонние треугольники, квадраты и пентагоны.


Существуют удивительные геометрические связи между всеми правильными многогранниками. Так, например, куб и октаэдр дуальны, т.е. получаются друг из друга, если центры тяжести граней одного принять за вершины другого и обратно. Аналогично дуальны икосаэдр и додекаэдр. Тетраэдр дуален сам себе. Додекаэдр получается из куба построением «крыш» на его гранях (способ Евклида), вершинами тетраэдра являются любые четыре вершины куба, попарно не смежные по ребру, то есть из куба могут быть получены все остальные правильные многогранники. Сам факт существования всего пяти действительно правильных многогранников удивителен — ведь правильных многоугольников на плоскости бесконечно много!
Формула Эйлера, числовые характеристики Платоновых тел

Основными числовыми характеристиками Платоновых тел является число сторон грани m, число граней, сходящихся в каждой вершине, число граней Г, число вершин В, число ребер Р и число плоских углов У на поверхности многогранника. Эйлер открыл и доказал знаменитую формулу:
В — Р + Г = 2.

Эта формула связывает числа вершин, ребер и граней любого выпуклого многогранника. Числовые характеристики Платоновых тел приведены в следующей таблице:
Числовые характеристики Платоновых тел

	Многогранник
	Число сторон грани, m
	Число граней, сходящихся в вершине, n
	Число граней (Г)
	Число вершин (В)
	Число ребер (Р)
	Число плоских углов на поверхности (У)

	Тетраэдр
	3
	3
	4
	4
	6
	12

	Гексаэдр (куб)
	4
	3
	6
	8
	12
	24

	Октаэдр
	3
	4
	8
	6
	12
	24

	Икосаэдр
	3
	5
	20
	12
	30
	60

	Додекаэдр
	5
	3
	12
	20
	30
	60


Золотая пропорция в икосаэдре и додекаэдре

Икосаэдр и двойственный ему додекаэдр (Рис. 4, 6) занимают особое место среди Платоновых тел. Прежде всего, необходимо подчеркнуть, что геометрия икосаэдра и додекаэдра непосредственно связана с золотой пропорцией. Действительно, гранями додекаэдра являются пентагоны, т.е. правильные пятиугольники, основанные на золотой пропорции. Если внимательно посмотреть на икосаэдр, то можно увидеть, что в каждой его вершине сходится пять треугольников, внешние стороны которых образуют пентагон. 
Существуют глубокие математические подтверждения фундаментальной роли, которую играет золотая пропорция в икосаэдре и додекаэдре. Известно, что эти тела имеют три специфические сферы. Первая (внутренняя) сфера вписана в тело и касается его граней. Обозначим радиус этой внутренней сферы через Ri. Вторая или средняя сфера касается его ребер. Обозначим радиус этой сферы через Rm. Наконец, третья (внешняя) сфера описана вокруг тела и проходит через его вершины. Обозначим ее радиус через Rc. Значения радиусов этих сфер для додекаэдра и икосаэдра, имеющих ребро единичной длины, выражается через золотую пропорцию:
Золотая пропорция в сферах додекаэдра и икосаэдра

	
	Rc
	Rm
	Ri

	Икосаэдр
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	Додекаэдр
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Заметим, что отношение радиусов [image: image7.png]|
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одинаково как для икосаэдра, так и для додекаэдра. Таким образом, если додекаэдр и икосаэдр имеют одинаковые вписанные сферы, то их описанные сферы также равны между собой.





Известны и другие соотношения для икосаэдра и додекаэдра, подтверждающие их связь с золотой пропорцией. Например, если взять икосаэдр и додекаэдр с длиной ребра, равной единице, и вычислить их внешнюю площадь и объем, то они выражаются через золотую пропорцию:
Золотая пропорция во внешней площади и объеме икосаэдра и додекаэдра

	
	Икосаэдр
	Додекаэдр

	Внешняя площадь
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	Объем
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Таким образом, существует огромное количество соотношений, полученных еще античными математиками, подтверждающих замечательный факт, что именно золотая пропорция является главной пропорцией икосаэдра и дуального ему додекаэдра.
[image: image26.jpg]


Космология Платона
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ОГОНЬ
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ТЕТРАЭДР
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ВОДА
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ИКОСАЭДР
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ВОЗДУХ
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ОКТАЭДР
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ЗЕМЛЯ
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ГЕКСАЭДР
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ВСЕЛЕННАЯ
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ДОДЕКАЭДР



Рассмотренные выше правильные многогранники получили название Платоновых тел, так как они занимали важное место в философской концепции Платона об устройстве мироздания.


Четыре многогранника олицетворяли в ней четыре сущности или «стихии». Тетраэдр символизировал Огонь, так как его вершина устремлена вверх; Икосаэдр — Воду, так как он самый «обтекаемый» многогранник; Куб — Землю, как самый «устойчивый» многогранник; Октаэдр — Воздух, как самый «воздушный» многогранник. Пятый многогранник, Додекаэдр, воплощал в себе «все сущее», «Вселенский разум», символизировал все мироздание и считался главной геометрической фигурой мироздания.

Таким образом, представление о «сквозной» гармонии бытия древние греки связывали с ее воплощением в Платоновых телах. Влияние знаменитого греческого мыслителя Платона сказалось и на Началах Евклида. Интересно, что они («Начала») начинаются описанием построения правильного треугольника и заканчиваются изучением пяти Платоновых тел. Заметим, что Платоновым телам посвящена заключительная, то есть, 13-я книга Начал Евклида. Кстати, этот факт, то есть размещение теории правильных многогранников в заключительной книге Начал Евклида, дал основание древнегреческому математику Проклу, который был комментатором Евклида, выдвинуть интересную гипотезу об истинных целях, которые преследовал Евклид, создавая свои Начала. Согласно Проклу, Евклид создавал их не с целью изложения геометрии как таковой, а чтобы дать полную систематизированную теорию построения «идеальных» фигур, в частности пяти Платоновых тел, попутно осветив некоторые новейшие достижения математики!


Мы остановимся на двух из этих замечательных тел – на икосаэдре и октаэдре. Почему? Эти тела показались нам наиболее интересными. Икосаэдр привлёк количеством звёздчатых форм и тем, что часто встречается как в живом, так и в неживом мире. Октаэдр же порадовал количеством кристаллов, имеющих его форму и единственной (!) звёздчатой формой. Также эти тела находят место во многих теориях строения Вселенной, в различных областях науки.

Икосаэдр
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Икосаэдр - (от греческого ico — шесть и hedra — грань) правильный выпуклый многогранник, составленный из 20 правильных треугольников. Каждая из 12 вершин икосаэдра является вершиной 5 равносторонних треугольников, поэтому сумма углов при вершине равна 300°. У икосаэдра 30 ребер. Сумма длин всех ребер равна 30а. Правильный икосаэдр имеет 15 осей симметрии, каждая из которых проходит через середины противоположных параллельных ребер. Точка пересечения всех осей симметрии икосаэдра является его центром симметрии. 

Икосаэдро-додекаэдровая теория строения Земли

[image: image40.jpg]




Существует много данных о сравнении структур и процессов Земли с правильными многогранниками. Полагают, что четырем геологическим эрам Земли соответствуют четыре силовых каркаса правильных Платоновских тел: Протозою - тетраэдр (четыре плиты), Палеозою - гексаэдр (шесть плит), Мезозою - октаэдр (восемь плит), Кайнозою - додекаэдр (двенадцать плит). Существует гипотеза, по которой ядро Земли имеет форму и свойства растущего кристалла, оказывающего воздействие на развитие всех природных процессов, идущих на планете. «Лучи» этого кристалла, а точнее его силовое поле, обусловливают [image: image41.png]


икосаэдро-додекаэдрическую структуру Земли, проявляющуюся в том, что в земной коре как бы проступают проекции вписанных в земной шар правильных многогранников: икосаэдра и додекаэдра. 62 их вершины и середины ребер, называемые узлами, оказывается, обладают рядом специфических свойств, позволяющих объяснить многие непонятные явления. Если нанести на глобус очаги наиболее крупных и примечательных культур и цивилизаций Древнего мира, можно заметить закономерность в их расположении относительно географических полюсов и экватора планеты. Многие залежи полезных ископаемых тянутся вдоль икосаэдрово-[image: image42.png]


додекаэдровой сетки. Еще более удивительные вещи происходят в местах пересечения этих ребер: тут располагаются очаги древнейших культур и цивилизаций: Перу, Северная Монголия, Гаити, Обская культура и другие. В этих точках наблюдаются максимумы и минимумы атмосферного давления, гигантские завихрения Мирового океана, здесь шотландское озеро Лох-Несс, Бермудский треугольник. Дальнейшие исследования Земли, возможно, определят отношение к этой красивой научной гипотезе, в которой, как видно, правильные многогранники занимают важное место. В. Макаров и В. Морозов потратили десятилетия на исследование данного вопроса. Они пришли к выводу, что развитие Земли шло поэтапно, и в настоящее время процессы, происходящие на поверхности Земли, привели к появлению залежей с икосаэдро-додекаэдровым узором. Еще в 1929 году С.Н. Кислицин в своих работах сопоставлял структуру додекаэдра-икосаэдра с залежами нефти и алмазов. В. Макаров и В. Морозов утверждают, что в настоящее время процессы жизнедеятельности Земли имеют структуру додекаэдра-икосаэдра. Двадцать районов планеты (вершины додекаэдра) - центры поясов выходящего вещества, основывающего биологическую жизнь (флора, фауна, человек). Центры всех магнитных аномалий и магнитного поля планеты расположены в узлах системы треугольников. К тому же согласно исследованиям авторов, в настоящую эпоху все ближайшие небесные тела свои процессы располагают согласно додекаэдро-икосаэдровой системе, что замечено у Марса, Венеры, Солнца. Аналогичные энергетические каркасы присущи всем элементам Космоса (Галактики, звезды и т. д.). Нечто похожее наблюдается и в микроструктурах.
Усечённый икосаэдр, икосаэдр в искусстве
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В своей Нобелевской лекции американский ученый Смолли, один из авторов экспериментального открытия фуллеренов, говорит об Архимеде (287-212 гг. до н.э.) как о первом исследователе усеченного икосаэдра, правда, оговариваясь, что возможно Архимед присваивает себе эту заслугу и икосаэдры усекали задолго до него. Достаточно упомянуть найденные в Шотландии и датированные около 2000 г. до н.э. сотни каменных предметов (по всей видимости, ритуального назначения) в форме сфер и различных многогранников, включая икосаэдры и додекаэдры. Усеченный икосаэдр — один из 13 архимедовых многогранников или архимедовых тел (считается, что их впервые описал Архимед). Оригинальная работа Архимеда, к сожалению, не сохранилась, и ее результаты дошли до нас, что называется, «из вторых рук». Во времена Возрождения все архимедовы тела одно за другим были «открыты» заново. В конце концов Кеплер в 1619 г. в своей книге «Мировая гармония» («Harmonice Mundi») дал исчерпывающее описание всего набора архимедовых тел — многогранников, каждая грань которых представляет собой правильный многоугольник, а все вершины находятся в эквивалентном положении (как атомы углерода в молекуле С60). Но сейчас доподлинно известно, что первым открыл и подробно описал архимедовы тела (не зная, конечно, что это уже было сделано Архимедом), в частности 5 усечённых Платоновых тел: усеченные тетраэдр, куб, октаэдр, додэкаэдр и, что важно непосредственно для нас, усечённый икосаэдр, Пьеро делла Франческа. В его рукописи «О пяти правильных телах» («Libbelus de quinque corporibus regularibus»), датированной 1480 г., обнаружено старейшее из дошедших до наших дней изображений усеченного икосаэдра. Архимедовы тела состоят не менее чем из двух различных типов многоугольников, в отличие от 5 Платоновых тел, все грани которых одинаковы (как в молекуле С20, например). 


Итак, как же сконструировать архимедов усеченный икосаэдр из Платонова икосаэдра? Ответ показан на рисунке слева. Действительно, в любой из 12 вершин икосаэдра сходятся 5 граней. Если у каждой из 12 вершин отрезать (отсечь) часть икосаэдра плоскостью, то образуется 12 новых пятиугольных граней. Вместе с уже имеющимися 20 гранями, превратившимися после такого отсечения из треугольников в шестиугольники, они составят 32 грани усеченного икосаэдра. При этом ребер будет 90, а вершин 60. 


Многие авторы, пишущие о фуллеренах, в частности супруги Дрессельхаус и П. Эклунд в своей замечательной монографии «Наука о фуллеренах и углеродных нанотрубках» («Science of Fullerenes and Carbon Nanotubes») отмечают оригинальный способ пространственного изображения усеченного икосаэдра, предложенный Леонардо да Винчи, и приводят репродукцию этого прекрасного изображения из иллюстрированной Леонардо книги его современника, францисканского монаха и математика Луки Пачоли (1445-1514) «Божественная пропорция» («De Devina Proportione»), изданной в 1509 г. Это так называемый метод жёстких рёбер. Конечно, титан Возрождения, живописец, скульптор, ученый и изобретатель Леонардо да Винчи (1452-1519) — символ неразрывности искусства и науки, поэтому вполне закономерен и его интерес к таким прекрасным высокосимметричным объектам как выпуклые многогранники вообще и усеченный икосаэдр в частности. 
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Изображение Леонардо да Винчи
усеченного икосаэдра методом
жестких ребер в книге Л. Пачоли
«Божественная пропорция».


Гравюру с изображением усеченного икосаэдра Леонардо предваряет надписью по латыни: Ycocedron Abscisus (усеченный икосаэдр) Vacuus. Термин Vacuus обозначает тот факт, что грани многогранника изображены «пустыми» (не сплошными). Строго говоря, грани не изображаются вовсе, они существуют только в нашем воображении. Зато ребра многогранника изображены не геометрическими линиями (которые, как известно, не имеют ни ширины, ни толщины), а жесткими трехмерными сегментами. Обе эти особенности данной гравюры и составляют основу способа пространственного изображения многогранников, изобретенного Леонардо для иллюстрации книги Луки Пачоли. 

Такая техника позволяет зрителю, во-первых, безошибочно определить, какие из ребер принадлежат передним, а какие — задним граням многогранника (что практически невозможно при изображении ребер геометрическими линиями), и, во-вторых, взглянуть как бы сквозь геометрическое тело, ощутить его в перспективе, глубине, которые теряются при использовании техники сплошных граней. Техника, разработанная Леонардо, являет собой блестящий пример геометрической иллюстрации, нового способа графического изображения научной информации. Эта техника впоследствии многократно использовалась художниками, скульпторами и учеными. 

Икосаэдр в природе
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Вирусы
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Исключительностью икосаэдра среди Платоновых тел воспользовались вирусы. По-видимому, тут все дело в экономии — экономии генетической информации. Вы можете спросить: а почему обязательно правильный многогранник? И почему именно икосаэдр? Вирусная частица должна весь обмен клетки-хозяина перевернуть вверх дном; она должна заставить зараженную клетку синтезировать многочисленные ферменты и другие молекулы, необходимые для синтеза новых вирусных частиц. Все эти ферменты должны быть закодированы в вирусной нуклеиновой кислоте. Но количество ее ограничено. Поэтому для кодирования белков собственной оболочки в нуклеиновой кислоте вируса оставлено совсем мало места. Что же делает вирус? Он просто использует много раз один и тот же участок нуклеиновой кислоты для синтеза большого числа стандартных молекул — строительных белков, объединяющихся в процессе автосборки вирусной частицы. В результате достигается максимальная экономия генетической информации. Остается добавить, что по законам математики для построения наиболее экономичным способом замкнутой оболочки из одинаковых элементов нужно сложить из них икосаэдр, который мы наблюдаем у вирусов. Так «решают» вирусы сложнейшую (ее называют «изопиранной») задачу: найти тело наименьшей поверхности при заданном объеме и притом состоящее из одинаковых и тоже простейших фигур. Вирусы, мельчайшие из организмов, настолько простые, что до сих пор неясно — относить их к живой или неживой природе, — эти самые вирусы справились с геометрической проблемой, потребовавшей у людей более двух тысячелетий! Все так называемые «сферические вирусы», в том числе такой страшный, как вирус полиомиелита, представляют собой икосаэдры, а не сферы, как думали раньше. Вирусы, построенные только из нуклеиновой кислоты и белка, могут походить на жесткую палочкообразную или гибкую нитевидную спираль, точнее на правильный двадцатигранник, или икосаэдр. 
Фуллерены

В 1985 году было сделано одно из выдающихся открытий в области химии. Речь идет о так называемых «фуллеренах». Термином «фуллерены» называют замкнутые молекулы типа С60, С70, С76, С84, в которых все атомы углерода находятся на сферической или сфероидальной поверхности. В этих молекулах атомы углерода расположены в вершинах правильных шестиугольников или пятиугольников, которые покрывают поверхность сферы или сфероида. Центральное место среди фуллеренов занимает молекула С60, которая характеризуется наибольшей симметрией и как следствие наибольшей стабильностью. 

Молекула фуллерена С60 - усеченный икосаэдр с атомами углерода в вершинах. Он имеет 32 грани (12 пятиугольных и 20 шестиугольных), 60 вершин и 90 ребер (60 на границе пяти- и шестиугольников и 30 на границе только шестиугольников). Направляющие ребра такого многогранника образуют некоторое подобие мозаики Пенроуза.
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В этой молекуле, напоминающей покрышку футбольного мяча и имеющую структуру правильного усеченного икосаэдра, атомы углерода располагаются на сферической поверхности в вершинах 20 правильных шестиугольников и 12 правильных пятиугольников так, что каждый шестиугольник граничит с тремя шестиугольниками и тремя пятиугольниками, а каждый пятиугольник граничит с шестиугольниками.

Термин «фуллерен» берет свое начало от имени американского архитектора Бакминстера Фуллера, который, оказывается, использовал такие структуры при конструировании куполов зданий.

«Фуллерены» по существу представляют собой «рукотворные» структуры, вытекающие из фундаментальных физических исследований. Впервые они были синтезированы в 1985 учеными Г. Крото и Р. Смолли (получившими в 1996 г. Нобелевскую премию за это открытие). Но в 1992 их неожиданно обнаружили в породах докембрийского периода, то есть фуллерены оказались не только «рукотворными», но и природными образованиями. Сейчас фуллерены интенсивно изучают в лабораториях разных стран, пытаясь установить условия их образования, структуру, свойства и возможные сферы применения. Наиболее полно изученный представитель семейства фуллеренов — фуллерен-60 (C60, его называют иногда бакминстер-фуллерен). Известны также фуллерены C70 и C84. Фуллерен С60 получают испарением графита в атмосфере гелия. При этом образуется мелкодисперсный, похожий на сажу порошок, содержащий 10% углерода; при растворении в бензоле порошок дает раствор красного цвета, из которого и выращивают кристаллы С60. Фуллерены обладают необычными химическими и физическими свойствами. Так, при высоком давлении С60 становится твердым, как алмаз. Его молекулы образуют кристаллическую структуру, как бы состоящую из идеально гладких шаров, свободно вращающихся в гранецентрированной кубической решетке. Благодаря этому свойству C60 можно использовать в качестве твердой смазки. Фуллерены обладают также магнитными и сверхпроводящими свойствами.

Российские ученые А.В. Елецкий и Б.М. Смирнов в своей статье «Фуллерены», опубликованной в журнале «Успехи физических наук», отмечают, что «фуллерены, существование которых было установлено в середине 80-х, а эффективная технология выделения разработана в 1990 г., в настоящее время стали предметом интенсивных исследований десятков научных групп. За результатами этих исследований пристально наблюдают прикладные фирмы. Поскольку эта модификация углерода преподнесла ученым целый ряд сюрпризов, было бы неразумным обсуждать прогнозы и возможные последствия изучения фуллеренов в ближайшее десятилетие, но следует быть готовым к новым неожиданностям».
Феодарии
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Скелет одноклеточного организма феодарии (Circogonia icosahedra) по форме напоминает икосаэдр.
       
Скорее всего, такая природная геометризация феодарий вызвана уникальной формой этого многогранника (напоминаем, что он имеет наибольший объём при наименьшей площади), помогающей морскому организму преодолевать давление водной толщи: большинство феодарий живут на  морской глубине и служат добычей коралловых рыбок. Но простейшее  животное    защищает себя   двенадцатью иглами, выходящими из 12  вершин скелета. Он больше похоже на звёздчатый      многогранник.  

Кристаллы

Кристаллы бора имеют форму икосаэдра
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Звёздчатые формы икосаэдра


Икосаэдр имеет двадцать граней. Если каждую из них продолжить неограниченно, то тело будет окружено великим многообразием отсеков - частей пространства, ограниченных плоскостями граней. 










Все звездчатые формы икосаэдра можно получить добавлением к исходному телу таких отсеков. Не считая самого икосаэдра, продолжения его граней отделяют от пространства 20+30+60+20+60+120+12+30+60+60 отсеков десяти различных форм и размеров. Большой икосаэдр состоит из всех этих кусков, за исключением последних шестидесяти. 











Среди звездчатых форм икосаэдра встречаются некоторые соединения Платоновых тел. 













Среди них: соединения пяти октаэдров, энантиоморфные формы соединения пяти тетраэдров и соединения десяти тетраэдров. Если бы Платон смог видеть эти формы, они привели бы его в восхищение. После того как были открыты эти и ряд других многогранников, ученые, естественно, задумались над вопросом: сколько существует звездчатых форм икосаэдра? 









В 1900 году Брюкнер опубликовал классическую работу о многогранниках, озаглавленную "Vielecke und Vielflache", в которой были представлены некоторые новые звездчатые формы икосаэдра. Открытием еще несколько форм мы обязаны Уиллеру(1924). 
В 1938 году систематическое и полное исследование вопроса провел Кокстер совместно с Дювалем, Флэзером, Петри. Для различения исходных форм и выделения характерных форм они применили правила ограничения, установленные Дж. Миллером. 
Кокстер доказал, что всего существует 59 звездчатых форм икосаэдра, из которых 32 обладают полной, а 27 неполной икосаэдральной симметрией (последнее обстоятельство дает возможность строить энантиоморфные им аналоги, которые имеют красивый и необычный вид). 
Соединение пяти тетраэдров
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Асимметричное и скошенное положение граней этого многогранника придаёт ему необычайно привлекательный вид.
Соединение десяти тетраэдров
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Этот многогранник представляет собой комбинацию двух энантиоморфных (зеркальных) форм соединения пяти тетраэдров.
  
Первая звёздчатая форма икосаэдра


Эту модель делают из 20 частей, каждая из которых представляет собой невысокую [image: image54.jpg]


треугольную пирамиду без основания.
[image: image55.jpg]



Вторая звёздчатая форма икосаэдра
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На этой очень красивой модели заметны пятигранные высокие пики, выступающие из впадин модели соединения десяти тетраэдров.
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Третья звёздчатая форма икосаэдра

Этот весьма простой многогранник принадлежит к семейству дельтаэдров. Для дельтаэдров характерно, что все их грани представляют собой равносторонние треугольники. Сам многогранник внешне напоминает додекаэдр и даже содержит его рёбра, но на самом деле является звёздчатой формой икосаэдра. Его можно представить себе как додекаэдр с удалёнными пятиугольными гранями, место которых заняли пятигранные впадины с [image: image58.jpg]


правильными треугольными гранями.
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Четвёртая звёздчатая форма икосаэдра
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Как уже отмечалось, процесс продолжения граней икосаэдра ведёт к появлению десяти различных типов отсеков, служащих дополнением к исходному телу. Модель одной из звёздчатых форм можно построить таким образом, что отсеки явятся как бы связками между вершинами некоторого многогранника. Эта модель представляет собой аналог скелетной модели правильного додекаэдра, роль рёбер которой выполняют наши отсеки. 
Эта модель — первый пример многогранника с открытой внутренней частью.
Пятая звёздчатая форма икосаэдра
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Многие звёздчатые формы икосаэдра внешне очень похожи на большой икосаэдр (который будет рассмотрен ниже). Пятая форма особенно интересна: она служит примером многогранника, вершины которого связаны только отсеками. 


Однако рассматриваемый многогранник отличается от большого икосаэдра в первую очередь тем, что вершинные части представляют собой отдельные цельные многогранники; они имеют форму «гармошкообразной» звёздчатой пирамиды с пятиугольным выступающим основанием в виде пятиконечной звезды. 

Полная модель состоит из 12 звёздчатых пирамид. Каждая из пяти выступающих вершин основания пирамиды связана с вершинами других пирамид. При этом появляются небольшие щели, через которые можно увидеть внутреннюю поверхность модели, образованную основаниями пирамид.

Шестая звёздчатая форма икосаэдра
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 Ещё одна звёздчатая форма икосаэдра. На ней легко обнаружить 12 длинных пиков, выступающих из впадин модели дельтаэдра (третья звёздчатая форма икосаэдра) 

Седьмая звёздчатая форма икосаэдра
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Этот многогранник состоит из 20 частей, каждая из которых имеет форму шестигранного невысокого пика

Восьмая звёздчатая форма икосаэдра 
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На рисунке показана модель звёздчатого икосаэдра, также весьма сходного с большим икосаэдром. В действительности наш многогранник можно представить в виде большого икосаэдра с удалёнными клинообразными частями, стягивающими основания вершинных частей.

     
Девятая звёздчатая форма икосаэдра 
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В предыдущих моделях пики были несколько короче, но эта состоит всего лишь из двенадцати таких пиков.
.

Десятая звёздчатая форма икосаэдра
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Дальнейшее продолжение граней икосаэдра приводит к появлению нового типа отсеков — наклонных пиков. Это единственный тип отсеков, имеющих две энантиоморфные модификации; каждая из них состоит из 60 коротких трёхгранных пирамидок. По существу пики этого многогранника образуют рёбра модели соединения пяти тетраэдров, встречаясь по три в каждой вершине тетраэдров и по два в остальных угловых точках на поверхности соединения.

Одиннадцатая звёздчатая форма икосаэдра
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Двенадцатая звёздчатая форма икосаэдра
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Тринадцатая звёздчатая форма икосаэдра
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На фотографии показана модель красивого многогранника с 12 длинными пиками, основание каждого из которых окружено пятью более короткими пиками. Эти части легко узнать — они уже встречались в предыдущих формах. 
Четырнадцатая звёздчатая форма икосаэдра

Этот многогранник, весьма эффектный благодаря оригинальным скошенным граням, обладает обычной симметрией додекаэдра, но характерен большими пятиугольными отверстиями, пронизывающими его насквозь и [image: image70.jpg]Brinonnennas HamMmum MOJ€EJb



оставляющими как бы открытым изнутри. 
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Пятнадцатая звёздчатая форма икосаэдра


Этот многогранник, подобно предыдущим, обладает «кособокой симметрией» и потому весьма привлекателен. Многогранник состоит из 60 небольших пиков, расположенных так, что нутро его остаётся пустым и видно сквозь узкие щели.
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Большой икосаэдр
[image: image74.jpg]



Из описанных выше многогранников – звёздчатых форм икосаэдра, пожалуй, самым красивым и декоративным является большой икосаэдр — последний из четырёх правильных звёздчатых многогранников Кеплера — Пуансо. Его вершины представляют собой центры правильных пятиугольных звёзд, выступающих из тела многогранника. Это свойство роднит большой икосаэдр с большим додекаэдром и выделяет эти два тела из всего множества однородных многогранников. Многие однородные многогранники имеют звёздчатые грани, но подобного строения вершин больше не встречается.
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Завершающая звёздчатая форма икосаэдра
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Показанный на фотографии многогранник — завершающая звёздчатая форма икосаэдра. Она образована присоединением к нему (икосаэдру) в с е х  отсеков, получаемых при продолжении граней икосаэдра. Модель как бы ощетинена иглами, группирующимися по пять в красивые и отчётливо заметные гроздья. Вся модель состоит из 12 таких гроздьев.
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Октаэдр

Октаэдр – один из пяти правильных многогранников, имеющий 8 треугольных граней, 12 рёбер, 6 вершин. Каждая его вершина является вершиной четырёх треугольников. Сумма плоских углов при каждой вершине равна 240 градусов. Октаэдр имеет центр симметрии - центр октаэдра, 9 осей симметрии и 9 плоскостей симметрии. 

	Радиус описанной сферы
	Радиус вписанной сферы
	Площадь поверхности
	Объем октаэдра
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Октаэдр в головоломках: змея Генеля

Простые детские кубики несут в себе очень важную идею: они точно укладываются друг к другу, потому что являются простейшей пространственной мозаикой.
Названо ключевое слово - мозаика, то есть структура, построенная из фигур, плотно уложенных друг к другу, без зазоров. Теперь ясно, почему нельзя брать любые многогранники и соединять их в цепочку, лишь бы совпали грани. Нельзя даже менять пропорции и углы у известных «змеиных» кирпичиков-кубиков и призм. Такие попытки были, некоторые идеи подобного рода даже опубликованы, но явно без экспериментальной проверки. Ведь, будучи реализованы, эти змееподобные монстры демонстрируют полную неспособность образовывать структуры. Они свиваются в аморфные клубки с несовпадающими гранями.










Казалось бы, путь построения новых игр ясен - берем элементы любой другой пространственной мозаики, соединяем их - и готово, есть новая головоломка. Однако есть еще одно «но». Элементы должны не просто складываться в мозаику, но и иметь возможность поворачиваться, при этом опять укладываясь в ту же мозаичную структуру. Кубики или их половинки умеют это, а, например, кирпичи (прямоугольные параллелепипеды), тоже дающие мозаику, нет. Значит, нужна не любая, а правильная геометрическая мозаика, элементы которой могут быть повернуты и при этом самосовместятся гранями. Иначе говоря, на роль элементов новой «змеи» могут претендовать центральносимметричные многогранники с гранями в виде правильных многоугольников, другими словами - Платоновы тела или их комбинации и усечения. Вместе с тем известно, что мозаики образуют только кубы или усеченные октаэдры, что не приносит ничего нового.
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Неужели тупик? Неужели богатое семейство многогранников не может предложить ничего нового, более интересного, чем древние, как мир, кубики? Стоп! Почему бы не допустить, что элементы цепочки могут быть разными?  Тогда сразу обнаруживается пара многогранников, удовлетворяющая всем условиям. И не просто многогранников, а именно платоновых тел.
Октаэдры и тетраэдры, перемежаясь, заполняют пространство без промежутков, самосовмещаются при поворотах, но цепочка из них получается какая-то невыразительная (все грани - треугольники), а главное - никак не удается свернуть ее без пустот. Что-то мешает, нет гармонии. Все правильно, ведь плотности распределения тетраэдров и октаэдров в пространстве соотносятся как 2:1. На два тетраэдра приходится один октаэдр, а в цепочке их поровну. Другими словами, если достаточно большое пространство заполнить тетраэдрами и октаэдрами и сосчитать количество тех и других, то тетраэдров окажется вдвое больше, чем октаэдров. Это легко понять, если вспомнить, что у тетраэдра четыре грани, а у октаэдра - восемь. Поэтому тетраэдр имеет четыре соседа, а октаэдр - восемь. В «змейке» у каждого элемента соседей поровну - по два. Так и хочется, чтобы наша «змейка» могла проходить дважды через октаэдрические ячейки этой воображаемой мозаики.

Но если рассечь октаэдры пополам, сразу все становится на свои места! На каждый тетраэдр приходится половина октаэдра, появляются дополнительные грани - квадратные сечения. Итак, новая «змея» должна состоять из чередующихся правильных пирамид - четырехгранных (полуоктаэдры) и трехгранных (тетраэдры) - всего 24 пары. Остаётся последний шаг - соединить пазами смежные грани каждого из полуоктаэдров, чтобы тетраэдры имели возможность перескакивать с грани на грань,- и новая «змейка» родилась (рис. 1).










Возможности «змейки» Генеля чрезвычайно широки (рис. 2). Одних только центральносимметричных фигур четыре - октаэдр, усеченный октаэдр, треснувший куб и странная фигура с пирамидальными впадинами (названная «мячом»). Следом идет ряд осесимметричных фигур - «пирамида», «шлем», «дзот», «цветок», «вазы», «шкатулка» и др. Среди них попадаются интересные «архитектурные формы», такие, как «дом», «шалаш». Чем ниже уровень симметрии, тем больше разнообразие, причем можно проиллюстрировать все виды симметрии. Например, «цветок» - лучевая симметрия, «гусеница» - трансляционная (трансляция – сдвиг, перенос).
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Рис. 2. Фигуры, складываемые из «змейки» Генеля:
Ф – октаэдр; б – «дом»; в – усеченный октаэдр; г – «мяч»; д – пирамида; е – «дзот»; ж – треснувший куб; з – «шалаш»; и – «шлем»; к – цветок; л – «шоколад»; м – соты; н – «ваза 1»; о – ваза 2»; п – «дракон»; р – кристалл; с – «шкатулка»; т – «тюльпан»; у – «большая шкатулка»; ф – «гусеницы»; х – усеченный тетраэдр; ц– «уж»; ч – «снежинка»; ш – «щетка»; щ – «пружина»; э – винт.

Самое важное то, что у «змейки» сохранилось общее достоинство всех «змей» - полинаправленность игры, наличие несчетного количества состояний, достижение которых является целью в игре с головоломкой. Можно попытаться сложить известную фигуру, можно искать что-то свое. При этом существуют различные уровни сложности. Самый простой - плоские структуры, например «шоколад» или «соты». Наиболее сложные - высокосимметричные фигуры, допускающие единственное решение, такие, как октаэдр. Существует и архипростой, нулевой уровень сложности - контурные фигуры. Наша «змейка» позволяет сложить ряд контурных многоугольников - треугольник, квадрат, прямоугольник, параллелограмм, ромб, шестиугольник, целую вереницу «звезд».

Октаэдр в строении Вселенной, в изображениях на полях («круги на полях)


В 1997 и 1999 годах появились, по крайней мере, 9 кругов на полях, тесно связанных с обнаруженной формой Вселенной. 


Благодаря орбитальному телескопу Хаббл и другим новым телескопам вне атмосферы Земли удалось получить намного более детальные и четкие фотографии, чем сделанные с помощью телескопов, размещенных на Земле. Поэтому, начиная с 2000 года, появилась возможность сделать новую карту небес – галактик, кластеров галактик и суперкластеров галактик. Измерения радиоволн, рентгеновских лучей и так далее выявили множество невидимых галактик.  








Полученные данные объединились, и оказалось, что известные супергалактики группируются вдоль линий и в точках пересечения, образуя, по крайней мере, 4 локальных определенных октаэдра, соединенных вершинами в виде кристаллического паттерна. Между и внутри октаэдров находятся относительные пустоты магнитных полей и галактик, хотя там может быть много темной материи. Это самая большая наблюдаемая структура во Вселенной.   
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На рисунке показаны два близко расположенных октаэдра, наблюдаемых с положения нашего Солнца, рядом с точкой их соединения. На вершинах и углах форм обнаруживаются суперкластеры, каждый из которых может содержать миллиарды галактик,  а также пустоты.
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Трехмерный октаэдр Овертона   

  

Фотография Стива Александера 

Западный Овертон, 24 июня 1999 года   
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Трудность демонстрации вращающихся твердых тел в символах кругов на полях состоит в том, чтобы изобразить в двух измерениях четыре (или более) измерений.  
Беря из этого круга на полях только пути (убирая маленькие шестиугольники и рассматривая большие шестиугольники как точки на линиях) и сворачивая по линиям, мы получаем трехмерный октаэдр.  

  

* * *


В природе, в науке, в жизни этот многогранник встречается довольно часто: он находит применение в объяснении структуры и форм Вселенной, в строении ДНК и нанотехнологиях, в создании игр-головоломок… Но чаще всего он встречается, пожалуй, в первом – в природе. А именно, в строении кристаллов. Форму октаэдра имеют кристаллы алмаза, перовскита, оливина, флюорита, шпинели, алюминиево-калиевых квасцов, медного купороса и даже хлорида натрия и золота!
Октаэдр в природе: кристаллы в форме октаэдра
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Алмаз
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Алюминиево-калиевые квасцы 
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Флюорит
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Перовскит
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          Структура перовскита

Шпинель
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Золото
[image: image104.jpg]oe]




[image: image105.jpg]


Оливин
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Медный купорос
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Звёздчатая форма октаэдра
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Ещё одна особенность октаэдра – его звёздчатая форма, поскольку, в отличие от других многогранников, она у него всего одна. Это геометрическое тело описал в 1619 году Иоганн Кеплер и назвал его stella octangula (восьмиугольная звезда). Звездчатый октаэдр - это восемь пересекающихся плоскостей граней октаэдра, образующих в пространстве столько же новых отсеков в форме тетраэдров, основания которых совпадают с гранями октаэдра. Его можно рассматривать как соединение двух пересекающихся тетраэдров, центры которых совпадают с центром исходного октаэдра. Все вершины звездчатого октаэдра совпадают с вершинами некоторого куба, а ребра его являются диагоналями граней (квадратов) этого куба. Дальнейшее продление граней октаэдра не приводит к созданию нового многогранника, поэтому он имеет только одну звездчатую форму.
Заключение
     В результате выполненной работы мы познакомились с интереснейшим, красивейшим, загадочным миром многогранников. Подробно рассмотрели такие правильные многогранники, как икосаэдр и октаэдр, выявили их связь с природой. Выполнили модели некоторых звездчатых форм икосаэдра и октаэдра.

      Можно, конечно спросить: «Какая от них польза?». На что позволительно ответить: «А разве все красивое полезно?». В очередной раз мы убедились, что математика – наука, вовсе не оторванная от реального мира.
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