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Введение
  Идея изучить тему «Золотое сечение» возникла у меня в 11 классе после того, как я прочла главу «Математика в природе» в книге «Хрестоматия по математике». В этой главе говорилось о том, что такое золотое сечение и где оно встречается в природе, приводились математические доказательства того, что пропорции золотого деления есть в строении тела человека. Также, приводились примеры золотого сечения в эстетике – в архитектуре и живописи. Эта тема очень заинтересовала меня, и я решила подробнее её изучить. Цель моей работы: выяснить, что такое золотое сечение и где оно применяется. Я поставила себе задачи: познакомиться с историей золотого сечения, выяснить, где оно встречается в природе, научиться решать задачи, применяя золотое деление, провести собственные расчёты и психологические исследования.
  Работа состоит из введения, основной части и заключения, списка использованной литературы и приложений.

История золотого сечения

   Принято считать, что понятие о золотом делении ввел в научный обиход Пифагор, древнегреческий философ и математик (VI в. до н.э.). Есть предположение, что Пифагор свое знание золотого деления позаимствовал у египтян и вавилонян. И действительно, пропорции пирамиды Хеопса, храмов, барельефов, предметов быта и украшений из гробницы Тутанхамона свидетельствуют, что египетские мастера пользовались соотношениями золотого деления при их создании. 

    Платон (427...347 гг. до н.э.) также знал о золотом делении. Его диалог «Тимей посвящен математическим и эстетическим воззрениям школы Пифагора и, в частности, вопросам золотого деления.

   В дошедшей до нас античной литературе золотое деление впервые упоминается в «Началах» Евклида. Во 2-й книге «Начал» дается геометрическое построение золотого деления. После Евклида исследованием золотого деления занимались Гипсикл (II в. до н.э.), Папп (III в. н.э.) и др. В средневековой Европе с золотым делением познакомились по арабским переводам «Начал» Евклида. Переводчик Дж. Кампано из Наварры (III в.) сделал к переводу комментарии. Секреты золотого деления ревностно оберегались, хранились в строгой тайне. Они были известны только посвященным.

   В эпоху Возрождения усиливается интерес к золотому делению среди ученых и художников в связи с его применением как в геометрии, так и в искусстве, особенно в архитектуре Леонардо да Винчи. Художник и ученый видел, что у итальянских художников эмпирический опыт большой, а знаний мало. Он задумал и начал писать книгу по геометрии, но в это время появилась книга монаха Луки Пачоли, и Леонардо оставил свою затею. По мнению современников и историков науки, Лука Пачоли был настоящим светилом, величайшим математиком Италии в период между Фибоначчи и Галилеем. Лука Пачоли был учеником художника Пьеро делла Франчески, написавшего две книги, одна из которых называлась «О перспективе в живописи». Его считают творцом начертательной геометрии.

  Лука Пачоли прекрасно понимал значение науки для искусства. В 1496 г по приглашению герцога Моро он приезжает в Милан, где читает лекции по математике. В Милане при дворе Моро в то время работал и Леонардо да Винчи. В 1509 г. в Венеции была издана книга Луки Пачоли «Божественная пропорция» с блестяще выполненными иллюстрациями, ввиду чего полагают, что их сделал Леонардо да Винчи. Книга была восторженным гимном золотой пропорции. Среди многих достоинств золотой пропорции монах Лука Пачоли не преминул назвать и ее «божественную суть» как выражение божественного триединства бог сын, бог отец и бог дух святой (подразумевалось, что малый отрезок есть олицетворение бога сына, больший отрезок – бога отца, а весь     отрезок – бога духа святого).

  Леонардо да Винчи также много внимания уделял изучению золотого деления. Он производил сечения стереометрического тела, образованного правильными пятиугольниками, и каждый раз получал прямоугольники с отношениями сторон в золотом делении. Поэтому он дал этому делению название золотое сечение. Так оно и держится до сих пор как самое популярное.

  В то же время на севере Европы, в Германии, над теми же проблемами трудился Альбрехт Дюрер. Он делает наброски введения к первому варианту трактата о пропорциях. Дюрер пишет. «Необходимо, чтобы тот, кто что-либо умеет, обучил этому других, которые в этом нуждаются. Это я и вознамерился сделать».

  Судя по одному из писем Дюрера, он встречался с Лукой Пачоли во время пребывания в Италии. Альбрехт Дюрер подробно разрабатывает теорию пропорций человеческого тела. Важное место в своей системе соотношений Дюрер отводил золотому сечению. Рост человека делится в золотых пропорциях линией пояса, а также линией, проведенной через кончики средних пальцев опущенных рук, нижняя часть лица – ртом и т.д. Известен пропорциональный циркуль Дюрера.

  Великий астроном XVI в. Иоганн Кеплер назвал золотое сечение одним из сокровищ геометрии. Он первый обращает внимание на значение золотой пропорции для ботаники (рост растений и их строение).

  В последующие века правило золотой пропорции превратилось в академический канон и, когда со временем в искусстве началась борьба с академической рутиной. Вновь «открыто» золотое сечение было в середине XIX в. В 1855 г. немецкий исследователь золотого сечения профессор Цейзинг опубликовал свой труд «Эстетические исследования». С Цейзингом произошло именно то, что и должно было неминуемо произойти с исследователем, который рассматривает явление как таковое, без связи с другими явлениями. Он абсолютизировал пропорцию золотого сечения, объявив ее универсальной для всех явлений природы и искусства. У Цейзинга были многочисленные последователи, но были и противники, которые объявили его учение о пропорциях «математической эстетикой».

  Цейзинг проделал колоссальную работу. Он измерил около двух тысяч человеческих тел и пришел к выводу, что золотое сечение выражает средний статистический закон. Деление тела точкой пупа – важнейший показатель золотого сечения. Пропорции мужского тела колеблются в пределах среднего отношения 13 : 8 = 1,625 и несколько ближе подходят к золотому сечению, чем пропорции женского тела, в отношении которого среднее значение пропорции выражается в соотношении 8 : 5 = 1,6. У новорожденного пропорция составляет отношение 1 : 1, к 13 годам она равна 1,6, а к 21 году равняется мужской. Пропорции золотого сечения проявляются и в отношении других частей тела – длина плеча, предплечья и кисти, кисти и пальцев и т.д. (рис.1, 2).

  Цейзинг дал определение золотому сечению, показал, как оно выражается в отрезках прямой и в цифрах. Когда цифры, выражающие длины отрезков, были получены, Цейзинг увидел, что они составляют ряд Фибоначчи, который можно продолжать до бесконечности в одну и в другую сторону. Следующая его книга имела название «Золотое деление как основной морфологический закон в природе и искусстве». В 1876 г. в России была издана небольшая книжка, почти брошюра, с изложением этого труда Цейзинга. Автор укрылся под инициалами Ю.Ф.В. В этом издании не упомянуто ни одно произведение живописи.

Ряд Фибоначчи

  С историей золотого сечения косвенным образом связано имя итальянского математика монаха Леонардо из Пизы, более известного под именем Фибоначчи (сын Боначчи). Он много путешествовал по Востоку, познакомил Европу с индийскими (арабскими) цифрами. В 1202 г вышел в свет его математический труд «Книга об абаке» (счетной доске), в котором были собраны все известные на то время задачи. Одна из задач гласила «Сколько пар кроликов в один год от одной пары родится». Размышляя на эту тему, Фибоначчи выстроил такой ряд цифр:

Месяцы: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12.  

Пары кроликов: 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144.
  Ряд чисел 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55 и т.д. известен как ряд Фибоначчи. Особенность последовательности чисел состоит в том, что каждый ее член, начиная с третьего, равен сумме двух предыдущих 2 + 3 = 5; 3 + 5 = 8; 5 + 8 = 13, 8 + 13 = 21; 13 + 21 = 34 и т.д., а отношение смежных чисел ряда приближается к отношению золотого деления. Так, 21 : 34 = 0,617, а 34 : 55 = 0,618. Это отношение обозначается символом Ф. Только это отношение – 0,618 : 0,382 – дает непрерывное деление отрезка прямой в золотой пропорции, увеличение его или уменьшение до бесконечности, когда меньший отрезок так относится к большему, как больший ко всему.
  Фибоначчи так же занимался решением практических нужд торговли: с помощью какого наименьшего количества гирь можно взвесить товар? Фибоначчи доказывает, что оптимальной является такая система гирь: 1, 2, 4, 8, 16...

Принципы формообразования в природе

  Все, что приобретало какую-то форму, образовывалось, росло, стремилось занять место в пространстве и сохранить себя. Это стремление находит осуществление в основном в двух вариантах – рост вверх или расстилание по поверхности земли и закручивание по спирали.
  Раковина закручена по спирали. Если ее развернуть, то получается длина, немного уступающая длине змеи. Небольшая десятисантиметровая раковина имеет спираль длиной  35 см. Спирали очень распространены в природе.    Представление о золотом сечении будет неполным, если не сказать о спирали.

Форма спирально завитой раковины привлекла внимание Архимеда. Он изучал ее и вывел уравнение спирали. Спираль, вычерченная по этому уравнению, называется его именем (рис. 3). Увеличение ее шага всегда равномерно. В  настоящее время спираль Архимеда широко применяется в технике.

  Еще Гете подчеркивал тенденцию природы к спиральности. Винтообразное и спиралевидное расположение листьев на ветках деревьев подметили давно. Спираль увидели в расположении семян подсолнечника, в шишках сосны, ананасах, кактусах и т.д. Совместная работа ботаников и математиков пролила свет на эти удивительные явления природы. Выяснилось, что в расположении листьев на ветке (филотаксис), семян подсолнечника, шишек сосны проявляет себя ряд Фибоначчи, а стало быть, проявляет себя закон золотого сечения. Паук плетет паутину спиралеобразно. Спиралью закручивается ураган. Испуганное стадо северных оленей разбегается по спирали. Молекула ДНК закручена двойной спиралью. Гете называл спираль «кривой жизни».

  Среди придорожных трав растет ничем не примечательное растение – цикорий (рис. 4). Приглядимся к нему внимательно. От основного стебля образовался отросток. Тут же расположился первый листок.

  Отросток делает сильный выброс в пространство, останавливается, выпускает листок, но уже короче первого, снова делает выброс в пространство, но уже меньшей силы, выпускает листок еще меньшего размера и снова выброс. Если первый выброс принять за 100 единиц, то второй равен 62 единицам, третий – 38, четвертый – 24 и т.д. Длина лепестков тоже подчинена золотой пропорции. В росте, завоевании пространства растение сохраняло определенные пропорции. Импульсы его роста постепенно уменьшались в пропорции золотого сечения.

  Великий Гете, поэт, естествоиспытатель и художник (он рисовал и писал акварелью), мечтал о создании единого учения о форме, образовании и преобразовании органических тел. Это он ввел в научный обиход термин морфология.

  Пьер Кюри в начале прошлого столетия сформулировал ряд глубоких идей симметрии. Он утверждал, что нельзя рассматривать симметрию какого-либо тела, не учитывая симметрию окружающей среды.

  Закономерности «золотой» симметрии проявляются в энергетических переходах элементарных частиц, в строении некоторых химических соединений, в планетарных и космических системах, в генных структурах живых организмов. Эти закономерности, как указано выше, есть в строении отдельных органов человека и тела в целом, а также проявляются в биоритмах и функционировании головного мозга и зрительного восприятия.

Золотой треугольник в задачах
  Золотым треугольником называется равнобедренный треугольник, отношение основания которого к боковой стороне равно φ. Одним из таких треугольников является треугольник с боковой стороной Ф и основанием 1; его мы в дальнейшем будем называть золотым.

  Нетрудно определить углы золотого треугольника. Для этого в треугольнике АВС (рис. 5) выберем на стороне ВС точку D так, чтобы АD = 1 (такую точку легко построить, проведя окружность с центром в точке А и радиусом АС). Из 

[image: image1]
подобия треугольников АВС и АDС получаем:                                                             поскольку ВС = Ф, DC = φ, то, учитывая равенство Ф = φ + 1, получаем, что BD = 1 и треугольник ABD равнобедренный. Значит, AD – биссектриса треугольника ABC. Теперь легко найти углы треугольника ABC: 
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 В = 180о, В = 36 о,   
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  Впоследствии встретятся выражения, содержащие sin18º и cos18º, поэтому вычислим их значения и для удобства выразим через Ф:

[image: image13.png]





Планиметрические задачи

Задача 1. На основании АС золотого треугольника АВС как на диаметре построена окружность. Точки пересечения окружности и боковых сторон – N и P. Найти периметр фигуры ANPC, где AN и РС – отрезки сторон треугольника, а NP – дуга окружности      (рис. 6)

Решение: 
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Пусть точка О – середина АС. Треугольники ANO и СРО равны, и каждый подобен 
треугольнику АВС с коэффициентом подобия      .  Значит,   AN = РС =    . 

Таким образом, 

                      NА + АС + СР = φ + 1 = Ф.

                      
[image: image5]NОР = 180о - 2
[image: image6]36о = 108о, 

значит, длина дуги равна 
[image: image7].

Ответ: РANPC = Ф +
[image: image8].  

Задача 2. 

Для золотого треугольника найти:

а) медиану, проведенную к боковой стороне;

б) высоту, проведённую к основанию;

в) площадь;

г) высоту, проведённую к боковой стороне.

Решение:

Пусть треугольник АВС – золотой (рис. 7). Для нахождения медианы воспользуемся 
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где а, b, c  - стороны треугольника. Итак, 
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Найдём высоту ВН:                                                  

[image: image18.png]



Площадь треугольника АВС будет равна:           

Пусть АН1 – высота, проведённая к стороне ВС. Возьмём на стороне ВС точку С1  так, чтобы СН1 = Н1С1 . Треугольники АС1С и АВС подобны с 
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коэффициентом подобия Ф, поэтому  
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Стереометрические задачи

  Пирамида называется золотой, если каждая её грань – золотой треугольник (рис. 8).
  Задача 3. Найти расстояния между скрещивающимися рёбрами золотой пирамиды.
  Решение. Достроим пирамиду до параллелепипеда, проведя через каждое ребро плоскость, параллельную противоположному ребру (рис. 14). Нетрудно убедиться в том, что рёбра 
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полученного параллелепипеда будут равны                   

(последнее равенство устанавливается преобразованием выражения Ф3 с помощью соотношения Ф2 = Ф + 1). Расстояние между рёбрами АВ и DC равно расстоянию между 
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нижней и верхней гранями, то есть        Расстояние между рёбрами AD и CB,

соответственно, 
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  Задача 4. Середины противоположных рёбер золотой пирамиды соединены отрезками. Доказать, что эти отрезки пересекаются в одной точке под прямым углом и перпендикулярны рёбрам, середины которых они соединяют.
  Решение: Соединяя середины ребер пирамиды, получим четырёхугольник, который является ромбом. Отрезки, о которых идёт речь в условии, будут являться его диагоналями, то есть, будут пересекаться в одной точке под прямым углом.

  Доказательство второй части утверждения для всех отрезков одинаково, поэтому рассмотрим только один отрезок MN и соответствующее ребро DC (рис. 9). Соединяя точки M и D, М и С, получим равнобедренный треугольник DMC с медианой MN, которая будет являться и высотой. 

  Замечание. Только что доказано, что отрезки, соединяющие середины противоположных рёбер, являются их общим перпендикуляром; значит, их длины выражают расстояния между скрещивающимися рёбрами пирамиды, найденные в предыдущей задаче.

Золотое сечение в национальной архитектуре

 Золотое сечение очень заинтересовало меня, я нашла для себя интересным измерять пропорции различных предметов, растений, зданий. Везде можно было заметить золотое деление. Не стал исключением и буддийский храм дацан. Я измерила в масштабе его высоту и ширину. То, что у меня получилось в результате подсчётов, отражено в        рисунке 10.

 В октябре прошлого года наш класс посетил экскурсию в Посольский мужской монастырь. Я заинтересовалась, можно ли найти золотое сечение в пропорциях этого красивейшего здания? Оказалось, что и здесь  без божественной пропорции не обошлось. (рис. 11)

Психологические исследования
 Проведя исследования в архитектуре, я ещё больше заинтересовалась золотым сечением, оно стало для меня чем-то мистическим, загадочным, и я связала геометрию с психологией: провела тест среди учащихся третьего и одиннадцатого классов. «Подопытные» должны были выбрать из шести треугольников любой понравившийся. Один из треугольников я начертила по правилу золотого сечения. Получила следующие результаты: 12 из 19 третьеклассников и 12 из 15 одиннадцатиклассников выбрали «золотой треугольник» (таблицы 1, 2). Я не ограничилась этим и решила провести ещё один тест: теперь ребята должны были нарисовать отрезок и разделить его произвольно на две части. Результаты снова поразили меня: 14 из 19 третьеклассников и 10 из 13 одиннадцатиклассников разделили отрезок в пропорции золотого сечения (таблицы 3, 4). 

Золотое сечение в Байкале

 Изучив связь золотого сечения с  человеческой психологией, я решила вновь обратиться к природе, на этот раз взяв объект более глобальный, чем цветок с подоконника. Я попробовала найти золотое сечение в пропорциях Байкала и увидела, что Байкал делится островом Ольхон в божественной пропорции! (рис. 12)
Выводы
 В ходе исследования я сделала следующие выводы: золотое сечение изучалось ещё с VI века до нашей эры. Его изучали такие великие люди как Пифагор, Платон, Леонардо да Винчи, Гёте, Иоганн Кеплер и другие. 
  Закономерности золотого сечения можно заметить в природе: в формообразовании растений, в строении животных, в строении человека. 
С помощью золотого сечения можно решать задачи, как планиметрические, так и стереометрические.
  Проведя свои исследования, я нашла золотое сечение в здании дацана, в здании Посольского монастыря. А так же, заметила, что жемчужина Сибири – озеро Байкал делится островом Ольхон в отношении золотого сечения. 
Я задумалась над результатами психологических опытов. Три моих одноклассницы не выбрали «золотой» треугольник, как это сделали остальные ребята. Так же, они разделили отрезок не в пропорции золотого сечения, а в другой, в своей. У меня возник вопрос: почему им приглянулись другие треугольники и другое деление отрезков? Я объяснила это так: эти три девушки принадлежат к неформальной субкультуре, то есть, увлекаются       рок-музыкой. А неформалы, как известно, привыкли рушить догмы, ломать стандарты и отличаться от других людей. Даже в опыте с «золотым» треугольником они показали то, что мыслят нестандартно. Для подтверждения своей «теории неформалов» скажу, что я опросила ещё шестерых поклонников рок-музыки. Все, как один, не  выбрали «золотой» треугольник. 

Третьеклассники в большинстве своём тоже склонны делить отрезки в золотом делении и выбирать среди нескольких треугольников именно «золотой». Это объясняется устройством человеческого зрения – глазу «приятна» именно золотая пропорция.
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