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ΙΙΙ. Заключение.
ΙV. Список литературы.
ВВЕДЕНИЕ
Квадратичная функция является одной из первых, с которой мы познакомились в процессе изучения курса алгебры. С одной стороны – эта функция простая, но с другой – она интересна и обширна. После линейной функции квадратичная – простейшая и важнейшая элементарная функция. Многие физические зависимости выражаются квадратичной функцией; например, камень, брошенный вверх со скоростью 
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, находится в момент времени t на расстоянии 
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 от земной поверхности (g – ускорение); количество тепла Q, выделяемого при прохождении тока в проводнике с сопротивлением R, выражается через силу тока 
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формулой 
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Задачи  с параметрами на квадратичную функцию и задачи, сводящиеся к квадратичным  функциям, очень популярны на экзаменах  в вузы,  ЕГЭ, школьных олимпиадах разного уровня.  Квадратичная функция является одной из главных школьной математики для которой построена полная теория и доказаны все свойства, а от учащегося требуется четкое понимание и знание всех этих свойств.

 При  этом  задач на квадратичную функцию очень  много – от простых, непосредственно вытекающих из формул и теории, до сложных, требующих всестороннего анализа и глубокого понимания свойств функции. 

Условия на существование корней, число корней, их значений, поведение и свойства графиков функции можно сформулировать в терминах соотношений между коэффициентами и условий на коэффициенты. По знакам коэффициентов можно однозначно восстановить эскиз графика функции, знак выражения 
[image: image6.wmf]ac

b

4

2

-

определяет существование и число корней. Важно понимать, как влияют коэффициенты квадратичной функции, их знаки,  соотношения между ними на свойства функции и ее графика.  

Большое практическое значение при решении задач на квадратичную функцию имеет наличие однозначного соответствия между алгебраическим описанием и геометрической интерпретацией задачи – графическим изображением и положением эскиза графика функции на координатной плоскости. С одной стороны, от учащихся требуется свободное владение свойствами квадратичной функции и умение построить соответствующую графическую интерпретацию, с другой - геометрическая интерпретация помогает проверить логическую  правильность и непротиворечивость теоретических  рассуждений.  Задачи на расположение корней квадратичной функции и сводящиеся  к ним – одни из самых популярных  в задачах с параметрами. Эта тема позволит углубить наши знания о квадратичной функции и повысить интерес учащихся к ней.
Цель моей работы – исследовать квадратичную функцию, осуществить её полный анализ и применить к решению задач из ЕГЭ и из другой литературы различного уровня сложности.

1. Определение.
Квадратичной функцией называется функция, которую можно задать формулой вида 
[image: image7.wmf]2
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, где 
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 - независимая переменная, а, b и с - некоторые числа, причем, а≠0.
Графиком квадратичной функции является парабола. Ветви параболы направлены вверх при а>0 и вниз при а<0. Абсцисса вершины параболы равна 
[image: image9.wmf]2
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 является осью симметрии параболы.

Множество значений переменной 
[image: image11.wmf]x

называется областью определения функции.

Множество значений переменной y называется областью значений функции.

Графиком функции называется множество всех таких точек координатной плоскости, абсциссы которых равны значениям аргумента, а ординаты – соответствующим значениям функции.
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2. Функция y = ax², её свойства и график.
2.1. Свойства функции y = ax² при а>0.

1. Область определения – 
[image: image12.wmf](;)
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2. Если 
[image: image13.wmf]x

= 0, то y = 0, т.е. парабола имеет с осями координат общую точку (0;0) – начало координат.

Если х ≠ 0, то y >0, т.е. все точки параболы, кроме начала координат, лежат над осью абсцисс.

3.Функция непрерывна.

4.Наименьшее значение функция принимает в точке х = 0, оно равно 0. Наибольшего значения не существует.

5. На промежутке [0; + ∞) функция у = aх2 возрастает.

    На промежутке (-∞; 0] функция у = aх2 убывает.

6. Если значения аргумента отличают​ся только знаком, то значения функции равны, т.е. парабола симметрична относительно оси ординат (функция у = aх2 - четная).

7.Функция ограничена снизу и не ограничена сверху.

8. Множеством  значений  функции у = aх2 является промежуток [0; + ∞).

2.2. Свойства функции y = ax² при а<0.

1. Область определения – ( - ∞;+∞).

2. Если х = 0, то y = 0, т.е. парабола имеет с осями координат общую точку (0;0) – начало координат.

Если х ≠ 0, то y <0, т.е. все точки параболы, кроме начала координат, лежат под осью абсцисс.

3. Функция непрерывна.

4. Наибольшее значение функция принимает в точке х = 0, оно равно 0. Наименьшего значения не существует.

5. На промежутке [0; + ∞) функция у = aх2 убывает.

    На промежутке (-∞; 0] функция у = aх2возрастает.

6. Если значения аргумента отличают​ся только знаком, то значения функции равны, т.е. парабола симметрична относительно оси ординат (функция у = aх2 - четная).
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7.Функция ограничена сверху и не ограничена снизу.

8. Множеством  значений  функции у = aх2 является промежуток ( - ∞;0].
3. Преобразование графиков функции y = a(x – m)² + n.
3.1. Растяжение.

При а>1 – растяжение графика функции y = x² в а раз, при 0<а<1 – сжатие графика функции y = x² в  1/a раз, т.е. растяжение графика  y = x² вдоль оси y в |а| (при |а| <1 – это сжатие в 1/|а| раз). 

Если  а<0, произвести, кроме того, зеркальное отражение графика относительно оси х (ветви параболы будут направлены вниз).

Результат: график функции y = ax².
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3.2. Параллельный перенос по оси Ох.

Параллельный перенос графика функ​ции у = ах2 вдоль оси х на |m|  (вправо при 
m > 0 и влево при т < 0).
Результат: график функции у = а(х - т)2.

Построим график функции y = 2(x + 2)² и  y = 2(x – 2)².

y = 2x² сдвиг на 2 единицы влево→ y = 2(x + 2)².
y = 2x² сдвиг на 2 единицы вправо→ y = 2(x – 2)².
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3.3. Параллельный перенос по оси Оy.

Параллельный перенос графика функции у = ах² вдоль оси у на |n| (вверх при  п > 0 и вниз при п < 0).
Результат: график функции у = ах² + n.

Построим график функции y = - x² + 2 и y = - x² - 2.
y = - x² сдвиг на 2 единицы вверх→ y = - x² + 2.

y = - x² сдвиг на 2 единицы вниз→ y = - x² - 2.

3.4. Построение  графика  функции y = a(x – m)² + n.

Для построения графика функции y = a(x – m)² + n  надо сдвинуть график функции 
y = ax² вдоль оси абсцисс на отрезок m, а затем сдвинуть вдоль оси ординат на отрезок n; следовательно, графиком функции y = ax² + bx + c является такая же парабола, как у = ах², но сдвинутая так, что её вершина находится в точке А(m;n), где m = 
[image: image14.wmf]2
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3.5. Построение графика по трем точкам.

Пример. Построить график функции 
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Решение. Имеем 
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.  А(-1;1) – вершина параболы; так как 
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,то ветви параболы направлены вверх и, значит, с осью абсцисс график пересекаться не будет. Точка пересечения с осью 0y имеет вид В(0;3).
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4.Исследование квадратичной функции.

4.1. Исследование корней квадратного трехчлена.

Свойства функции 
[image: image21.wmf]2
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 и вид ее графика определяются, в основном, значениями коэффициента а и дискриминанта 
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	                        Ограничение  на  расположение  корней  квадратичной функции
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	Эскиз  графика  квадратичной функции
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	Необходимое  и  достаточное  условие  приведённого  расположения

	1. Оба корня больше  заданного  числа А
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	2. Оба корня меньше заданного числа  В
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	3.Оба корня лежат в интервале (А;В)
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	4.Отрезок 
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	5. Заданное число А  лежит  между  корнями
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	6. Только меньший корень входит в интервал (А;В)
	
                         B             
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	7. Только больший  корень входит в интервал (А;В)
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[image: image57.wmf]x


                                    B          
[image: image58.wmf]
	
[image: image59.wmf]î

í

ì

>

<

0

)

(

,

0

)

(

B

f

A

f

или 
[image: image60.wmf]ï

î

ï

í

ì

>

=

>

A

x

F

f

B

f

0

,

0

)

(

,

0

)

(




4.3.Различные способы решения квадратных уравнений.

Решить графически уравнение
[image: image61.wmf]2
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.

Ι способ. Построим график функции
[image: image62.wmf]2

43

yxx
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.

1) Имеем: 
[image: image63.wmf]1

a

=

, 
[image: image64.wmf]4

b
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, 
[image: image65.wmf]0
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,
[image: image66.wmf]2
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(2)24231
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. Значит, вершиной параболы служит точка (2; -1), а осью параболы – прямая  
[image: image67.wmf]2

x

=

.
2) Возьмем на оси x  две точки, симметричные относительно параболы, например точки 
[image: image68.wmf]1

x

=

и
[image: image69.wmf]3

x
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. Имеем: 
[image: image70.wmf](1)(3)0

ff

==

. Построим на координатной плоскости точки (1;0) и (3;0).
3) Через точки (1;0), (2;-1), (3;0) проводим параболу.
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Корнями уравнения  
[image: image72.wmf]2

430

xx

-+=

 являются абсциссы точек пересечения параболы с осью x; значит, корни уравнения таковы: 
[image: image73.wmf]1
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, 
[image: image74.wmf]2
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.
ΙΙ способ. Преобразуем уравнение к виду 
[image: image75.wmf]2
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. Построим в одной системе координат графики функций 
[image: image76.wmf]2
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 и 
[image: image77.wmf]43
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. Они пересекаются в двух точках А(1;1), В(3;9). Корнями уравнения служат абсциссы точек А и В, значит, 
[image: image78.wmf]1

1

x

=

, 
[image: image79.wmf]2
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[image: image80.emf] 
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ΙΙΙ способ. Преобразуем уравнение к виду 
[image: image81.wmf]2
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.Построим в одной системе координат графики функций 
[image: image82.wmf]2
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 и 
[image: image83.wmf]4
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. Они пересекаются в двух точках А(1;4), В(3;12). Корнями уравнения являются абсциссы точек А и В, поэтому 
[image: image84.wmf]1
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, 
[image: image85.wmf]2
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[image: image86.emf] 
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ΙV способ. Преобразуем уравнение к виду 
[image: image87.wmf]2
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 и далее 
[image: image88.wmf]2
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, т.е. 
[image: image89.wmf]2
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Построим в одной системе координат параболу 
[image: image90.wmf]2
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 и прямую 
[image: image91.wmf]1
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[image: image92.emf]А             В    
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Они пересекаются в двух точках А(1;1) и В(3;1). Корнями уравнения являются абсциссы точек А и В, поэтому 
[image: image93.wmf]1

1

x
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, 
[image: image94.wmf]2
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V способ. Разделив почленно обе части уравнения на x, получим 
[image: image95.wmf]3
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и далее 
[image: image96.wmf]3
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. Построим в одной системе координат гиперболу 
[image: image97.wmf]3
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 и прямую 
[image: image98.wmf]4
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Они пересекаются в точках А(1;-3) и В(3;-1). Корнями уравнения являются абсциссы точек А и В, поэтому 
[image: image100.wmf]1
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, 
[image: image101.wmf]2
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Ответ: 1; 3.
5.Решение различных задач повышенной сложности с помощью квадратичной функции.

Пример 1. 
[image: image102.wmf]2
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Решение. 
[image: image103.wmf]2

21

xx

=-+

.

Построим в одной системе координат графики функций 
[image: image104.wmf]2
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 и 
[image: image105.wmf]1
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Ответ: 
[image: image107.wmf]1
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Пример2. 
[image: image108.wmf]2
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Построим в одной системе координат графики функций 
[image: image109.wmf]2
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 и 
[image: image110.wmf]4
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Ответ: 
[image: image112.wmf]1

x

=

;
[image: image113.wmf]5
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[image: image114.wmf]
Пример 3. 

Решить неравенство 
[image: image115.wmf](25)(32)0
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Решение.

[image: image116.wmf]22(2,5)(1,5)0(4)
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1) Рассмотрим функцию
[image: image118.wmf]()(2,5)(1,5)

fxxx
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.

2) Найдем нули функции: 
[image: image119.wmf]()0
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;

                                                  
[image: image120.wmf](2,5)(1,5)
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image125.wmf]
3) Построим схематично график функции.
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Ответ: 
[image: image128.wmf](;2,5)(1,5;)
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Пример 4.

Решить графически систему уравнений
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Решение. Построим в одной системе координат графики функций 
[image: image130.wmf]2

6

yxx

=--

 и 
[image: image131.wmf]2
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[image: image135.wmf]
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Ответ: 
[image: image137.wmf][
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Пример 5.
Решите систему неравенств:
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Решение.

1) Решим неравенство 
[image: image139.wmf]2
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[image: image141.wmf]2
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[image: image142.wmf]45
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2) Решим неравенство 
[image: image143.wmf]2
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[image: image144.wmf]1
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3) Решим неравенство 
[image: image149.wmf]2
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[image: image150.wmf]1
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[image: image152.wmf]54,5
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4)  Найдем решения системы. 
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[image: image154.wmf]
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[image: image158.wmf]
Ответ: 
[image: image159.wmf](4;15)(15;4,5)
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Пример 6. 
Решите совокупность неравенств:

[image: image160.wmf]2
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[image: image161.wmf]
1) Решим неравенство 
[image: image162.wmf]2
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[image: image166.wmf]4
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2) Решим неравенство 
[image: image167.wmf]2
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[image: image168.wmf]1
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[image: image169.wmf]2
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[image: image170.wmf]22
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3) Найдем решения совокупности.
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        -2             1                  
[image: image171.wmf]4
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[image: image172.wmf]22
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Ответ: 
[image: image173.wmf][
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Пример 7.
Постройте график функции 
[image: image174.wmf]42222

1441(2)12

yxxxx

=--+=--=--

.


[image: image175.wmf]2
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сдвиг вдоль оси 0у на 2 ед. вниз
[image: image176.wmf]®

 
[image: image177.wmf]2
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 симметрия относительно 0х части графика, расположенной ниже 0х
[image: image178.wmf]®


[image: image179.wmf]2

2

yx

=-

симметрия относительно 0х
[image: image180.wmf]®



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image181.wmf]2
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сдвиг по оси 0у на 1 ед. вверх
[image: image182.wmf]®

 
[image: image183.wmf]2
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Пример 8.
При каком значении b корнем квадратного трехчлена 
[image: image184.wmf]2

()3212

fxxbxb
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 является число 6?
При найденном значении b определите второй корень трехчлена, постройте график функции 
[image: image185.wmf]()
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=

, укажите промежутки возрастания и убывания функции, значения x, при которых 
[image: image186.wmf]()0
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, 
[image: image187.wmf]()0
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, 
[image: image188.wmf]9()3
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.
Решение.

1) Так как 
[image: image189.wmf]6
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 - корень уравнения, то
[image: image190.wmf]33662120
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;

                                                                      
[image: image191.wmf]4120
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[image: image192.wmf]30
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2) Если 
[image: image193.wmf]30
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[image: image194.wmf]


[image: image195.wmf]
3) Построим график функции 
[image: image196.wmf]2
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[image: image197.wmf]0
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[image: image198.wmf]0
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(5;3) – вершина параболы.


[image: image199.wmf]2
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Пример 9.
Для каждого a решите неравенство 
[image: image200.wmf](15)(3)0

xxa

+-<

.

Решение.

Корнями квадратичной функции 
[image: image201.wmf]()(15)(3)

fxxxa
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являются 
[image: image202.wmf]15

x
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 и 
[image: image203.wmf]3
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=

.

Так как однозначно указать, какое из этих чисел большее, а какое – меньше, нельзя, то рассмотрим все возможные случаи:

1) 
[image: image204.wmf]1535
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;
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[image: image205.wmf]153
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.
2) 
[image: image206.wmf]1535
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;   
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                         -15
Решений нет.
3) 
[image: image207.wmf]1535
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[image: image208.wmf]315
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.    
Ответ: при 
[image: image209.wmf]5
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[image: image210.wmf](15;3)
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;

             при 
[image: image211.wmf]5
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image212.wmf]x
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;

             при 
[image: image213.wmf]5
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[image: image214.wmf](3;15)
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.  
6.Решение задач из ЕГЭ 9 класса с помощью квадратичной функции.
1.  Постройте график функции 
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[image: image216.wmf]
Решение.

Построим в одной системе координат графики функций

1) 
[image: image217.wmf]2
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fxx
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, если 
[image: image218.wmf]0
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.

2) 
[image: image219.wmf]2
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, если 
[image: image220.wmf]0
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2.  Построить график функции


[image: image221.wmf]2
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Решение.
Построим в одной системе координат графики функций:

[image: image222.wmf]2
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, если 
[image: image223.wmf]4
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[image: image224.wmf]2
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[image: image225.wmf]4
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При каких m прямая 
[image: image226.wmf]ym

=

 имеет с графиком этой функции две общие точки?

Решение.
При 
[image: image227.wmf]3,1

mm

==-

 прямая  
[image: image228.wmf]ym

=

 имеет с графиком две общие точки.

Ответ: при 
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3.  Найдите наименьшее целое значение x, при котором верно неравенство:
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Решение.
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Вернемся к первоначальной переменной:
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Наименьшее целое значение 
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4. При каких значениях a неравенство 
[image: image243.wmf]2

(24)810

xaxa

++++>

 выполняется при всех x?
Решение. 

Если неравенство выполняется при всех х, то при 
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Ответ: 
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5. Укажите все целые числа, которые не принадлежат области определения выражения  
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3) Решения системы.
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Значит, не принадлежат области определения числа -1;0; 1.

Ответ: -1; 0; 1.


6. Постройте график функции 
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Сколько общих точек может иметь с этим графиком прямая у=m? (Для каждого случая укажите соответствующие значения m).
Решение.
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1) нет общих точек при m<0;

2) две общие точки при m=0, m>4;

3) три общие точки при m=4;
4) четыре общие точки при 0<m<4.

Ответ: при m<0 нет общих точек;

            при m=0, m>4 две общие точки;

            при m=4 три общие точки;

            при 0<m<4 четыре общие точки.

7. Постройте график функции   y  = 
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Решение.
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8. Найдите наибольшее значение функции 
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Решение.
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 достигается при наибольшем значении выражения 
[image: image278.wmf].

5

5

2

+

х

 Оно равно 1 при х=0.

Значит , 
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Ответ: 
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9. Парабола проходит через точки К(0;1),  L(1;2), М(-1;6). Найдите координаты ее вершины.
Решение.
Общий вид уравнения параболы  
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.  Так как парабола проходит через точки  K, L и М, то их координаты удовлетворяют данному уравнению.

К(0;1):        1= с.

L(1;2):        2= a+b+1,

                   a+b=1.

M(-1;6):     6=a-b+1,

                   a-b=5.
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- уравнение параболы.
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Ответ: 
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 EMBED Equation.3  [image: image289.wmf].

3

2

;

3

1

÷

ø

ö

ç

è

æ


10. При каких значениях р вершины парабол  
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расположены по разные стороны от оси х?
Решение.
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<0 при любых р, значит вершина этой параболы расположена ниже оси ОХ.
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Вершина второй параболы должна быть расположена выше оси ОХ, значит
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Итак, вершины парабол расположены по разные стороны от оси ОХ при 
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Ответ: 
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Заключение
Меня заинтересовала тема «Квадратичная функция», и я углубила свои знания о ней. Эта тема позволила мне расширить мое представление о функции и ее свойствах. С помощью изучения квадратичной функции я узнала, что существуют различные способы построения графиков и попробовала решать задачи из  ЕГЭ и повышенного уровня сложности.  
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Добиваясь поставленной цели, мы решили следующие задачи: применение практических навыков при решении задач, требующих комплексного применения знаний, полученных в ходе изучения различных учебных предметов.
Проработанный и изученный мною материал формирует становление профессиональных интересов, целостное, единое представление об окружающем мире, о взаимообусловленности явлений и процессов, а также общности законов, действующих в природе. Мы встречаемся с квадратичной функцией не только при решении задач и построении графиков, но и в окружающем мире.

Я думаю, что полученные мною знания еще не раз будут использованы не только  на уроках математики , но при изучении других предметов, а также пригодятся мне в жизни. Эта работа научила меня правильно пользоваться дополнительной литературой, делать отбор нужного  материала, работать с ним и просто решать довольно сложные задачи.

Думаю, что моя работа поможет моим одноклассникам при подготовке к экзаменам, а некоторые задания могут быть использованы и при подготовке для поступления в вуз.
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