Функциональный метод решения уравнений и неравенств.
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Обоснование    выбора   темы.

       С 10 – го класса на уроках алгебры мы начали изучение нового курса «алгебра и начала анализа».

      Мы серьезно и подробно перешли к изучению, например, тригонометрических функций.

      Каждую функцию мы изучили с построением графика, проводили полное исследование всех ее свойств.

«Зачем так подробно нужно изучать функции ? » – задалась я вопросом.

И при дальнейшем изучении свойств функций я поняла:

   * Во-первых, тригонометрические функции, как мы уже узнали на уроках, широко применяются при изучении физических процессов.

   *Во- вторых, знание свойств функций, оказывается, очень помогает решать многие сложные уравнения и неравенства, такие, например, как трансцендентные – это  уравнения вида f(x) = g(x), где хотя бы одна из функций f(x) или g(x) не является алгебраической.   Вообще говоря, тригонометрические, логарифмические и показательные уравнения являются трансцендентными, они при решении достаточно часто сводятся к алгебраическим уравнениям. Такие уравнения не могут быть решены при выполнении цепочки равносильных алгебраических преобразований; при  их решении используются методы математического анализа.

      Вопросам исследования использования свойств функций при решении уравнений и неравенств я и посвятила данную работу.

     Я поставила перед собой следующие цели:

- еще раз тщательно изучить все свойства функций;

- систематизировать и  выбрать уравнения и неравенства, решаемые наиболее рациональным ( а порой и единственным ) способом, который использует свойства функций.

     Работа потребовала изучение большого объема дополнительной литературы (сборников, задачников, учебных пособий).

Использование понятия области определения функции.
Областью определения функции  y = f(x) называется множество значений переменной х, при которых функция имеет смысл: D(y)
ПРИМЕР № 1.
Решите уравнение.
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__________________________________________________________________
РЕШЕНИЕ:

1).  Перепишем уравнение в виде:
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3).  Возведем обе части в квадрат:
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     Последнее уравнение равносильно системе:
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ПРИМЕР № 2.
Решить уравнение.
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__________________________________________________________________
РЕШЕНИЕ:
1).   Перепишем уравнение в виде
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2).   Найдем ОДЗ левой части:   1 + х 
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 3).  Найдем пересечение множеств ОДЗ правой и левой частей уравнения:
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 [ 0 ; 3]  исходное уравнение равносильно следующему:
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         Делители свободного члена : -1; 1.  Корень х = 1 легко находится.

         Понизим степень многочлена:
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        Решим квадратное уравнение:
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ПРИМЕР № 3.

Решить неравенство:
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РЕШЕНИЕ:
1). Находим ОДЗ:
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    Возведем обе части неравенства в квадрат:
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     Поделим на  х обе части неравенства (т.к. х 
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Неравенство ( I ) выполнимо при всех  х 
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ПРИМЕР № 4.
Решить уравнение:
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РЕШЕНИЕ:
Найдем ОДЗ:   2 sin x + 1 
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Перепишем уравнение в виде:
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Так как  sin x
[image: image166.wmf]1

 = - sin 30
[image: image167.wmf]0

 = - 
[image: image168.wmf]2

1

 
[image: image169.wmf]Þ

 
[image: image170.wmf]Ï

 ОДЗ
               sin x
[image: image171.wmf]2

= sin 90
[image: image172.wmf]0

 = -1 
[image: image173.wmf]Þ

  
[image: image174.wmf]Î

  ОДЗ  
ОТВЕТ:       2
[image: image175.wmf]Î

-

k

p

pk

;

2

 Z
Использование понятия области значения функции.

Областью значений функции  y = f(x) называется множество значений переменной у при допустимых значениях переменной х.
ПРИМЕР №1.

Решить уравнение:

3
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РЕШЕНИЕ:
Оценим левую и правую части уравнения:
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3)  Равенство допустимо, если 
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4). Из первого уравнения системы находим   х = 
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ПРИМЕР №2.
Решить уравнение: 
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Решением первой системы является  х = 
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ПРИМЕР №3.
Найдите наименьшее значение функции  y = 4
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Отложим эти углы на числовой окружности,  получится  дуга  с  нижним          

 концом  в 4-й координатной четверти  и с верхним – в 1-й.

Функция y = sin x  на этом промежутке возрастает 
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 большему значению аргумента соответствует большее значение функции  
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ОТВЕТ:   - 6

Использование свойств четности и нечетности функции.
Функция  f (x) называется четной, если для любого значения х, взятого из области определения функции, значение ( - х ) также 
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 области определения функции и выполняется равенство:
                                                 f (- x ) =  f ( x )

Функция f (x) называется нечетной, если выполняется равенство:

                                                f (- x ) = - f ( x )
ПРИМЕР №1.

Решить уравнение:
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РЕШЕНИЕ:
В обеих частях уравнения имеем четные функции.  
Поэтому достаточно найти решения для  х 
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Так как х = 0 не является корнем уравнения, рассмотрим два промежутка:

( 0 ; 2 ]  и ( 2 ; +
[image: image236.wmf]¥

 )

1). На промежутке ( 0 ; 2 ] имеем:

                   8
[image: image237.wmf]х

  =  2
[image: image238.wmf]2

2

+

-

+

х

х


                   2 
[image: image239.wmf]х

3

=  2
[image: image240.wmf]4


                    х = 
[image: image241.wmf]3

4
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                    3х  =  2х
                     х = 0
 Но так как х = 0 не является корнем уравнения, то для  х > 0 данное уравне-

 ние имеет корень х = 
[image: image247.wmf]3

4

.  Тогда в силу четности функций, х = -
[image: image248.wmf]3

4

 также явля-

 ется корнем уравнения.

ОТВЕТ:    - 
[image: image249.wmf]3
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 ; 
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ПРИМЕР №2.
Решить уравнение:
(
[image: image251.wmf]3
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 +  (
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= 4

__________________________________________________________________
РЕШЕНИЕ:
Функция f(x) =  (
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- четная:

Рассмотрим  f (-х) = (
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Так как  ( 2 - 
[image: image264.wmf]3

)( 2 + 
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) = 1  
[image: image266.wmf]Þ

 ( 2 - 
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 = ( 2 + 
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Значение  х = 0 не является корнем уравнения.

Для  х > 0 данное уравнение имеет корень  х = 2

Тогда  х = -2 также является корнем уравнения.

ОТВЕТ:    -2 ; 2

Использование свойств периодичности функции.

Функция  f (x)  называется  периодической , если  существует  такое  число         Т 
[image: image271.wmf]¹

0, что для любого значения  х, взятого из области определения функции, значения х + Т ; х – Т, также принадлежат области определения функции, и выполняется равенство:  
                               f (x) = f (х + Т) = f (х – Т)
Число Т называется периодом функции. Всякая периодическая функция имеет бесконечное количество периодов.

Если функция f(x) – периодическая, то решение уравнения  f(x) = 0  или неравенства  f(x) > 0  [  f(x) < 0 ] достаточно найти на промежутке , равном по длине Т min, после чего записать общее решение.
[image: image272.wmf]
Если периодическая функция еще и четная  ( нечетная ) , то решение достаточно найти на промежутке, равном  
[image: image273.wmf]2

1

Т min.
ПРИМЕР № 1.
Решить неравенство:

cos x cos 3x < cos 5x cos 7x
__________________________________________________________________
РЕШЕНИЕ:
cos x cos 3x < cos 5x cos 7x

[image: image274.wmf]2

1

( cos 4x + cos 2x ) < 
[image: image275.wmf]2

1

( cos 12x + cos 2x )

cos 4x – cos 12x < 0

Рассмотрим функцию:

f(x) = cos 4x – cos 12x = 2sin 8x sin 4x
Период функции  Т = 
[image: image276.wmf]2
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Решаем неравенство на промежутке, равном по длине 
[image: image277.wmf]2

p

.

За такой промежуток возьмем [ -
[image: image278.wmf]4
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 ]

Так как функция еще и четная, то решение достаточно найти на промежутке, равном  
[image: image279.wmf]2
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Т , то есть [ 0 ; 
[image: image280.wmf]4
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 ].

Функция на данном промежутке имеет два корня: 0 и 
[image: image281.wmf]8

p

, которые разбивают промежуток [ 0 ; 
[image: image282.wmf]4
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 ] на два интервала знакопостоянства: ( 0 ;
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Неравенство выполняется для всех  х 
[image: image287.wmf]Î

 ( 
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Но так как функция четная  
[image: image289.wmf]Þ

 неравенство выполняется и для всех  

  х 
[image: image290.wmf]Î
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Учитывая периодичность функции, запишем общее решение неравенства:

          -
[image: image293.wmf]2

4

pk

p

+

< x < -
[image: image294.wmf]2

8

pk

p

+

  ,    
[image: image295.wmf]2

8

pk

p

+

 < x < 
[image: image296.wmf]2

4

pk

p

+

  ,  
[image: image297.wmf]Î

k

 Z
ОТВЕТ:    -
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ПРИМЕР № 2.
Функция  y = f(x)  нечетна и периодична на всей числовой прямой.

Число 4 является периодом этой функции.

На отрезке [ 0 ; 2 ] функция задана формулой f (x) = 2 x - x
[image: image303.wmf]2


Найти значение суммы:

f (-10) + f (-9) + … + f (0) + f (1) +…+ f (20)
__________________________________________________________________
РЕШЕНИЕ:
На отрезке [ 0 ;2 ] график функции – «горб» параболы ; ветви вниз ( см. Рис.);  вершина (1;1) ;  нули  х = 0 , х = 2

По нечетности на отрезке [ -2 ; 0 ]  график функции – часть параболы; ветви вверх; вершина (-1 ; -1); нули х = 0 , х = -2

Таким образом, на отрезке [ -2 ; 2 ] график напоминает синусоиду.
Теперь эту «псевдосинусоиду» надо сдвигать на   
[image: image304.wmf]16
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…  вдоль      оси ОХ,  Т = 4. 

Поэтому:
f(-10) = f(-8) = f(-6) = … = f(0) = f(2) = f(4) = … = f(20) = 0

f (-7) = f(-3) = f(1) = f(5) = f(9) = f(13) = f(17) = 1
f (-9) = f(-5) = f(-1) = f(3) = f(7) = f(11) = f(15) =f(19) = -1


Следовательно, в сумме   f(-10) + f(-9) + … + f(0) + f(1) + … + f(20) –

 восемь слагаемых равны (-1), семь слагаемых равны  1 , а остальные

равны нулю.
ОТВЕТ:   -1

Использование свойства монотонности функции.

Функция, только возрастающая ( большему значению аргумента ( х 
[image: image305.wmf]Î

 Х ) соответствует большее значение функции f(x) )  или только  убывающая
( большему значению аргумента ( х 
[image: image306.wmf]Î

 Х ) соответствует меньшее значение
функции f(x) ) на  числовом промежутке Х,  называется монотонной на данном числовом промежутке.
ПРИМЕР № 1.
Решить уравнение:

3
[image: image307.wmf]х

+ 4
[image: image308.wmf]х

= 5
[image: image309.wmf]х


__________________________________________________________________
РЕШЕНИЕ:
Преобразуем: (
[image: image310.wmf]5
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)
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 + (
[image: image312.wmf]5
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)
[image: image313.wmf]х

 = 1

Левая  часть  уравнения  является  убывающей функцией.  Следовательно, она  может  принимать  значение  1  не более  чем  в  одной точке                        ( по теореме «о корне »: Если функция f(x) монотонна на промежутке Х, то уравнение   f(x) = с  имеет  на этом  промежутке  не более  одного  корня ). 
 Подбором находим, что   х = 2.
ОТВЕТ:  2
ПРИМЕР № 2.
Решить уравнение:


[image: image314.wmf]х

-

7

 = х - 1
__________________________________________________________________
РЕШЕНИЕ:
1). f(x) = 
[image: image315.wmf]х

-

7

 - функция убывает на промежутке ( - 
[image: image316.wmf]¥

; 7 ];

     g(x) = х – 1 – функция возрастает на всей числовой прямой.

2). Подбором находим , что х = 3

3). х = 3 – единственный корень уравнения ( по теореме: Если функция f(x) возрастает на промежутке Х, а функция g(x) убывает на этом же промежутке, то уравнение f(x) = g(x) имеет не более одного корня на числовом промежутке Х ).
ОТВЕТ:  3

ПРИМЕР № 3.
Решить неравенство:


[image: image317.wmf]1

4

+

х

 < 5 – х
__________________________________________________________________
РЕШЕНИЕ:
1). ОДЗ :  4х + 1 
[image: image318.wmf]³

 0

                  х 
[image: image319.wmf]³

 - 0,25

2). При х = 2 левая и правая части равны.
3). Левая часть – возрастающая функция, а правая – убывающая 
[image: image320.wmf]Þ

 неравенству удовлетворяют  х < 2.
4). С учетом ОДЗ имеем  - 0,25 
[image: image321.wmf]£

 х < 2

ОТВЕТ:   х 
[image: image322.wmf]Î

 [ - 0,25 ; 2 )
ПРИМЕР № 4.
Решить уравнение, используя монотонность функций, входящих в состав уравнения:

27
[image: image323.wmf]·

4
[image: image324.wmf]х

+ 7
[image: image325.wmf]·

9
[image: image326.wmf]х

= 15
[image: image327.wmf]·
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[image: image328.wmf]х


__________________________________________________________________
РЕШЕНИЕ:
Корень х = 
[image: image329.wmf]2

1

 легко найти подбором, но нужно доказать, что это решение единственное.

Разделим обе части уравнения на  9
[image: image330.wmf]х

 (9
[image: image331.wmf]¹

х

 0) , получим:
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)
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+ 7 = 15
[image: image335.wmf]·
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)
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Так как  
[image: image338.wmf]9

4

< 1, то функция у = 27
[image: image339.wmf]·

(
[image: image340.wmf]9
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)
[image: image341.wmf]х

+ 7 – строго монотонно убывает, а функция у = 15
[image: image342.wmf]·

 (
[image: image343.wmf]9

25

)
[image: image344.wmf]х

, где 
[image: image345.wmf]9

25

> 1 – строго монотонно возрастает на всей числовой прямой при  х
[image: image346.wmf]Î

R 
[image: image347.wmf]Þ

 вытекает единственность решения.
ОТВЕТ:    
[image: image348.wmf]2

1


Метод  мажорант.
Мажорантой данной функции f(x) на заданном промежутке называется такое число А, что либо f(x) 
[image: image349.wmf]£

 А для всех х из данного промежутка, либо    f(x) 
[image: image350.wmf]³

 А  для всех х из данного промежутка.

Суть метода мажорант ( метода оценки) :

Пусть дано уравнение вида f(x) = g(x). Если существует такое число А, что при всех х из области определения уравнения f(x) 
[image: image351.wmf]³

 А, а g(x) 
[image: image352.wmf]£

 А, то решениями данного уравнения могут быть те и только те х, при которых    f(x) = A  и  g(x) = A одновременно, то есть уравнение равносильно системе:

                                                 { f(x) = A
                                                 { g(x) = A
При этом достаточно решить более простое уравнение и выяснить, какие из его корней удовлетворяют другому уравнению.

ПРИМЕР № 1.
Решить уравнение:


[image: image353.wmf]2
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[image: image354.wmf]4
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__________________________________________________________________

РЕШЕНИЕ:
Оценим левую часть уравнения:
(5х + 2)
[image: image355.wmf]«
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[image: image356.wmf]£
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Отсюда при всех х из области определения
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Оценим правую часть уравнения:

0 
[image: image358.wmf]£
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Таким образом, 4 + cos
[image: image359.wmf]³
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Значит, уравнение равносильно системе:

      
[image: image360.wmf]2
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[image: image361.wmf]2

 = 0                      х = - 
[image: image362.wmf]5
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       4 + cos
[image: image365.wmf]4
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[image: image367.wmf]2



 EMBED Equation.3  [image: image368.wmf]4

15

х

p

= 0     ( II )
Подставляя решение первого уравнения во второе , получим: cos
[image: image369.wmf]2

(-
[image: image370.wmf]2

3

p

) = 0 – верное равенство.

ОТВЕТ:    -
[image: image371.wmf]5
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ПРИМЕР № 2.
Решить уравнение:
2
[image: image372.wmf]x

2

sin

= cos x
__________________________________________________________________

РЕШЕНИЕ:

Очевидно, что обычными средствами это уравнение не решить, поэтому используем ограниченность правой и левой частей уравнения.

Так как sin
[image: image373.wmf]2

x 
[image: image374.wmf]³

 0, то левая часть уравнения ограничена снизу числом 1, а правая часть ( -1 
[image: image375.wmf]£

 cos x 
[image: image376.wmf]£

 1 ) ограничена сверху числом 1.

Поэтому исходное уравнение равносильно системе:

    2
[image: image377.wmf]x

2

sin

= 1                sin
[image: image378.wmf]2

x = 0                sin x = 0                  x = 
[image: image379.wmf]pk
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    cos x =1                cos x = 1                cos x = 1                  х = 2
[image: image385.wmf]n

p

, n
[image: image386.wmf]Î
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 х = 2
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ОТВЕТ:     х = 2
[image: image390.wmf]n
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[image: image391.wmf]Z

Î



[image: image392.wmf]ПРИМЕР № 3.
Решить уравнение:

cos x = 1+ x
[image: image393.wmf]2


__________________________________________________________________
РЕШЕНИЕ:

Оценим левую часть уравнения:  рассмотрим функцию f(x) = cos x.
      -1 
[image: image394.wmf]£

 cos x 
[image: image395.wmf]£

 1

Оценим правую часть уравнения:  рассмотрим функцию g(x) = 1+ х
[image: image396.wmf]2

.
 Графиком этой  функции  является  парабола: ветви вверх , вершина   в           точке    ( 0 ; 1)
 Таким образом, 1+ х
[image: image397.wmf]2



 EMBED Equation.3  [image: image398.wmf]³

 1
 Исходное уравнение  равносильно системе:
        cos x = 1

        1+ x
[image: image399.wmf]2

= 1
  Решим ее графически.





ОТВЕТ:      0
ПРИМЕР № 4.
Найти все значения  х, при каждом из которых выполняется соотношение:

( cos 
[image: image400.wmf]4
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 + sin 
[image: image401.wmf]4
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[image: image402.wmf]2

 
[image: image403.wmf]³

 3 + 2х + х
[image: image404.wmf]2


__________________________________________________________________

РЕШЕНИЕ:
Преобразуем левую часть:

( cos 
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Неравенство принимает вид:

1 + sin
[image: image406.wmf]2
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[image: image407.wmf]
 Упростим его:
sin 
[image: image408.wmf]2
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В правой части выделим полный квадрат двучлена:

sin 
[image: image409.wmf]2

)

2

(

2

3

+

³

х

х

p

+ 1

Заметим, что левая часть не больше 1 ( 
[image: image410.wmf]£

 1 ) , а правая часть 
не меньше 1 ( 
[image: image411.wmf]³

 1 ).

Таким образом, неравенство  выполняется тогда и только тогда, когда обе части равны 1 одновременно:

        sin
[image: image412.wmf]2

3

х

p

 = 1             ( I )
        ( x + 1)
[image: image413.wmf]2

+ 1 = 1    ( II )
Корень второго уравнения : х = -1

Подставим его в первое уравнение: sin (- 
[image: image414.wmf]2

3

p

) = -1 ( верное равенство).

ОТВЕТ:       - 1
ВЫВОДЫ:
Данная исследовательская работа:

  *  помогла мне осознать важность изучаемого в 10-м классе материала;

  *  в ходе подбора уравнений и неравенств я прорешала достаточно
     большое их количество ( в том числе сложных ), при этом я находила
     рациональные способы решений.   
       * я получила дополнительные знания о разнообразных способах решения 

          уравнений и неравенств, в том числе уравнений повышенного уровня 
сложности, относящихся к части «С» ЕГЭ.
Таким образом, работа явилась серьезной подготовкой к итоговой аттестации.
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