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Введение.
В школьных учебниках имеется множество уравнений, для решения которых применимы необычные для обычного школьника рассуждения. В своей работе я привела некоторые  примеры именно нестандартных методов решений уравнений.

Цели работы:

- познакомить школьников с различными методами решения уравнений 

-  проиллюстрировать широкие возможности использования хорошо усвоенных школьных знаний.

Алгебраические уравнения. Что же это такое?

В школе на уроках математики мы не раз встречались с таким понятием, как уравнения, алгебраические уравнения. Видеть их на страницах учебника, решать их на уроке – все это стало для нас привычным и каждодневным занятием. Но что же такое – уравнения?

Уравнением называется равенство, содержащее неизвестное число, обозначенное буквой. Выражение, стоящее слева от знака равенства, называется левой частью уравнения, а выражение, стоящее справа от знака равенства, - правое частью уравнения. Каждое слагаемое левой и правой части уравнения называется членом уравнения.

Решить уравнение – это значит найти все его корни или установить, что их нет. Корнем уравнения называется то значение неизвестного, при котором это уравнение обращается в верное числовое равенство. При решении уравнений могут быть использованы следующие свойства уравнения:

 - любой член уравнения можно перенести из одной части в другую, изменив его на противоположный.

 - обе части уравнения можно умножить или разделить на одно и то же число, не равное нулю.


Очень часто уравнения используют при решении текстовых задач. Уравнения можно решать графическим и аналитическим способами. При решении уравнений полезными бывают формулы сокращенного умножения:
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Виды уравнений.
Разобравшись, что представляют собой уравнения, мы можем перейти к рассмотрению различных видов уравнений.


Уравнения бывают с одной переменной (неизвестной), с двумя переменными  или с несколькими.
Уравнения с одной переменной подразделяются на:

· линейные - ax=b, 
где x – неизвестное, a и b – некоторые числа.
· квадратные – ax2 +bx+c=0, 

где x – неизвестное, a,b,c – действительные числа,  a≠0.

· дробно-рациональные – f(x)=g(x),

где f(x) и g(x) являются рациональными выражениями.

Уравнения с двумя переменными имеют бесконечно много пар чисел – решений, поэтому их часто называют неопределенными. Такие уравнения чаще всего образуют систему уравнений.
Решить систему уравнений – значит найти множество всех пар чисел (x,y), таких, что при подстановке чисел получаются верные числовые равенства. Если решение системы уравнений – пустое множество, то ее называют несовместимой.

Аналогично можно определить систему уравнений с тремя и большим числом переменных. 

Способы решения алгебраических уравнений.
Разложение многочлена на множители.
Разложить многочлен на множители – это значит представить его в виде произведения двух или нескольких  многочленов.
Пример 1. Разложить многочлен на множители и решить уравнение: x + y =xy.
Решение. Первым действием перенесем все слагаемые в одну часть: xy – x – y = 0, далее, чтобы разложить пример на множители обычно к каждой из частей добавляют удобное целое число. В нашем примере постараемся получить произведение (x – 1)(y – 1), добавив к каждой из частей уравнения 1, то есть  xy – x – y + 1=1. Разложив на множители, получим (x – 1)(y – 1)=1, откуда x=0, y=0 или x=2, y=2.
Пример 2. Разложить многочлен на множители и решить уравнение: 3x2 + 4xy – 7y2 = 13.
Решение. Разложением на множители получим 

(x – y)(3x + 7y) = 13, но в данном случае мы ничего не прибавляли к обеим частям уравнения. Так как число 13 – это 13*1, 1*13, -13*(-1), -1*(-13), то мы получаем совокупность четырех систем:
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   (4)
Решая системы, получаем, что системы (2) и (3) решений в целых числах не имеют, а ответами систем (1) и (4) являются соответственно х=2, у=1 и х=-2, у=-1. 

  Вынесение общего множителя.

Если все члены многочлена имеют общий множитель, то, вынося его за скобки, получим разложение многочлена на множители.

[image: image9.png]TIPUMEP 1. Pa3iioXuTh Ha MHOXUTEIN MHOIOYJIEH
23~ 3z% + 4z,

PEMIEHUE. Bee unleHBE aHHOTO MHOTOWIEHa COjlepXKaT obIuui
MHOXHUTeNb . BolHOCS ero 3a cKOOKU, NMOIYyYHUM pa3iioXeHue NaH-
HOIO MHOrOYJIeHa Ha MHOXHTEIHU

23— 32% + 4z = 2(2% - 3z + 4).




Применение формул сокращенного умножения.
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[image: image11.png]TIPUMEP 2. Pa3znoxuTh Ha MHOXUTENU MHOTroOYJieH
(2 +22)* — (z +1)%.

PemeHuE. Hpumenss bopmyiy a®—b? = (a—b)(a+b), umeem
(22 +20) (e + 1) = (x4 2z -z - 1)(z® 4+ 22+ 2+ 1) =
=2 +z-1)(z>+ 3z +1).

ITpuMEP 3. PaznoxuTh Ha MHOXUTENN MHOIOY/IEH

(4z — 3)* — (22 — 1)%.

PEWIEHUE. [Ipumenss q)opMyny a®—b3 = (a—b)(a® +ab+b2)
umeem (4z — 3)3 — (22 — 1) = ((4z — 3) — (2z — 1))((4z - 3)* +
+ (42 = 3)(2z — 1) + (22 — 1)2) = (2¢ —2)(1622 — 24z 4+ 9 4 8z% —
~ 6z — 4z + 3+ 422 — 4z + 1) = (2z — 2)(28z% — 38z + 13).




Выделение полного квадрата.


Иногда многочлен можно разложить на множители, если сначала воспользоваться методом выделения полного квадрата, а затем формулой разности квадратов.
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[image: image12.png]1.1.3. BrigesieHMe mnosaHoro kpaapata. WHorma MHoro-
/leH MOXKHO Pa3iIoKUTh Ha MHOXMTENH, eCIM BOCIONB30BATHCA
cHayajla MeTONOM BBIZlelIeHUd IOJIHOTO KBajpaTa, a 3aTeM, KakK
npasuio, GopMyJIoil pa3HOCTU KBalpPaToOB.




Группировка.


Этот способ применяется чаще всего в сочетании со способом вынесения за скобки общего множителя. Суть его состоит в перегруппировке слагаемых в многочлене и дальнейшем объединении в группы таким образом, чтобы после вынесения общего множителя из каждого слагаемого в данной группе в скобке получилось выражение, являющееся в свою очередь общим множителем уже для каждой группы.

[image: image13.png]IIPUMEP 5. Pa3inoxuTs Ha MHOXHUTeIN MHOTOY/IEH
4 _5g% + 23— bz,

PEIWEHME. O6LenqUHEM B ONHY CpyNny MepBoe M BTOpoe ¢la-
raemele, a B npyryxo — TpE’I‘be u quBepToe cnaraemsble. Torna

nmeem % — 527 + 23 — bz = (z* — 5z%) + ( — 5z). BriHocs u3
negBon CKOGKM MHOXHTEID z? a u3 BTOpO# CKOGKY Z, MONydaeM
—52%) + (2% - 5z) = 2%( 2—E»)~+—z(:4r,‘2—5). Hakonen, BerHOCS

33 CKODKy OoOIMit MHOXUTENb 2% — 5, nonydaem, uro z2(z* —5) +
+ z(2? — 5) = (2% — 5)(2° + z), u, HaKoHen, BHIHOCSA 33 CKOGKH
MHOXUTENb &, NOJYYHM, 9TO

4522423 -5z = (22 -5}z + 1)z




Метод неопределенных коэффициентов.


Суть этого метода состоит в том, что заранее предполагается вид множителей – многочленов, на которые разлагается данный многочлен. Этот метод опирается на следующие утверждения:
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[image: image14.png]2) mo60oil MHOTO4/IEH TPeThell CTENeH! Pa3iiaraeTcs B IPOU3-
BelleH}e JIMHEMHOTO U KBaJApPaTHOrO MHOXHUTeINeH;

3) mo6oit MHOTOY/IEH YeTBepTOH CTENEHN pa3iaraeTcs B Ipo-
u3BeleHUe NBYX MHOIOYJIEHOB BTOPOM CTeNeHH.




[image: image15.png][IPUMEP 6. Pa3noXuThL Ha MHOXUTEIH MHOTOYJICH
> — 527 + 7z — 3.

PEMEHKME. Bbynem uckaTb MHOTOWIEHB £ — & U Brz’+ Bz 453
TaKHe, 4TO CIIPABEAJIMBO TOXIECTBEHHOE PaBEHCTBO

22 =522+ 72 — 3 = (z — a)(B12? + B2z + B3). (1)
IIpaBylo YacTh 3TOTO PaBEHCTBAa MOXHO 3alUCaTh B BUIe
Bz + (B2 — afr)z? + (B3 — af2)z — afs.
MpupaBHUBas KO3(PULIUEHTH] TPH ONUHAKOBBIX CTENEHAX & B Jle-

BO#t U IpaBoOil YacTAX paBeHCTBA (1), NoNyv4aeM CHCTeMY PaBeHCTB
171 HaXoXneHus «, (1, B2, F3:

/=1,

B2 — affy = -5,
B3 —afy =T,
aﬂ;; =3.

Jlerko BumeTH, YTO 5TUM paBeHCTBaM YIOBIIETBOpAIOT YHCIIa
B =1, 32 = =2, f3 = 1, o = 3, a 3TO O3Ha4aeT, YTO MHO-
rounen z° — 522 + 7z — 3 pasmaraeTcd Ha MHOXUTeNd &£ — 3 U
2 -2z +1.




Метод введения параметра.


Иногда при разложении многочлена на множители помогает метод введения параметра. Суть этого метода поясним на следующем примере.

[image: image16.png]TIPUMEP 8. PaznoxunTh Ha MHOXUTEIN MHOTOYJIEH
23— (\/3—’{—1) 2 +3.
PEHIEHUE. PaccMOTpuM MHOrO4/IeH ¢ NapaMeTpOM a
2 — (a4 Dz + a?,

KOTOpBIA npu a = V3 npeBpalmiaeTcs B 3alaHHBIM MHOFOYIEH.
ZanuiieM >TOT MHO[OW/IEH KaK KBaJpPaTHBIA TpeXulleH OTHOCH-
TeJbHO a:
Y
a? —ar® + (23 - 1),

Tak Kak KOpHA 3TOro KBaApaTHOTO OTHOCHTEILHO a4 TpeX4/IeHa
ecTb @] = £ W Ay = Z“ — I, TO CIpaBelliBO PaBeHCTBO a? -
—az® + (22— 2?) = (a — z)(a — 2* + r). CacnoBaTETBHO, MHOTO-
uen z° — (\/§+ 1) z? + 3 pasnaraeTcd Ha MHOXUTeNN V3 -z

u 3—Z2+1‘,T.e.

13—(\/§+1>z2+3:(1‘—\/§> <z2—z—\/§>.




Комбинирование различных методов.


Часто при разложении многочлена на множители приходится применять последовательно несколько из рассмотренных выше методов.

[image: image17.png][TPUMEP 11. Pa3moXuTh Ha MHOXHUTEIN MHOTOYJIEH
zt — 3z% 4+ 4z - 3.

PEMEHUE. [IpumeHnss rpynnupoBKy, NepeluIlleM MHOrOYIeH
B Buie

gt —3c?+ 42 -3 =(z* - 22%) - (2 — 42 + 3).




[image: image18.png]TIpuMensis K nepBofl ckobke MeTO BbLAeNIeHUS IOJIHOIO KBaApaTa,
uMeeM

et -3z 442 -3 = (2* — 2122 + 1) — (z* — 4z + 4).




[image: image19.png]Mpumensss GopMyiy [OJHOTO KBaJlpaTa, MOXHO TeIephb 3all-
caTh, 4TO

et =322 +4r -3 = (2 - 1)? - (z — 2).

Hakoner, npuMenss (OpMysy pasHOCTH KBaJpaToB, MNOIY4UM,
4TO
t 3l t4r-3=(22—1+z-2)(z*-1-2+2)=
= (22 +z-3)(e* -z +1).




Простейшие способы решения 

алгебраических уравнений.
Если многочлен записан в виде произведения многочленов первой и второй степени, то уравнение равносильно совокупности соответствующих уравнений первой и второй степени.

[image: image20.png]IIPUMEP 1. PemiuThb ypaBHeHHe
(z —2)(2* + 3z +2) = 0.

PEIIEHUE. JlaHHOe ypaBHeHNe pPAaBHOCWIIBHO COBOKYNHOCTH

ypaBHeHu#t ¢ — 2 = 0 u 2?2 + 3z + 2 = 0. Pemenne nepporo
U3 3TUX ypaBHeHU# ecThb r) = 2. PellleHus BTOporo ypaBHeHUS
ecTb 9 = —2, x3 = —1. CnenoBaTenbHO, pellleHUs HCXONHOLO
ypPaBHEHUS ecTh &) = —2, £ = —1l nu 23 = 2.

OTBET: ¢; = —2, 29 = =1, 23 = 2.





Если многочлен имеет большую степень, чем 2, и не разложен на множители первой и второй степени, то его сначала надо каким-либо способом разложить на такие множители, а затем заменить уравнение равносильной ему совокупностью уравнений.

[image: image21.png][TPUMEP 2. Pemurh ypaBHeHMe
-2z - 122 -8=0. (4)
PEmMEHME. Ilockonsky

2t —222 - 12¢ —8=2*4+2224+1-42>-12¢ -9 =
=@+ 1)~ (22+3)2 = (2" +1-22 - 3)(e* + 1 + 22+ 3).




[image: image22.png]TO NaHHOe ypaBHEHUE PaBHOCUIIBHO COBOKYIIHOCTH ABYX ypaBHe-
HM

22 -22-2=0 u z2+2z2+4=0.

Bropoe ypaBHeHMe 3TOH COBOKYIHOCTU pellleHUHM He UMeET, pe-

IIeHHs IEpBOro ecTh 1 = 1 + V3uz,=1- V3. Oy uucna u
ABJAIOTCA pellleHUSMH ypaBHenus (4).

OTBET: z1:l+\/§,z2:l—\/§.



 
Симметрические уравнения.
[image: image38.png]1) nBa MHOro4/ieHa TOXAECTBEHHO paBHBI TOrla U TOBKO TO-
raa, Koria paBHbI UX Ko3pUUINEATH NPU ONHUHAKOBBHIX CTelle-
HAX T






        Уравнения вида 



называются симметрическими уравнениями третьей степени. Поскольку 

[image: image39.png]TIPUMEP 4. Pa3noXxuThs Ha MHOXUTENN MHOI'OY/IEH
et + 622 — 10.

PEMIEHUE. Boimenss noiHbifi KBazpaT, a 3aTeM INpUMeHdd

¢opMyiy pasHOCTH KBalpaTOB, UMeeM et + 622 — 10 = (zz)2 +
2

12327432 -3 - 10= (2 +3)2—19= (2?+3) - (VI9) =

= (z2+3—\/1_§) (2® + 3+ V19).






[image: image23.png]=a(z+D)(z? -+ D +bz(z+1)=(z + 1)(a:l:2 +(b—a)z + a),




то уравнение равносильно совокупности уравнений

[image: image24.png]z41=0 n a12+(b—a):c+a:0,




которое довольно просто решить.

[image: image25.png]ITPuMEP 1. Petiuts ypaBHeHue
323 + 42 + 42 +3=0. (2)

PEIIEHUE. YpaheHue (2) apasercs cAMMeTpPHUYECKAM yDaB-




[image: image26.png]HeHMeM TpeThbell CTeleHH. Hocxoany 323 + 4z? +4r+ 3 =
=3P+ 1) +dz(e+1) = (z+1)(322 =3z +3+4z) = (z+1)(3z*+
+z+3), To ypaBHeHHe (2) pPaBHOCHIIBHO COBOKYTHOCTH Y paBHEHU

z+1=0 un 3224+z+4+3=0.
Peulenue nepBoro u3 yTUX ypaBHeHUH ecTh £ = —1, BTOpOE ypab-

HeHHe PellleHud He UMeeT.
OTBET: ¢ = —1.




Некоторые искусственные способы решения 

алгебраических уравнений.

Умножение уравнения на функцию.
       Иногда решение алгебраического уравнения облегчается, если умножить обе части его уравнения на функцию. Но при этом надо помнить, что умножать надо на многочлен, не имеющий корней или на многочлен, имеющий корни, но тогда каждый из таких корней надо обязательно подставить в первое уравнение и установить, является ли это число его корнем.

[image: image27.png][MIPUMEP 1. PeminThb ypaBHeHne
-z 42t -2 +1=0. (1)

PEWEHUE. YMHoXuB o0e 4acTH ypaBHEHHS Ha MHOrOYJIEH
z? + 1, He uMelOLMA KOpHel, MONYyYUM ypaBHEHHE

(22 +1)(z® -2+ 2* - 2? + 1) =0, (2)

paBHOCHIBHOe ypaBHeHmio (1). YpaBHenne (2) MOXHO 3anmcaTh
B BHIE
2% +1=0. (3)

SlcHo, 4To ypaBHeHUe (3) He MMeeT [eACTBATENbHBIX KOPHEH, No-
3ToMy 1 ypabHeHne (1) HX He nMeeT.
OTBET: HeT pelleBuil.




Угадывание корня уравнения.

       Иногда внешний вид уравнения подсказывает, какое число является корнем этого уравнения.

[image: image28.png]IIPUMEP 3. PeliuTh ypaBHeHHe

P2 +3zr-122-312=0.




[image: image29.png]PEmEHUE. U3 BHemHero BHAaa >TOro ypaBHEHHsS OYEBMIHO,
qT0 £ = 12 ecThb ero kopeHb. Il HaxoxaeHus OCTaIbHbIX KOPHER
npeobpaszyeM MHOT'OYJIEH

22 4+3z — (122 4+3:12) = (23 - 12%) + 3(z — 12) =
= (z - 12)(z® + 12z + 122 + 3) = (z — 12)(z? + 12z + 147).
Tak Kak MHOrOW/eH z2 + 122 + 147 He nuMeeT KOpHeii, TO NCXOIHOE

ypaBHEHUE UMEET e[MHCTBEeHHBIN KopeHb T = 12.
OTBET: ¢ = 12.




Использование симметричности уравнения.

         Иногда внешний вид уравнения – некоторая его симметричность – подсказывает способ решения уравнения.

[image: image30.png][TpuMEP 7. Pemints ypaBHenue

(22 —z+ 1) 2}z - 1)

= 14
(G-vE+1)° 5(V5-1) o

PEWEHUE. OueBuaHO, YTO BHEUIHMA BUA yPaBHEHUS MOACKA-
3BIBaET, YTO OAMH U3 KOpHedt ypabHenns (14) ects 21 = V5. On-
HaKo 7Sl HaXOXKAEHMS OCTANbHBLIX KODHE#l 3TOro ypaBHEHHUs NPH-
€M, NPEUTOKEHHBIA B IPeABLIYNIeM TYHKTe (pa3iioXkeHne MHOTO-
4eHa Ha MHOXUTENH ), 34eCk Maso noMoxeT. [lepenuuiem ypab-
Henue {14) B HECKOIBKO MHOM BHIE.
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Заключение.
Очень многие считают математику и другие точные науки скучными и неинтересными. Я, если честно, то же так раньше думала, и именно с целью опровергнуть это суждение,  я создала этот проект. В данном проекте я рассмотрела лишь некоторые способы и примеры решений алгебраических уравнений, ведь на самом деле их великое множество! 

Создавая этот проект,  я хотела, чтобы каждый ученик понял, что даже в таком, казалось бы,  не увлекательном на первый взгляд занятии – решении уравнений, тоже можно проявить безграничную фантазию и показать свою эрудицию! Это, как безграничная чаша. Ведь каждый день можно пробовать решить привычные для тебя уравнения новыми, более интересными и удобными способами!
На последок хочу пожелать всем юным любителям математики увлекательных задачек, всевозможных открытий и заслуженных успехов! 
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