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Введение

   Многие системы уравнений имеют несколько вариантов решений. Часто первый избранный бывает не самым удачным. Умение решать системы уравнений различными способами является признаком хорошей математической подготовки.

   Основной способ решения систем уравнений состоит в следующем:

1) находят более простую зависимость между переменными;

2) полученное уравнение в сочетании с каким-нибудь уравнением данной системы составляет систему, решение которой позволяет найти решение и исходной;

3) применение координатного и векторного методов. 

   Иногда сразу удается сделать первый шаг - найти простую зависимость. Зачастую приходится проводить предварительные преобразования типа:

1) возводить в квадрат;

2) перейти к вспомогательному однородному уравнению;

3) перейти к равносильной системе, заменяя одно из уравнений системы следствием;

4) сделать двойную подстановку особенно в системах с иррациональностями и  т.д.
Цели:

· Рассмотреть ряд приемов решения систем алгебраических уравнений;

· Выявить связи между разнородными темами школьного курса математики;

· Показать некоторые нестандартные приемы решения достаточно сложных систем уравнений;

· На примере одной системы  уравнений рассмотреть несколько способов ее решения.
Задачи:

· Научиться решать системы более высокой сложности, по сравнению с обязательным уровнем;

· Овладеть рядом технических и интеллектуальных математических умений на уровне свободного их использования;

· Приобрести определенную математическую культуру;

· Оценить свой потенциал с точки зрения образовательной перспективы;

· Расширение и углубление знаний по данной теме для успешной подготовки к ЕГЭ и вступительным экзаменам в ВУЗы.
Системы алгебраических уравнений и способы их решения
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Задача 1. Решить систему уравнений:            y2-1=4x2+4x,

                                                                                4x2+y2=3xy+1.

Решение. (Найдем простую зависимость между x и y)
Из первого уравнения можно легко найти простую зависимость между       x и y
y2-1=4x2+4x;
y2=4x2+4x+1;
y2=(2x+1)2
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Ответ: (5; 5; 5).
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  y=2x+1,
               или
                            y=-2x-1,
  4x2+y2=3xy+1;
                       4x2+y2=3xy+1;
Подставим 1ое уравнение каждой системы во 2ое и получим:
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Ответ: (5; 5; 5). 
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Ответ: (5; 5; 5).

Пусть

y=2x+1,
                или
                      y=-2x-1,
4x2+(2x+1)2=3x(2x+1)+1;
                                  4x2+(-2x-1)2=3x(-2x-1)+1;
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Ответ: (5; 5; 5)
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 y=2x+1,
                      y=-2x-1,

 2x2+x=0;
                                                                 2x2+x=0; 

  x=0,
                          x=0,

  y=1;
                          y=-1;

  x=-0.5,
                          x=-0.5,

  y=0;
                          y=0.

Ответ: (0;-1); (0;1); (-0,5;0).

Задача 2. Решить систему уравнений:        
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Решение. (Для получения простой зависимости возведем в квадрат)
1). ОДЗ: x ≥ 0,
               y ≥ x;
               y ≥ 
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  ,        a < 0 – решений нет
               a ≥ 0.
2).  Обе части первого уравнения неотрицательны. Возведем обе части в квадрат и вычтем из обеих частей х:

     y-x-
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=t, где t≥0

     t2-t=x2-x,

     t2-x2-(t-x)=0,

     (t-x)(t+x-1)=0.

Если t=x, то 
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x≤1,
Если t=1-x, то 
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 EMBED Equation.3  [image: image9.wmf]Û

   y=x+(1-x)2;
3).  x≥0,                 

4). 0≤x≤1,

      y=x2+x,   
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      x2+x=a-x,
                     y=a-x,
      y=a-x;       
                                 x+(1-x)2=a-x;
      x
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Ответ: 1). При a<0 решений нет;

            2). При a
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[1;2] – 2 решения:

                 а) x=
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Задача 3. Решить систему уравнений:      x2-y2=5,

                               x2-xy+y2=7.
Решение. (Для нахождения простой зависимости используем однородность)

    x2-y2=5,   
    x2-xy+y2=7;

Первое уравнение умножим на 7, а второе – на -5 и сложим:
12y2-2x2-5xy=0,

D=25x2+96x2=121x2;

y1,2=
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   x2-y2=5 ;                                                                   x2-y2=5 .

Подставим 1ое уравнение каждой системы во 2ое и получим:

   y=
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Ответ: (-3;-2); (3;2); 
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Задача 4. Решить систему уравнений:       x+y-xy=1,

x2+y2-xy=3.              (1)
Решение. (Для получения простой зависимости переходим к равносильным системам, заменяя одно из уравнений на следствие)
Из обоих уравнений найдем (x+y)2
x+y=1+xy, (x+y)2=(1+xy)2,
x2+y2+2xy-3xy=3, (x+y)2=3(1+xy). 

Отсюда следует

(1+xy)2  =3(1+xy)
[image: image64.wmf]Û

(1+xy)(xy-2)=0.                                                                (2)

С учетом равенства (2) система (1) равносильна совокупности двух систем:

   1+xy=0,
xy=2,
    х+y=1+xy;
         x=y=1+xy
    x=1,
x=1,
    y=-1;
y=2;
     x=-1,
x=2,
     y=1;
y=1;
Ответ: (1;2); (2;1); (1;-1); (-1;1).

Задача 5. Решить систему уравнений:     x
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  x=y+5.                    (1)
Решение. (Освободимся от иррациональности за счет двойной подстановки)

Сделаем двойную подстановку
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В новых переменных система (1) имеет вид:
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Обе части первого уравнения возведем в квадрат (при этом могут появиться посторонние корни):
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В этом уравнении сделаем замену 
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Из полученного уравнения с учетом 
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Из равенства 
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2 =4 получаем 4 решения вида (
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): (3;2); (3;-2); (-3;2); (-3;-2).

Проверкой находим три посторонних решения. на самом деле решение единственное 
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Тогда x =
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Ответ: (9;4).

Задача 6. Решить систему уравнений:                                                   
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  x2 +y2 =4x.
Решение. Очевидно, что решение следует искать только для x
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0. Преобразуем первое уравнение так, чтобы можно было сделать замену x2 +y2 =4x и получаем:
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Решим первое уравнение
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       2x+1=(1-x)2,             x=0,
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Отсюда следует x=0 и y=0.
Ответ: (0;0).                       

Задача 7. Решить систему уравнений:    y(x+y)+x(x+z) =0,

 z2 +y2 –x2 =a2,


 x+y+z=2a,   a
[image: image128.wmf]Î

R
Решение. Пусть x=0. тогда из первого уравнения получаем y=0. Подставляя x=y=0 во второе и третье уравнения, получаем:

z2 =a2,   z=2a,    a2 =4a2,    a=0.

Следовательно  x=0,   y=0,   z=0   при а=0 – одно из решений системы.

Теперь рассмотрим x
[image: image129.wmf]¹

0. Умножим третье уравнение на x, первое на (-1) и сложим:

     x2 +xy+xz=2ax,

  +
  
[image: image130.wmf]Þ

y2 =-2ax.
    -xy-y2 –x2 –xz=0

Для получения более простой зависимости x и y рассмотрим систему:

    z2 +y2 –x2 =a2,          z2 =(x=a)2,
   z=x+a,


  
[image: image131.wmf]Û



[image: image132.wmf]Û

     z=-(x+a),

    y2 =-2ax,
    y2 =-2ax,
   y2 =-2ax.

Тогда исходная система равносильна совокупности систем:

a)  z=x+a,
б)  z=-(x+a),

     y2 =-2ax,
y2 =-2ax,

     x+y+z=2a,
x+y+z=2a,
Найдем решения этих систем:

    z=x+a,
  z=x+a,
a) 
[image: image133.wmf]Û

     y2 =-2ax, 
[image: image134.wmf]Û


 -2x=y-a,

    2x+y=a,             y2 –ay+a2 =0,
Из последнего уравнения следует, что дискриминант

D=a2 -4a2 =-3a2 
[image: image135.wmf]³

0

только при a=0. но если а=0, то у=0 (из третьего уравнения), х=0 (из второго), z=0 из первого уравнения.

Итак, система а) имеет решение

x=y=z=0     при     а=0

Система б) равносильна:

     z+x=-a,
       y=3a,

     y2 =-2ax,    
[image: image136.wmf]Û


    9a2 =-2a,
     y-a=2a,
       z=-x-a,

Рассмотрим второе уравнение 9а2 =-2ах. Если а=0, то х – любое действительное число, х = с является решением этого уравнения, z=-x=-c, y=0.

Следовательно, при а=0 система б) имеет решения вида (с,0,-с), где с
[image: image137.wmf]Î

R – любое действительное число.

пусть теперь а
[image: image138.wmf]¹

0, тогда

x=
[image: image139.wmf]2
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,     y=3a,     z=
[image: image140.wmf]2
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a – решение системы б)

Ответ: при а
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            при а=0    (с,0,-с),  с
[image: image143.wmf]Î

 R.
Задача 8. Решить систему уравнений:    -x2 +y2 +z2 =1,

xy-xz+yz =k,

x+y-z =1,    k
[image: image144.wmf]Î

R        (1)         
Решение. Чтобы получить простую зависимость, поступаем так:

1) из третьего уравнения системы (1) найдем

x=1-y+z,     x+y=1+z;

2) полученные выражения подставим в первое уравнение:

(y+x)(y-x)+z2 =1,       (1+z)(2y-1-z)+(z+1)(z-1)=0,     (1+z)(y-1)=0                  (2)

Тогда с учетом (2) система (1) равносильна совокупности следующих двух систем:

а)     z=-1,
б)     y=1,

        xy+x-y=k,
                 x-xz+z=k,

        x+y=0;
           x-z=0.

Система а) равносильна системе:

z=-1,
z=-1,
k
[image: image145.wmf]£

1,

y=-x,

[image: image146.wmf]Û

       y=-x,

[image: image147.wmf]Û


x1,2 =1
[image: image148.wmf]k
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,

x2 -2x=k=0,
x1,2 =1
[image: image149.wmf]k
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,
y1,2 =-1
[image: image150.wmf]k
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[image: image151.wmf]£

1
z=-1.

Система б) равносильна системе:

         y=1,
k
[image: image152.wmf]£

1,

         z=x,

[image: image153.wmf]Û


x1,2 =1
[image: image154.wmf]k
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,

         x2 -2x=k=0,
z1,2 =1
[image: image155.wmf]k
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,


y1,2 =1.
Ответ:   при k >1 нет решений;


    при k =1 два решения  (1;1;1)  и  (1;-1;-1);


    при k <1 четыре решения:


    x1,2 =1
[image: image156.wmf]k
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,   y1,2 =-1
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,     z1,2 =-1;                                                                                                         

                        x3,4 =1
[image: image158.wmf]k
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,   y3,4 =1,    z1,2 =1
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Задача 9. Решить систему уравнений:        xy =
[image: image160.wmf]5

12

 . (x+y),

yz =
[image: image161.wmf]5

18

 . (y+z),
                                                                             zx =
[image: image162.wmf]13

36

 . (z+x),       (1)     
Решение. Если х=0, то у=0 и z=0, т.е. (0;0;0) – решение (1).

Аналогично рассуждая легко получить, что если у=0,  то х=z=0 или z=0,   то х=у=0.

Итак, чисто нулевое решение найдено. теперь будем искать решения в таком множестве, в котором xyz
[image: image163.wmf]¹

0. Делим обе части уравнений (1) на xyz
[image: image164.wmf]¹

0.
В этом случае система (1) равносильна системе
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Ответ: (4;6;9), (0;0;0).







Выводы

В нашей работе мы изучили и представили малоизвестные приёмы, используемые при решении алгебраических систем уравнений, а также убедились в эффективности используемых нестандартных способов решения для неравенств с параметром, и выяснили, что они обеспечивают высокий темп продвижения к ответу.
Изученная нами теория по темам «Равносильные преобразования неравенств с модулем» и «Свойства модуля и их обобщения» использована при решении нескольких задач. Даны примеры для самостоятельного решения. 

Данная работа способствует развитию, укреплению и усвоению нами нестандартных методов решения неравенств, а также поможет нам успешно подготовиться к различным экзаменам.
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Приложения

Неравенство Коши-Буняковского

Для произвольных x1,x2,…,xn и y1,y2,…,yn имеет место

(x1y1+x2y2+…+xnyn)2≤(x21+x22+…+x2n)(y21+y22+…+y2n), где n≥2
Причем равенство достигается в том и только в том случае, когда числа xk и yk пропорциональны, т.е. существует константа a (a≠0) такая, что для всех k=1,2,…,n выполняется равенство xk=ayk.

Уравнение плоскости

Общее уравнение плоскости:
ax + by + cz + d = 0   (a2 +b2 
[image: image183.wmf]¹

0)
Уравнения координатных плоскостей
x = 0 – плоскость y0z
y = 0 – плоскость x0z
z = 0 – плоскость x0y
Расстояние от точки М (x0, y0, z0) до плоскости  
ax +by +cz +d =0.
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Уравнения сферы

с центром в начале координат                     x2 +y2 +z2 = r2;   r > 0

с центром в точке М(x0, y0, z0)                    (x-x0)2 +(y-y0)2 +(z-z0)2 =r2,   r > 0

Уравнение x2 +y2 +z2 = r2 +ax +by +cz +d = 0 задает в пространстве либо сферу, либо точку, либо пустое множество.
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Задачи для самостоятельного решения

Решить следующие системы уравнений:

1.    2х2 +2ху+у2 =ах(х+у),

       2х+у=
[image: image188.wmf]y

x

+

,       а
[image: image189.wmf]Î
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2.    ax+y+z=1,

       x+ay+z=a,

       x+y+az=a2,          a
[image: image190.wmf]Î
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3.   
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4.    x3+y3 =7,

       x3y3 =-8.


5.    
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