МОУ « Средняя общеобразовательная школа №14» , города Новокузнецка

« Практическое применение Диофантовых  уравнений»

составил: Косинов Виталий ученик 7 класса А,

руководитель: учитель высшей категории Грошева Ирина Георгиевна . 

   ЦЕЛЬ: научиться находить  решения  диофантоввых  уравнений 1-й степени с двумя неизвестным, если эти решения имеются . 

         Для достижения цели были поставлены задачи :

· Изучить литературу о Диофанте и его уравнениях, о практическом 

применении этих уравнений в жизненных ситуациях , 

· Научиться решать   уравнения  1-й степени   с  двумя неизвестными в целых числах;

· Систематизировать материал, сделать компьютерную презентацию, выступить с этим материалом на научно-практической конференции
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« Диофантовых  уравнений анализ

немало служит изощрению

 разума начинающих 

и большое проворство 

в исчислении приносит»

Л. Эйлер
Введение.
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     Самые разные задачи практического содержания часто приводят к уравнениям , в которых несколько неизвестных , которые по по своему смыслу могут принимать только целочисленные значения, поэтому я решил научиться такие уравнения. 

О Диофанте.
Диофант (Dióphantos) представляет одну из занимательных загадок в истории математики. Мы не знаем, кем был Диофант, точные года его жизни, нам не известны его предшественники, которые работали бы в той же области, что и он. Сохранилась часть математического трактата Диофанта « Арифметика»( 6 книг из 13) и отрывки книги о ,так называемых, многоугольных ( фигурных) числах. В его « Арифметике», помимо изложения начал алгебры, приведено много задач, сводящихся к неопределённым уравнениям различных степеней, и указаны методы нахождения решений таких уравнений в рациональных положительных числах; здесь же впервые появляется терминология многомерной геометрии. Изложение Диофанта чисто аналитическое. Для обозначения неизвестного и его степеней, обратных чисел, равенства и вычитания Диофант употреблял сокращённую запись слов. При умножении сумм и разностей двух чисел применял прапвила знаков. Имел представление об отрицательных числах, например знал, что квадрат отрицательного числа равен положительному числу.

Сочинения Диофанта были отправной точкой для теоретико-числовых исследований Пьера Ферма , Леонарда Эйлера, Карла Гаусса и других математиков. Именем Диофанта названы три больших раздела:

· теория диофантовых уравнений (алгебраические уравнения или системы алгебраических уравнений с рациональными коэффициентами, решение которых отыскивается в целых и рациональных числах),

· диофантовый анализ ( или диофантова геометрия; область математики, посвящённая изучению диофантовых уравнений методами алгебраической геометрии),

· теория диофантового приближения ( раздел теории чисел, в котором изучаются приближения нуля значениями функций от конечного числа целочисленных аргументов).

         «Арифметика» Диофанта – это сборник задач (их всего 189), каждая из которых снабжена решением и необходимым пояснением. В собрание входят весьма разнообразные задачи, а их решение часто в высшей степени остроумно. Диофант практиковался в нахождении решений неопределенных уравнений вида 
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 или систем таких уравнений. Типично для Диофанта, что его интересуют только положительные целые и рациональные решения. Иррациональные решения он называет «невозможными» и тщательно подбирает коэффициенты так, чтобы получились искомые положительные, рациональные решения. 

Поэтому, обычно, произвольное неопределенное уравнение (но, как правило, все-таки с целыми коэффициентами) получает титул "диофантово", если хотят подчеркнуть, что его требуется решить в целых числах. 

 «Арифметика» Диофанта – это сборник задач (их всего 189), каждая из которых снабжена решением и необходимым пояснением. В собрание входят весьма разнообразные задачи, а их решение часто в высшей степени остроумно. Диофант практиковался в нахождении решений неопределенных уравнений вида 
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 или систем таких уравнений. Типично для Диофанта, что его интересуют только положительные целые и рациональные решения. Иррациональные решения он называет «невозможными» и тщательно подбирает коэффициенты так, чтобы получились искомые положительные, рациональные решения. 

Поэтому, обычно, произвольное неопределенное уравнение (но, как правило, все-таки с целыми коэффициентами) получает титул "диофантово", если хотят подчеркнуть, что его требуется решить в целых числах. 

 Диофантовы уравнения.

                В своем труде “Арифметика” Диофант рассматривает разнообразные уравнения с целочисленными и рациональными неизвестными и приводит способы их решения. 

При исследовании этих уравнений обычно ставятся следующие вопросы: 

1. имеет ли уравнение целочисленные решения; 

2. конечно, или бесконечно множество его целочисленных решений; 

3. решить уравнение на множестве целых чисел, т. е. найти все его целочисленные решения.

Общий вид линейного диофантова уравнения : 

ах+ву+…+сz = d,     где а,в,с,d- любые целые числа, х,у,z- неизвестные

Сегодня мы познакомимся с одним из  уравнений:  ах+ву = с

Для решения линейных уравнений с двумя переменными в целых числах существует несколько правил 

Правило 1.
Если с не делится на НОД (а, b), то уравнение не имеет решений в целых числах.

Пример :   6х+3у=2 уравнение не имеет целых корней
Правило 2.
Если с делится на НОД (а, b), то уравнение следует упростить, разделив обе его части на НОД (а, b). Например, уравнение вида:   231х + 525у = 210.    НОД (231; 525) = 21.   После упрощения уравнения получаем:  11х + 25у = 10  НОД (25,11) = 1, 10 делится на 1.     Вывод: если числа взаимно просты, то уравнение имеет целочисленные решения.

Решение практических задач с помощью уравнений Диофанта.

      Однажды  на уроке математики нам рассказали задачу-сказку:

« Среди нас, людей сознательного и радостного труда,завёлся один Бездельник. И учиться ему лень, и от работы увиливает, и деньги любит, жаден. Никак в толк не возьмёт, что только деньги хороши, что заработаны честным трудом. Ходит без дела Бездельник и вздыхает:

- Эх, доля моя горемычная! Никто и знаться со мной не желает. Говорят: 

« Бездельники нам не нужны. Сам ничего не делаешь и нам  мешаешь. Иди к чёрту!» Да какой чёрт посоветует мне , как богатым стать?

    Только подумал это лентяй, глядь, а чёрт перед ним стоит.

- Что же, -говорит ,- если хочешь, я тебе помогу. Работа лёгкая и богатым будешь. Вот видишь мост через речку? 

- Вижу, - отвечает немного оробевший Бездельник. 

…Чёрт - Ну, так перейди по мосту на другой берег, и у тебя будет вдвое больше денег, чем было. И так каждый раз: как только ты пройдёшь мост, у тебя будет ровно вдвое больше денег, чем было перед этим,

- Ой ли! – обрадовался Бездельник.

- Верное слово!  - уверил чёрт. – Только, чур, уговор ! За то , что я устраиваю тебе такое счастье, ты каждый раз, перейдя через мост, отдавай мне по Х копеек за добрый совет.

- Ну, что же, -согласился Бездельник, -раз деньги будут удваиваться, так отчего  же не дать тебе каждый раз по Х копеек? Начнём, пожалуй!

      Прошёл мост Бездельник один раз, сосчитал деньги… Вот диво! Действительно , денег стало вдвое больше, чем было.

   Бросил он чёрту Х копеек и прошёл мост второй раз. Опять стало денег вдвое больше, чем было перед этим .

    Отдал Бездельник чёрту Х копеек и прошёл по мосту в третий раз. Денег снова стало вдвое больше. Но только и оказалось их ровнехонько Х копеек, которые по уговору полностью пришлось отдать чёрту. Чёрт захохотал и  с глаз сгинул.

   Остался Бездельник без копейки. Видно, на чужой совет надо ещё свой ум иметь! 

    Вопрос.  Сколько денег было у Бездельника сначала и сколько копеек требовалось отдавать Чёрту?

Р е ш е н и е :

    Пусть У копеек было у Бездельника, а по Х копеек отдавал.

После первого раза-  (2у - х) коп.  осталось, 

после второго раза 2(2у-х)-х= 4у-3х (коп.),

после третьего раза 2(4у-3х)-х = 8у-7х (коп).

    Так как после третьего раза денег не осталось, то составим уравнение

8у-7х=0,   
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     Так как количество денег целое число, то самое маленькое число х=8, тогда у=7. Т.О. у бездельника было 7 копеек, а отдавал по 8 копеек.

    В этом случае числа 8 и 7 называются частными решениями  уравнения –

-7х+8у=0, само уравнение- однородное линейное диофантово уравнение, это уравнение имеет неединственное решение:

    Говорят , что общее решение данного уравнения есть х = 8n, у=7n, где n – любое целое число.

    Например : n=2, то х=16, а у = 14 и т. д.

   Рассмотрим  диофантово уравнения, не являющееся однородным.

  Пример1.  Решить уравнение  2х+3у=1.

  Сначала подберём частное решение этого уравнения, например, 

   пара х =5 и у = -3 является частным решением  , так как 2·5+3·(-3) = 1,

заменим в первоначальном уравнении число 1 выражением 2·5+3·(-3) и преобразуем уравнение:

2х+3у =2·5+3·(-3),

 перенесём всё в левую часть и сгруппируем.

2(х-5)+3(у+3) = 0,

Введём новые неизвестные х1 = х-5 и  у1= у+3, 

Тогда уравнение принимает вид : 2 х1 +3 у1 = 0, 

а это теперь однородное 2 х1 =-3 у1, 
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, значит у1 кратно 2, а х1 кратно 3, тогда х1 =-3n, a у1 =2n,( где n- любое целое число)  теперь вернёмся к старым неизвестным  х-5=-3n, у+3=2n, отсюда:

х =5-3n,     у=-3+2n, где n- любое целое число.

Задача 1. Как, имея монеты в 5 копеек и в 3 копейки, заплатить кассиру в магазине 13 копеек?

Решение :  х- количество монет по 5 коп., у- количество монет по 3 коп.    Составим и решим уравнение  5х + 3у= 13.                                                 Подберём частное решение х=2, у=1, тогда 5·2+3·1=13,

5х + 3у = 5·2+3·1, перенесём все слагаемые в левую часть и сгруппируем

5·(х-2) + 3·(у-1) =0, обозначим х-2 = х1,       у-1 = у1, тогда уравнение становиться однородным,   5х1+3у1=0, отсюда 
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, у1 кратно 5, т.е. у1 =5n, х1 = -3n, где n- любое целое число, вернёмся к старым неизвестным х-2= -3n , х= 2-3n,

у-1= 5n,  у =1+ 5n .    

Ответ: х= 2-3n, у =1+ 5n , где n- любое целое число.

Замечание:  Если х  будет отрицательным, это значит сдача, т.е. продавец должна будет вернуть .   

Задача. 2.         Для перевозки зерна имеются мешки, в которые входит либо 60 кг, либо 80 кг зерна. Сколько надо заготовить тех и других мешков для загрузки 1 т зерна таким образом, чтобы все мешки были полными? Какое наименьшее количество мешков при этом может понадобиться?

Решение:   Для неизвестных х и у , обозначающих количество мешков по 60 и по 80 кг соответственно, имеем уравнение 60х+80у=1000, сократив обе части уравнения получим 3 х+5 у =50. Надо решить это уравнение в целых неотрицательных числах. Одно целочисленное решение этого уравнения 

(-50;50), действительно 3·(-50)+4·50 = 50.

    3 х+5 у = 3·(-50)+4·50 ,  3( х+50)+5( у-50)=0,

  х=4n-50,   у=50-3n, где  n- любое целое число.

   Так как число мешков неотрицательно, то 4n-50 ≥0  и 50-3n ≥0, значит

	Значение n
	Значение х
	Значение у
	          х+у

	13
	2
	11
	13наименьшее

	14
	6
	8
	14

	15
	10
	5
	15

	16
	14
	2
	16


Ответ :  13 мешков, 2 мешка по 60 кг, 11 мешков по 80 кг
Задача 3.  Требуется разлить 20,5 литра сока в банки по 0,7л и 0,9 л, так, чтобы все банки оказались полными. Сколько каких банок надо заготовить? Какое наименьшее количество банок при этом  может понадобиться? 
Решение:   Задача сводится к решению уравнения

           0,7х+09у= 20,5   в целых неотрицательных числах , где х и у – количество  банок по 0,7л и 0,9л соответственно.

   Преобразуем уравнение к виду   7 х+9 у = 205 , а затем, делая последовательные замены переменных в левой части, получим равенства

7 х+9 у =7(х+ у)+2у= 7u+2у= u+2(у+3u) =u+2v= 205,  где х+у=u, у+3u = v.

Из этих равенств имеем

u = 205-2v, у = v - 3u = v- 3(205-2v)=7v- 615 ≥ 0,  х =u-у = 205-2v- (7v-615)= 820-9v ≥0. 

	v
	х
	у
	х+у

	88
	28
	1
	29

	89
	19
	8
	27

	90
	10
	15
	25

	91
	1
	22
	23- наименьшая


Ответ: 23 банки, из них 1 по 0,7л и 22 банки по 0,9 л.

Задача 4.  На складе имеются гвозди, упакованные в ящики по16кг,17кг и 40кг. Может ли кладовщик отпустить 140 кг гвоздей, не вскрывая ни одного ящика

Решение:

    Пусть х – количество ящиков по 16 кг,

               у – количество ящиков по 17 кг,

               z – количество ящиков по 40 кг        

Задача сводится к решению уравнения 16х +17у+40z = 140

   х=2, у = 4, z =1.

 Ответ:    Можно, 2 ящика по 16 кг, 4 ящика по  17 кг и 1 ящик с 40 кг.
Задача 5. ( старинная )

    Двенадцать человек несут 12 хлебов; каждый мужчина несёт по 2 хлеба, женщина – по половине хлеба, ребёнок – по четверти хлеба. Сколько было мужчин, женщин и детей? 

Решение:    Пусть было х мужчин, у женщин, тогда детей было 12- х – у. Вместе они несли 
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   Умножим правую и левую части этого уравнения на 4 , после преобразований получим равносильное ему уравнение

7х+у = 36,

имеющий частное решение х=5, у=1 и  общее решение  х = 5- n,

у = 1+7n, где n- любое целое число.

    Чтобы х и у и (12-х-у) были натуральными числами, можно взять только одно значение n , равное 0. При этом х = 5, у = 1, 12 – х –у = 6, т.е. было 5 мужчин,1 женщина, 6 детей.

Ответ: было 5 мужчин,1 женщина, 6 детей.
Заключение.

     В разных учебниках  встречаются многие старинные задачи, которые можно решить с помощью уравнений Диофанта.  Выполнив данный проект, я научился находить целые решения уравнений с двумя неизвестными , понял, что существуют жизненные ситуации, когда необходимо решить уравнение с несколькими неизвестными в целых числах. Есть другие способы решения диофантовых уравнений, в дальнейшем я планирую научиться решать эти уравнения при помощи Алгоритма Евклида. Узнал, что бывают уравнения 2-й , 3-й  и  выше степеней ,и в дальнейшем я познакомлюсь с приёмами их решений.
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